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ELOSZO

A természet nagy kényvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet,
amelyen e kényv irva van, és ez a nyelv: a matematika.

(G. Galilei: Pdrbeszédek a két legnagyobb vildgrendszerrdl,

a ptolemaioszirdl és a kopernikuszirdl)

E konyv el6zményének tekinthetd ,Linearis algebra és alkalmazasai” cimi
konyvem, amely 1973-ban és 1975-ben a Miszaki Konyvkiado, majd atdol-
gozas utan 1991-ben a Tankonyvkiado gondozésaban jelent meg. A konyv
cimének megvaltoztatasaval egyrészt arra utalok, hogy ez a kiadas a linearis
algebranak a korabbinal sztikebb teriiletére korlatozodik, masrészt a cimében
is kifejezésre szeretném juttatni azt a torekvésemet, hogy olyan konyvet adjak
az Olvaso kezébe, amelynek segitségével az elméleti ismeretek megalapozésa
mellett kell§ rutint szerezhet a matrixokkal valo szamitasok elvégzésében is.
Ezért néhany fejezetet, amelyek alkalmazasara a tapasztalat szerint kisebb
az igény, elhagytam, és ugyancsak kihagytam a linearis algebra numerikus
modszereivel foglalkozd 6nallo fejezetet. Ennek anyagét részben beépitet-
tem a korabbi fejezetekbe, illetve tgy itéltem meg, hogy az ériasira duzzadt
anyag mar nem olvaszthatd egybe az alapozo fejezetekkel. Helyette inkabb
megnoveltem a kidolgozott példak szamat, amelyek hozzasegitik az Olvasot
az anyag jobb megértéséhez.

A konyv négy fejezetre tagolodik. Az elsé fejezet a matrixalgebra ele-
meit tartalmazza és egyuttal itt ismerkedhet meg az Olvaséd olyan specialis
tulajdonsagu, tn. strukturalt matrixokkal, amelyek az alkalmazasok szamos
teriiletén el6fordulnak. A fejezetet a méatrixalgebra legfontosabb alkalmazési
teriilete, a linearis egyenletrendszerek elmélete és megoldasa zarja. A masodik
fejezet a lineéris algebra alapjaival foglalkozik, amely azt az elméleti hatteret
szolgaltatja, amelybe a matrixelmélet beagyazhato. Ez a fejezet tartalmazza
a sajatérték-feladatot és a linearis transzformaciok elméletét. A harmadik
fejezet a matrixfiiggvények definiciojaval és elGallitasaval foglalkozik. Ennek
keretében targyalja a méatrixok felosztasat diagonalizalhato és nemdiagonali-
zalhaté matrixok osztalyara és ennek kapcsan a Jordan-féle normélalakra vald

9
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transzformalasukat. Itt kapott helyet méatrixok szingularis értékeinek az értel-
mezése és szingularis értékek szerinti felbontasuk. Végiil a matrixfliggvények
legfontosabb alkalmazasi teriilete, a lineéaris differencialegyenlet-rendszerek
elmélete és megoldasa zarja a fejezetet. A negyedik fejezet a métrixelmélet
egy specialis teriiletével, nemnegativ elemti méatrixokkal foglalkozik, ezen be-
lil sztochasztikus matrixokkal és ezek alkalmazasaval bolyongéasi feladatok
megoldasara. A fejezet végén egy specialis bolyongési feladattal kapcsolatos
Sylvester-Kac-matrix sajatérték-feladatanak generatorfiiggvény segitségével
nyerhets megoldasa talédlhato.

A konyv egy egységes szemléletl és felépitésii bevezetést kivan nyujtani
a matrixelméletbe, amely tartalmaban és modszereiben figyelembe veszi a
targyalt anyag mtiszaki és természettudomanyokban vald alkalmazéasanak az
igényét. Az anyag felépitésében kozponti helyet foglalnak el a diddok és
a projektorok. Matrixok minimalis diadikus elGallitasaval vezeti be a rang
fogalmat, és ezen keresztiil jut a linearis egyenletrendszerek elméletéhez.
Projektorok minimalis diadikus elGallitasa automatikusan biortogonéalis vek-
torrendszert szolgaltat, és ez vezet a méatrixok spektralfelbontasahoz. Méat-
rixok fliggvényének értelmezésével és elgallitasaval mutat utat a maéatrixok
osztalyozasahoz és linearis differencidlegyenlet-rendszerekre valo alkalma-
zésdhoz. Itt felismerhet6 az Egervary-iskola altal megteremtett modszer,
amely ma mar hagyomanyosnak tekinthetd a hazai métrixelméleti kutaté-
sokban. A konyv ebben eltér a legtobb kiilfoldi szakirodalomban kiévetett
— klasszikusnak mondhato — iranytél. A bizonyitasok soran, amikor csak
lehet, konstruktiv moédszerek szerepelnek, ezzel lehetévé valik, hogy egyut-
tal a megoldéasi modszereket is megismerje az Olvas6. Példa erre a Jordan-
féle normalalak bevezetése, vagy a Kronecker-polinomok spektralfelbontésa.
A 103 kidolgozott példa megvalasztasanal fontos szempont volt, hogy a
legkiilonb6zdbb alkalmazasi teriileteken eléforduld tipusok forduljanak eld.
Sok esetben a vizsgalt rendszer szabalyos tulajdonsagai strukturdlt mat-
rixokra vezetnek. Ilyenek pl. a tridiagonalis és a ciklikus matrixok, per-
turbalt matrixok, vagy a kommutativ blokkokboél all6 hipermatrixok. Ezek
invertaléasa, illetve spektralfelbontasuk elgallitasa soran szamos 6tletet ismer-
het meg az Olvaso és ezzel egyuttal rutint szerezhet bonyolultabb feladatok
megoldasahoz.

A konyv elsésorban egyetemi és fGiskolai hallgatoknak, doktoranduszok-
nak, tudomanyos kutatoknak és azoknak az érdekl§déknek kivan bepillantast
nyujtani a matrixok vilagaba, akiknek korabbi tanulméanyaik soran erre nem
volt alkalmuk, vagy fel kivanjik frissiteni régebben szerzett ismereteiket.
Véleményem szerint eredményesen forgathatjik a kdnyvet azok a matemati-
kusok, fizikusok, mérnokok, informatikusok és kézgazdaszok, akik munkajuk
soran olyan matematikai kérdésekkel talalkozhatnak, amelyek kapcsolatba
hozhatok matrixelméleti problémakkal. Az anyag Gsszeéllitasa és felépitése
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soran az volt a cél, hogy szinte a nullarol kiindulva fokozatosan ismerked-
jék meg az Olvasd a fogalmakkal és tételekkel, és ezek bizonyitasa soréan
elsajatitsa azt a gondolkodasmodot, amely elGsegiti az Gjabb szakirodalom
megértését, esetenként pedig 1j probléméak felvetését és azok megoldasat. Az
anyag megértéséhez az Olvasonak sziiksége van egy minimalis ismeretre a
matematika egyéb teriileteirsl, igy az analizisb6l ismernie kell fiiggvények
hatvanysorba fejtését, algebrabol a determinans fogalmat, az algebra alap-
tételét és a polinomok elméletének alapjait, a komplex szamok algebrajat
és a linearis differencidlegyenletek elemeit. A negyedik fejezetben szerepls
sztochasztikus méatrixok targyaldsanal jo, ha tisztaban van a valoszintiség-
szamitas alapfogalmaival és ismeri a komplex valtozos fliggvényekre vonat-
koz6 reziduum-tételt.

A konyv formai szerkezetének kialakitasaban a matematikai irodalomban
szokasos modszer kovethets nyomon, amely az alapvets ismereteket ,definicio
— tétel — bizonyitas” harmas tagolasban kozli; a bizonyitas végét a B jel, a
példak végeét pedig harom csillag, * * x jelzi. Az egyes fogalmakat a konnyebb
megkiilonboztethetGségiik céljabol egymastol eltérd betiitipusok jelolik, igy

a méatrixokat félkovér, allo nagybettik: A, B, ...

az oszlop- és sorvektorokat félkoveér, allo kisbettk: a, b, ...

az absztrakt linearis tér vektorait félkovér, délt kisbetik: a, b, . ..

a geometrial tér vektorait félkovér, groteszk kisbetiik: a, b, ...

a linearis tér transzformacioit groteszk nagybetiik A, B, ...

Remélhetdleg ezek a formai megoldasok megnovelik az anyag attekinthets-
ségét.

Ezen a helyen szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik kritikai
észrevételeikkel és megjegyzéseikkel segitettek kijavitani a konyv korabbi ki-
adasaiban talalhato hibakat. Mindenekel6tt Lee Annanak, a konyv korabbi
lektordnak szeretném megkdszonni gondos munkéjat és értékes észrevételeit,
amelyekkel sokat segitett a konyv szerkezetének javitasdban és szdmos kovet-
kezetlenség kikiiszobolésében. Koszonet illeti volt tanitvanyaimat, akik 40 év
alatt aktiv jelenlétiikkel, az elGadasra valo reagalasukkal segitettek az anyag
didaktikai felépitésének formaldsaban — nem is beszélve arrol a segitségrol,
amelyet a konkrét hibak osszegytijtésével nyijtottak. Nagy segitségemre volt
Stubnya Gusztavné, elsGsorban a példak kivalasztasaval és megoldasukkal.
Kiilon koszonet illeti Eré Zsuzsat az anyag gondos nyomdai elGkészitésé-
ért, dr. Tegze Juditot az abrék preciz elkészitéséért, Olah Juditot, aki az
el6z6 kiadashoz hasonloan elvallalta a konyv szerkesztését és szamos hasznos
tanacsaval hozzajarult az egységes szerkezet kialakitasahoz. Végiil koszonete-
met fejezem ki a Typotex Konyvkiadé valamennyi munkatarsanak, elsGsorban
Votisky Zsuzsénak, lelkiismeretes munkajukért és tamogatasukért, amellyel
lehet6vé tették a konyv megjelenését.
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1. fejezet

MATRIXALGEBRA

Az egyenlet leir eqy dsszefliggést, de dnmagdban nem ad megolddst.
Az egyenletet meqg kell oldani!
(Amir D. Aczel: Isten egyenlete)

Ebben a fejezetben bevezetjiik azokat az alapfogalmakat és jeloléseket, ame-
lyek az egész konyvben végigkisérik az Olvasot. Ertelmezziik a matrixokkal
végzett miiveleteket, és ennek sordn bemutatjuk a legfontosabb speciélis szer-
kezetl matrixokat, amelyek a késébbi fejezetekben ismételten elGfordulnak.
Mar kezdettdl fogva kiemeljiik azt a kOzponti szerepet, amelyet az elmélet
fokozatos kiépitése soran a diddoknak széanunk. Viszonylag nagy helyet szen-
teliink specialis szerkezetl matrixok invertalasanak, és kidolgozott feladatok
segitségével kivanjuk segiteni az Olvasot, hogy kell§ rutint szerezhessen a
matrixok kezelésében. A rang fogalmat Gsszekapcsoljuk a matrixok fakto-
rizacidjanak feladatéaval és ennek kapcsan bevezetjik a méatrixok minimdlis
diadikus eldallitdasat, amely alapvetd fontossagu feladat lesz a kés6bbiek soran
is. Kiilon pontban foglalkozunk a négy blokkra particionalt hipermdtrizokkal,
valamint a projektorok legf6bb tulajdonsagaival, végiil alkalmazzuk a matrix-
algebra elemeit a lineéris egyenletrendszerek megoldésanak elméletében.

1.1 ELNEVEZESEK ES JELOLESEK

Tekintsiik az a;; komplex szaimoknak egy m sorbdl és n oszlopbol 4ll6 séméjat:

Ezt a sémat m x n tipusu, vagy m X n-es matrixnak nevezziik és a kovetke-
z6képpen jeloljiik:

A = ay) (t=1,2,...m;5=1,2,....n),

(mn)

13
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14 1. MATRIXALGEBRA

vagy egyszerien
A = [ai;] (i=1,2,...m;j=1,2,...,n).

Az a;; szamok a matrix elemei. Annak feltiintetésére, hogy az A maétrix ij
indextd eleme a;;, gyakran a kovetkezs jelolést alkalmazzuk: (A);; = a,;. Ha
m = n, akkor a méatrixot n-edrendid kvadratikus mdtriznak nevezzik. Jelo-
lése:

An:[aij] (i,j:1,2,...,n),
vagy egyszeriien
A = [ai;] (i,j =1,2,...,n).

Mivel ezek szerint n-edrendii méatrix csak kvadratikus lehet, ezért a kvadrati-
kus jelz6t ilyenkor elhagyhatjuk. Ugyanigy elhagyhatjuk annak feltiintetését
is, hogy milyen tipust matrixrél van szo, ha a targyalas soran felirt mtivele-
tekbdl vagy Osszefliggésekbdl ez egyértelmtien kideriil.
A sorok és oszlopok felcserélésével nyert matrixot az eredeti méatrix transz-
pondltjanak nevezzik és T fels6 indexszel jeloljiik:
T T
A = ag] = [az].
Ebbdl kévetkezik, hogy egy m x n tipusi matrix transzponaltja n x m tipusi.
Ha egy métrix elemei helyébe ezeknek a konjugéltjat tessziik, akkor az eredeti
matrix konjugdltjat kapjuk, ezt feliilvonassal jeldljiik:
A = [a;].
A métrix transzpondlt konjugdltjat H fels6 indexszel jeldljiik:

A =[a;] = A"

Két matrix akkor egyenld egymaéssal, ha azonos tipusiak és megfelels (azonos
indexti) helyen 4ll6 elemeik egyenlSek:

A=B, ha a;=0b; (i=12,...,m; j=1,2,...,n).
Ha az A métrix megegyezik a konjugaltjaval:

A=A,
akkor A valos elemii, vagy réviden valds mdtriz; ha

A = [-a;] = A,
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akkor A képzetes (imagindrius) mdtriz. Ha egy (kvadratikus) matrix meg-
egyezik a transzponaltjaval:

A=AT,
akkor szimmetrikus, ha pedig

A=—-AT

)

akkor ferdén szimmetrikus™.
Ha egy (kvadratikus) matrix megegyezik transzponéaltjanak konjugaltjaval:

A =AM,
akkor hermitikus™™, ha pedig
A =AY

akkor A ferdén hermitikus.

Ebbél kovetkezik, hogy specidlisan a valos elemii hermitikus métrix mindig
szimmetrikus, a valos elemd ferdén hermitikus matrix pedig mindig ferdén
szimmetrikus.

Az A kvadratikus méatrix 47 indext elemei a matrix féatigjaban (fédiagond-

lisdban) helyezkednek el. Ha egy kvadratikus matrixnak a féatlojan kiviili
valamennyi eleme zérus, akkor un. diagondlmdtrizhoz jutunk. Jeldlése:
D ={(dids...dy,) vagy D={(d;) (k=1,2,...,n),
ahol di az ayy elemet jeloli. A
1, ha i=yj,
0ij = L
0, ha i#j.

Kronecker™*-féle szimbélumot hasznalva, a [d;;] matrix az E egységméatrix:

10 0...0
01 0...0
E=|0 0 1...0
0 0 O 1

*Az irodalomban gyakran taldlkozunk a ferdén szimmetrikus méatrixokra vonatkozdan
az ,antiszimmetrikus méatrixok” elnevezéssel. Tekintettel arra, hogy ez tisztan nyelvi szem-
pontbo6l nem kifogastalan széképzés, masrészt pedig az orosz, angol, ill. német nyelvi
matematikai irodalomban a rkoco, skew, illetve schief kifejezés terjedt el, ezért konyvink-

ben a ,ferdén” elnevezést fogjuk hasznalni.

**Ch. Hermite (ejtsd: ermit) francia matematikus (1822-1901) nevérdl kapta az elneve-
zést.

***L. Kronecker (1823-1891) német matematikus.
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Tehat az egységmatrix mindig kvadratikus. Ha a rendjét is fel akarjuk
tlintetni, akkor az E,, jelolést hasznéljuk.

Az olyan maétrixot, amelynek egyetlen eleme 1, a t6bbi pedig 0, mdtriz-
egységnek nevezziik és ha az ij indexi elem 1, akkor az E;; jeldlést alkal-
mazzuk. A csupa 0 elembdl allo matrixot zérusmdtriznak nevezziik és 0-val
jeloljiik.

A maétrixok korében kitiintetett szerepilik van az egyoszlopos, ill. az egyso-
ros matrixoknak. Ezeket oszlop-, ill. sorvektoroknak nevezziik és kisbetiikkel
jeloljik:

Mivel a sorvektor a megfelel§ oszlopvektor transzponaltja, megegyezés
szerint a sorvektort a T fels§ indexszel latjuk el. Az olyan oszlop-, ill. sorvek-
tort, amelynek egyetlen eleme 1, a tobbi pedig 0, egységvektornak, mégpedig
eqység-oszlopvektornak, ill. egység-sorvektornak, ha minden eleme 0, nullvek-
tornak nevezziik; ha az i-edik elem 1, akkor az e;, ill. e;r jelolést alkalmazzuk;
a nullvektor jele 0.

A maétrixot vizszintes és fligg6leges vonalakkal részekre oszthatjuk. Az
ilyen részekre osztast particiondldsnak, a particionalassal addédo részmat-
rixokat blokkoknak nevezzik. A legegyszeriibb és legtermészetesebb részekre
osztés, ha a méatrixot csupa fliggsleges vonallal oszlopvektoraira, vagy csupa
vizszintes vonallal sorvektoraira particionaljuk:

| lletve A = [ S

Itt a sorvektorokat felsé indexekkel jeloljiik, mivel azok nem a megfelels in-
dext oszlopvektorok transzponéltjai!
Altalanosabb particionalas a kovetkezd:

s S
A [An A 7
Asr Agslfa

ahol az A7 blokk p x r tipusi, az Aq2 blokk p X s tipust, As; tipusa ¢ x r
és Ao tipusa ¢ X s.
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Ha kivalasztjuk az A matrix 1,19, ..., 4-edik sorainak ji,js,...js-edik
elemeit és ezeket ismét matrixként irjuk, akkor az eredeti métrix egy minor-
matrizat kapjuk. Jeltlése:

ailjl ailjz N ailjs
(1.1.1) Adtsizsin Qizgy Qigjy - - - Qiggg
o 150250505

Az A kvadratikus méatrix elemeibdl alkotott determinanst A determindn-
sdnak nevezziik. Jelolése: |A|, vagy det A, tehat — a determinéans definicidja

szerint —
Al =) (-1 ay, a2, . . ani,
(n!)
ahol I az 1,2,...,n szdmok i1, 12, .. .1, permuticiojaban szerepld inverziok™
szamat jelenti, az Osszegzést pedig ki kell terjeszteni az 1,2,...,n szamok

valamennyi permutacidjara. Adott A matrix valamely kvadratikus minor-
matrixdnak determinansat réviden minornak fogjuk nevezni.

Ha az A kvadratikus matrix i-edik sorat és j-edik oszlopat elhagyjuk és az
igy nyert (n—1)-edrendt minorméatrix determinansat (—1)"7 elgjellel ellatjuk
(ezt a szabalyt szokas a determinanselméletben sakktdblaszabdlynak nevezni),
akkor az A;j eldjeles aldetermindnst kapjuk. Ezt méasképpen az a;; elemhez
tartozo algebrai komplementumnak (az angol irodalomban cofactornak) is
szokték nevezni. (A determinansokra vonatkozoan lasd pl. [1].)

1.2 MUVELETEK MATRIXOKKAL

1.2.1 Matrixok 0sszeadasa és szammal valo szorzasa

1.2.1 definicié. Azonos tipusi matrixok Gsszegén olyan mdtrixot értink,
amelynek elemei az egyes mdtrizok megfeleld (azonos indexd, azonos helyen
dllo) elemeinek dsszege.

Legyen A = [a;;] és B = [b;;] egy-egy m x n tipust matrix. Osszegiik az
a C = [¢;;] matrix, amelyre

(1.2.1) Cij = Qij + bzy

*Emlékeztetiink arra, hogy az 1,2, ...,n szamok egy i1,12,...,1i, permutacidjaban az
i és 1; elem inverziot alkot, ha k <[ és iy > 1.
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E definici6 alapjan kozvetleniil belathatd, hogy a métrixok Osszeadasa
kommutativ és asszociativ mitivelet:

A+B=B+A,
A+(B+C)=(A+B)+C.

1.2.2 definici6é. Matrix szorzasa komplex szammal olyan mdtrizot ad,
amelynek minden eleme az adott mdtriz megfeleld elemének szorzata a komp-
lex szammeal.

Legyen A = [a;;] tetsz6leges méatrix és ¢ egy komplex szam; ekkor a cA
szorzat eredmeénye olyan G = [g;;] matrix, amelynek elemeire

(1.2.2) Gij = CQjj-

E definici6 alapjan kozvetleniil belathatok az alabbi disztributiv és asz-
szociativ tulajdonsagok:

¢(A +B) = cA + ¢B,
(a+b)C =aC+0bC,
(ab)C = a(bC).
Itt A, B, C matrixokat, a, b, ¢ pedig komplex szamokat jelent.

Hasonloképpen belathato, hogy a transzponélas és a konjugalés tagonként
elvégezhetd:

(A+B)T=AT+BT,
(A +B)=A+B,

tovabba

(cA)T =cAT és (cA) =cA.
A fentiek alapjan két azonos tipust méatrix kiilonbségének értelmezése:

(A-B)=A+(-1)B.

A determinansoknak abbol a tulajdonsagabol, amely szerint egy deter-
minans egyetlen soranak (vagy oszlopanak) elemeit egy adott szammal meg-
szorozva, az egész determinans szorzodik az adott szammal, kovetkezik, hogy
n-edrendd A matrixra

A, | = a"|A,l.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy azonos modon particionalt maéatrixok Osz-
szeadasa és szammal vald szorzasa blokkonként elvégezhetd.
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Matrixok Osszeadéasanak és szammal valo szorzasanak a definicioja lehetévé
teszi a kovetkez6 egyszert, de igen fontos tétel bizonyitasat.

1.2.1 tétel. Bdrmely komplex elemt kvadratikus mdtrixz felirhato
A =H, +iH,

alakban, ahol Hy és Ho hermitikus mdtriz.

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi azonossagot:
1 1
A=-(A+A" +-(A-A").
LA+ A"+ (a—an

Kozvetleniil belathato, hogy ezen azonossag jobb oldalanak elsé tagja hermi-
tikus, mésodik tagja pedig ferdén hermitikus matrix, vagyis

]
frn-anf-

1
Hasonloképpen belathato, hogy ha F ferdén hermitikus méatrix, akkor —F

(AP +A) =< (A+A"),

N = Do =
N |

(AH—A):—%(A—AH).

1
hermitikus matrix, ahol i az imaginarius egység; ugyanis F' = —F miatt
H
1 1 1
<—F) = ——,FH = —,F
i i i

valoban fennall. Bevezetve a
1

_1 H
H1_2(A+A), H, oF

(A —A")
jelolést, a tétel allitasa adodik. B

1.2.2 Matrixok szorzasa

1.2.3 definicié. Az m X p tipusi A mdtriz és a p X n tipusi B madtrixz
szorzatan azt az m X n tipusu mdtrizot értjik, amelynek ij indexd elemét az
A mdtriz i-edik sordnak és a B mdtriz j-edik oszlopinak kompozicidja* adja.

Legyen A = [a;5] és B = [b;]; akkor az AB = C = [¢;;] szorzatméatrix
elemei:

P
(1.2.3)  cij =Y airbi;.
k=1

*Azai,az,...,an és by, ba, ..., by szdm-n-esek kompozicidjin az a1bi+asba+- - -+anby
szorzatOsszeget értjik.
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A matrixok szorzasa a legjellegzetesebb matrixmitivelet; nyilvanvalé saja-
tossaga, hogy nem kommutativ.

Az Gsszeszorozhatosag feltétele: a bal oldali tényezd oszlopai szémanak
meg kell egyeznie a jobb oldali tényez6 sorainak a szamaval. Marpedig a
tényezok sorrendjének felcserélése esetén nincs mindig biztositva ez a feltétel,
tehat az egyik sorrendben esetleg elvégezhets a szorzas, a masik sorrendben
pedig nem. Két azonos rendt kvadratikus métrix vagy egy m x p és egy pxm
tipust matrix mindkét sorrendben Gsszeszorozhato ugyan, de ez a szorzas sem
kommutativ, mivel — pl. n-edrend(i méatrixokra — altalaban

n n
E aipbr; # E birar;-
k=1 k=1

A szorzas kommutativitasdnak hianya a legtobb probléma forrasa, amelyet a
matrixelmélet felvet; ez adja viszont az elmélet szépségét is.

Természetesen vannak olyan specialis matrixok, amelyekre a szorzéas kom-
mutativ. Az ilyen matrixokat felcserélhetdknek nevezziik.

Varhato, hogy ilyen esetekben sokkal tobbet allithatunk a szoban forgo
matrixokrol, mint altalaban, ezért a kovetkezékben mindig gondosan hangsi-
lyozni fogjuk, ha azt talaljuk, hogy a méatrixok bizonyos osztalyai korében a
szorzas kommutativitasa fennall.

Konnytd meggy6z6dni arrdl, hogy az eddig megismert matrixokra a
felcserélhetGség a kovetkezd esetekben érvényes:

(1) Barmely kvadratikus matrix felcserélhets a vele azonos rendd zérus-
matrixszal és egységmatrixszal:

AE = EA = A,
A0 =0A =0.

Ezekbdl az Osszefiiggésekbdl lathato, hagy az egységmatrix és a zérusmatrix
ugyanazt a szerepet tolti be a méatrixok kérében, mint az 1, ill. 0 a szamok
korében; ez az elnevezésiiket is indokolja.

(2) Diagonalmatrixok mindig felcserélhetsk:

DiD; = D:D; = (dVd?).

(Diagonalméatrixok szorzata szintén diagonalmatrix!) A szorzas definiciojabol
kovetkezik, hogy ha az A matrixot balrol szorozzuk a D diagonalmatrixszal,
akkor az A matrix sorait kell szorozni a diagonalmatrix megfelels elemeivel,
ha pedig jobbroél szorozzuk, akkor az oszlopait.

Maétrixok szorzasanak begyakorlasara — kiilonosen a kezd6knek — ajanlhato
a kovetkezG elrendezés:
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i’

[

|

[

[

o

[

[ |

p [ |

A AB | |

- ] ::j@ m

Inl

Eszerint a bal oldali tényezé egyes sorait és a jobb oldali tényezs egyes osz-
lopait meghosszabbitva, ezek metszéséhez keriilnek a szorzatmatrix megfelelé
elemei. A tévedés igy sokkal konnyebben elkeriilhets, mintha egymas mellé
irnank a tényezdket.

1. Példa.

Ha a megfelel6 6sszeszorozhatosagi feltételek teljesiilnek, akkor a szorzas
definici6ja alapjan tobbtényezds matrixszorzatok értelmezhetsk; ezekre
fennall az asszociativitds torvénye. Ez kozvetlenil belathato, ha felirjuk
harom matrix szorzatdnak altalanos elemét elGszor ugy, hogy az elsé két
tényez6 szorzatat szorozzuk a harmadikkal, utana pedig tugy, hogy az elsé
tényezdt szorozzuk a masik kettd szorzataval. Legyen

A = [ail; [bij]; C = [l

(m,r) (rs) (5,1)

Ekkor az ( A B ) C matrix ij indexd eleme

(m,r) (r,s)" (s,n)

S T
§ Qipbpq | Cqjs
p=1

q=1
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z C ) matrix ¢j indext eleme pedig
(m,r) (r,5) (s,n)

Z Qip (Z bpchj) .
p=1 q=1

Minthogy skaléarokra vonatkozoan véges Gsszegezések esetén az Osszegezések
sorrendje felcserélhetd, igy az ij indext elemre kapott két kifejezés megegye-
zik egymaéssal. A jobb oldalak egyenlségébdl kovetkezik, hogy a tobbtényezds
maétrixszorzas valoban fiiggetlen a tényez6k csoportositasatol:

(AB)C = A(BC) = ABC.

A haromtényezGs méatrixszorzat altalanos elemét tehat kettds szumma alakjé-
ban nyerjiik. Tegylik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a szoban forgd méat-
rixok mind kvadratikusak. Ekkor

n n
§ § QipbpgCqj

g=1p=1

(1.24) ABC =

2. Példa. Hatarozzuk meg az ABC szorzatot, ha

1 -2 1 2
A=| 2 4, B—[}_j jy c=1|2 1
3 0 1 1
Megoldds.
1 2
1 2 -3 2 1
1 -1 2 1 1
1 -2] |-1 4 =7 0 =5
2 4 6 0 2 8 14
3 0 3 6 -9 6 3
0 =5
Tehdt ABC=| 8 14].
6 3
T

Az Osszeadas és a szorzas definiciojabol kovetkezik, hogy érvényes a
kétoldali disztributivitds torvénye:

(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC.
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Kozvetlentil belathatd, hogy akirhany tényez&s matrixszorzat esetén a
szorzatmatrixnak annyi sora van, mint az els6 tényezének és annyi oszlopa,
mint az utolsd tényezének.

Mivel egy kvadratikus matrix szorzas szempontjabol 6nmagaval mindig fel-
cserélhets, a matrixszorzas asszociativitasa folytan egyértelmtien definidlhato
a kvadratikus matrixok pozitiv egész kitev§ji hatvanya:

Lz 2
AP=AA.. . A.
Innen adodik, hogy a szamok hatvanyainak szorzatara vonatkozo szabaly

értelemszertien atviheté matrixokra is: kozos alapi hatvanyokat tugy szor-
zunk, hogy a k6z6s alapot a hatvanykitevék Osszegére emeljiik, vagyis

APAY = Aerq.

A zérus kitevsji hatvanyt egységmatrixként értelmezziik: A? = E.
Ezek alapjan tehat egyértelmien definidlhato egy kvadratikus maétrix
skalar egytlitthatos polinomja. Ha ugyanis tekintjiik a

Pm(2) = co+ 124 22’ + -+ cpz™

m-edfokd polinomot (cp,¢1,ca,... komplex szamok, ¢, # 0), akkor a z
skalarvaltozo helyére az A matrixot helyettesitve, a

pm(A) = E + 1A + A+ e, A™

matrizpolinomot kapjuk. A méatrixpolinom értelmezésébdl kovetkezik, hogy
ugyanazon A kvadratikus maétrix tetszéleges polinomjaira a szorzas a
kozonséges polinomokra szokisos modon végezhets el és a matrixpolinomok
a szorzasra nézve felcserélhetGk. Tovabba, hogy barmely egyvdltozds raciond-
lis egész skaldr azonossdg vdltozatlanul érvényben marad, ha a skalar valtozo
helyébe egy kvadratikus mdtrizot, az egység helyébe pedig az egységmatrixot
helyettesitjiikk. Példaul (14 x)(1 —z) = 1 —2? miatt, tetsz6leges kvadratikus
A matrixra fennall az (E 4+ A)(E — A) = E — A? azonossag.

A métrixszorzat transzponalasara az un. forditott sorrend szabalya ér-
vényes, azaz

(1.25) (AB)T=BTAT.
Ugyanis a transzponalt méatrix elemeire bevezetve az
AT = [a] =[], BT = [b};] = [b;i]

jelolést, az

AB =

n
> aikbi;
k=1
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szorzat transzponalja
n T n n n
(AB)"= [Zaikbkj] = [Zajkbki‘| = [Zbkiajk] = [Zb;’;@azj
k=1 k=1 k=1

k=1

=BTAT

A forditott sorrend szabalyanak ismételt alkalmazéasaval barmely véges m
tényezs esetére

(AJAs. .. A,)T=ATAT . AJAT.

m*itm—1 -

3. Példa. Hatarozzuk meg az ABC szorzat transzponaltjat, ha

ac[h e[z e[ )

Megoldds.

T o TaTaT [ 2 3][1 =8 [-15 —29
oy —crmrar-[ 2 [ 1 [ ]

Tehat (ABC)' = {__13 __Qﬂ.

* * *

A szorzés definiciojabol kovetkezik, hogy ha az A és B matrixra az 6sz-
szeszorozhatosag feltétele teljesiil és az A matrix ugyanugy van particionalva
oszlopai szerint, mint a B matrix sorai szerint (A sorok szerinti és B oszlopok
szerinti particionalasa tetszdleges lehet), akkor az AB szorzat a particionalt
maétrixok blokkjainak segitségével is szamithato; ha

A =[A] (i=12,....p; k=1,2,...,q)

és
B:[Bkl] (k:1,2,...,q;l:1,2,...,7’),
akkor
q
AB= | AyBy (i=1,2,....p; L=1,2,...,7).
k=1
4. Példa. Hatarozzuk meg az AB szorzatot, ahol
1 2 1 0 1 0 3 -1
3-1 0 1 0 1 1 2
A7—203—1’B71410
0-2 2 1 -2 1 0 1
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Megoldds. Célszert a matrixokat masodrendi blokkokra particionélni:

1 0f3-1
0 1i1 2
1 401 0
2 1i0 1

2 6 6 3
1 0 : 8 —4
Az eredmény: [------oooo ool
3 11 i -3 1
o 7 : 0 -3
* * *

Két matrix szorzatanak definiciojabol kozvetlentl kovetkezik, hogy a
szorzatmatrix (1.1.1) szerinti minormétrixat megkapjuk, ha a bal oldali
tényezs i1,19,. .., %, indexd sorabol és a jobb oldali tényezé ji, ja, ..., Js in-
dexti oszlopabdl alkotott minormaétrixot Gsszeszorozzuk, vagyis
(1.2.6)  (AB)RETY = AY2 By 5L
5. Példa. Hatarozzuk meg az AB szorzat masodrendd jobb fels§ minor-
matrixat, ha

1 2 3 5 5 20 1 3
2 —4 1 0 9 —11 -2 1
A= 6 8§ 10 12|’ B= 8 5 1 1
10 -6 9 7 T 17 0 -1
Megoldads.
1 3
-2 1
1 1
. 0 -1
1 2 3 5] o0 3
(AB)3i = Aj33, - B3t = 2 —4 1 0 ] | 113 ] '
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Az eredmény: { 1? g } .

1.2.3 Specialis matrixszorzatok

Vizsgaljuk meg most azokat a specialis matrixszorzatokat, amelyeknek egy —
vagy két — tényezGje oszlop-, ill. sorvektor. A szorzas 1.2.3 definiciojabol ko-
vetkezik, hogy egy matrix szorzata oszlopvektorral oszlopvektort eredményez.
Vazlatosan szemléltetve:

Jelolje A = [a;;] a matrixtényezdt, x = [xy] (k= 1,2,...,n) az oszlop-
(m,n)

vektor-tényezst és b = [b;] (i = 1,2,...,m) a szorzat eredményeként adodod
oszlopvektort. Ezzel az el6bbi szorzat

(127) A x=b

(m,n)
alakban irhato. Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit:

a1121 + a1222 + - - + a1y = b1

(1.2.8) a2121 + a22%2 + - - - + a2, Ty = by

Am1Z1 + Am222 + -+ -+ AmpTn = bm

Ha az x vektor elemeit ismeretlen mennyiségeknek tekintjiik, akkor
(1.2.8) linearis algebrai egyenletrendszert jelent, amelynek egyiitthatoibol az
(1.2.8) szerinti elrendezésben alkotott matrix — az egyenletrendszer egyiitt-

hatomaétrixa — éppen az A matrix.
(m,n)

Ehhez hasonloan, sorvektor szorzata matrixszal sorvektort ad. Vézlatosan:

L L |
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Jelolje most a megfelel§ sorvektorokat y' = ly;] (G = 1,2,...,m), ill

c" =[a] (1=1,2,...,n); ekkor a szorzat a kovetkezs alakban irhato fel:
(1.29) y" A =c".
(m.n)

Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit:
Y1011 + Y2021 +yYsasr + -+ Ymam1 = C1

Q12 + Y2022 + Y3032 + -+ + YmGma = C
(1.2‘10) Yy1a12 + Y2a22 T Y3a32 Ymam?2 2

Y101n + Y2020 + Y3030+ + YmAmn = Cn.

Mint lathato, ismét linearis algebrai egyenletrendszert kapunk, ennek
egylitthatomatrixa az (1.2.7) egyenlet egyiitthatomatrixanak transzponaltja.
Tehat az (1.2.10) egyenletrendszer

ATy =c¢

alakba irhat6, ami egyébként az (1.2.9) dsszefiiggés transzponalasaval is meg-
kaphato.

A linearis egyenletrendszereket részletesen az 1.7 szakaszban targyaljuk.

Ha egyetlen sorvektornak egyetlen oszlopvektorral valo szorzatéat tekintjiik,
akkor ez egy ,elsérend” matrixot, azaz egyetlen elemet ad, ami a két vektor
skaldris szorzatdnak felel meg.

Vazlatosan:

[ 1 [

részletesen:

(1.211) a'b = axbs.
k=1

6. Példa. Hatarozzuk meg az a és b vektor skalaris szorzatat, ha a' =
=[1 2 3,b"=[3 -2 1].
Megoldads.

alb=[ 1 2 3] [ 2].
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Megjegyezziik, hogy mivel a skaléaris szorzat eredménye egy szam, amelynek
a transzponaltja Onmaga, ezért a skalaris szorzat egyenld a transzponaltjaval:

(@b)T=bTa=[ 3 -2 1] [ 2].

Forditott sorrendben véve a vektortényezbket, a tovabbiak szempontjabol
alapvets jelent&ségii szorzathoz, az in. diadikus szorzathoz vagy roviden didd-
hoz jutunk. Az m elemd a oszlopvektornak az n elemt b' sorvektorral valo
szorzata ugyanis egy m x n tipust matrixhoz vezet, amelynek elemei az egyes
vektortényezGk egy-egy elemének paronként vett szorzatai.

Vazlatosan:
| |
azaz
arby  arbe ... a1b,
(1.2.12) abT = [ab,] = |90 a2b2 - azba
Qb @by .. Qb

7. Példa. Hatarozzuk meg az el6z6 példaban szerepls vektorok ab' diadikus

szorzatat!
Megoldads.
[ 3 -2 1]
1 3 -2 1
ab" = | 2 6 —4 2
3 9 —6 3
* ok %

Adott matrix oszlopai, sorai, elemei elgallithatok ilyen specialis matrix-
szorzatok alakjaban. Ha ui. a matrixszorzat egyik (vagy mindkét) tényezdje
egységvektor, akkor konnyen felirhaté a szorzat eredménye: az A matrixot
jobbrol megszorozva a j-edik egység-oszlopvektorral, a matrix j-edik osz-
lopat kapjuk, ha viszont balrol az i-edik egység-sorvektorral szorozzuk, akkor
a matrix i-edik sorat kapjuk:

(1.2.13) Ae]‘ = ay
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Részletesen kiirva:

| 0
ay a; .ian 1| =|a],
| 0
ill.
(1.2.14) e] A =a',
azZaz
[0...1 0...0] [ al [ a ]
a | =
-

Hasonloképpen koénnyen belathatok az alabbi egyszert, de fontos Gsszefiig-

gések:
e;ra = Qj,
ele; =0;;, (Kronecker-féle szimbolum)
2
0 0...0...0
eie;-r =E;=|0 0...1...0 | & (matrixegységek),
0 0...0...0
valamint

(1.2.15) e;rAej = e;raj = aiej = Qjj.

Az (1.2.15) Osszefliggés szerint tehat egy A matrix ¢j indexd elemét meg-
kapjuk, ha az A maétrixot az i-edik egység-sorvektorral balrol és a j-edik
egység-oszlopvektorral jobbrol szorozzuk.

A diad fogalménak ismeretében lehetévé valik két matrix szorzatanak egy
masik elGéllitdsa. Egy m X p és egy p X n tipust matrix szorzatanak az
elemei ugyanis p tagi Osszegek, igy a szorzatmatrix p szamu maéatrix Osz-
szegeként irhato fel. Az 6sszeadandok a bal oldali tényezs egy-egy oszlopabol
és a jobb oldali tényezd egy-egy sorabol alkotott didadok. Részletesen kiirva:
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a szorzat

mint olyan matrix, melynek elemei p taga Gssze-
gek,

ezt p szamu matrix Osszegeként felirva,

(12.16) 3!
= Z apb” a matrixokrol lathato, hogy diadok, igy p szamu
k=1 diad Osszegéhez jutunk;

A = a diddok oszlopvektorai az A matrix oszlopai,
- o
_______ b oo

B=|------ SERRREEE sorvektorai pedig a B méatrix sorai.
_______ SR

Tehat két (m x p és p X n tipustl) matrix szorzata mindig felirhato (p tag)
diadosszegként. Ez egyébként a particionalt méatrixok szorzasdnak szaba-
lyabol kozvetleniil is kdvetkezik, ha a bal oldali tényezst oszlopaira, a jobb
oldalit pedig soraira particionéljuk.

Az (1.2.16) Osszefuggest forditva olvasva belathato, hogy n didd dsszege
mindig felirhato két mdatriz szorzataként; a bal oldali tényezs az egyes diadok
oszlopaibol, a jobb oldali tényezd pedig a didadok soraibol alkotott matrix:

v ] v ] [ v ]
(1217) u; —+ | ue +tluy, —
§ (v ] A N
=3 |w e U Y IO £ T =UV'".
k=1 | | S
vT

Ennek jelentGségét akkor latjuk majd, amikor egy matrix szorzatta alaki-
tasédnak, azaz faktorizdcidjanak feladataval keriiliink szembe. A mondottak
értelmében ugyanis a faktorizacié feladata ekvivalens a méatrixnak diadosz-
szegként valo felirdsaval.

A kovetkezskben specialis harmas szorzatokat vizsgalunk meg. Tekintsiik
el6szor azt az esetet, amikor az ABC szorzat kozépss tényezGje diagonal-
méatrix, azaz B = (by). Az (1.2.4) sszefiiggésbol kovetkezik, hogy ekkor
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(1.2.18) ABC =

n
E airbrcr; |
k=1

vagyis a harmas szorzat elemei most kettés szumma helyett egyszeres szumma
alakjaban adodnak. Vegyiik ismét figyelembe, hogy az egyes elemek n tagn
Osszegek; igy a harmas szorzat n szamu maétrix Osszegeként irhato fel. Az
n matrix mindegyikébsl most egy-egy skalar szorzod (by,be,...,b,) rendre
kiemelhetd, az igy megmaradod [a;,cr;] matrixok pedig az A matrix oszlop-
vektoraibol és a C matrix sorvektoraibol alkotott diadok. Ilyen médon belat-

© Typotex Kiado

tuk, hogy ha hdrom olyan mdtriz szorzatdt tekintjik, ahol a kozépsd tényezd

diagondlmdtriz, akkor ez a szorzat az elsd tényezd oszlopvektoraibol és a har-
madik tényezd sorvektoraibol alkotott diddoknak a mdsodik tényezd elemeivel
képezett linedris kombindcidja.”

Részletesen kiirva:

ABC = a harmas szorzat
n
= Zaikbkaj] = mint olyan matrix, melynek elemei n
k=1 tagi Osszegek,

ezt n szamu matrix osszegeként felirva és

= Z[aikbkckj]

B
Il

-

(1.2.19) "
= Z blaikcrk;] = mindegyik méatrixbol a by skalar szorzot
k=1 kiemelve,
n
= Z brac” n diad linearis kombinéciojahoz jutunk;
k=1
A= alia2l~~~;an a diddok oszlopvektorai az A matrix

oszlopai,

sorvektorai a C maétrix sorai,

a linearis kombinéci6 egyiitthatéi pedig
a B diagonalmatrix elemei.

*Ismeretes, hogy az aj,as, ..., a, vektorok linearis kombinaci6jan a cia; +caas+---+
+cray Osszeget értjiik, ahol ¢; (i =1,...,r) tetszbleges (komplex) szamok.
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Az (1.2.19) Osszefliggést forditva olvasva, belathato, hogy diddok linearis
kombinécioja mindig felirhaté harom olyan matrix szorzataként, ahol az els6
tényez6t a didadok oszlopvektorai, a harmadik tényez6t a diddok sorvektorai
alkotjak, a kozépss tényezs pedig olyan diagonélmatrix, amelynek elemei a
linearis kombinacio egyiitthatoi.

Részletesen:
(1.2.20)
A vi
L o )V I o S
Z)\kukvg: Uit ..U, 2 Ve — UAVT
k=1 o ) 1- _______
)\n Vo,
Megjegyzés. Ennek a felirasnak a jelent&ségét akkor fogjuk igazan megismerni, amikor

matrixok sajdatérték-feladatdval foglalkozunk majd.

Tekintsiik most harom olyan métrix szorzatat, ahol az els6 tényezs sor-
vektor, a harmadik tényezd pedig oszlopvektor. A szorzas definiciojabol ko-
vetkezik, hogy a szorzat egyetlen skaldr, amelyet kettés szumma alakjaban
tudunk felirni. Jelslje A = [a;;] a kozépss tényezt, yo = [7;] és x = [x;]
pedig az els, ill. harmadik tényez6t (a tovabbiakban — a 2.3 szakaszban —
latjuk majd, hogy miért célszerd az els6 tényezst valamilyen komplex elemi
y ' sorvektor konjugaltjaként felirni). Ekkor

(1.2.21) yHAx = z”: z”: T

j=1i=1

Ha y; és z; valtozok, akkor az (1.2.21) kifejezés fiiggvényt definial. Az
(1.2.21) alaku fiiggvényt az y; és x; valtozok bilinedris alakjdnak, az A méat-
rixot a bilinedris alak mdtrizdnak nevezziik. Ha A hermitikus méatrix, akkor
a fenti kifejezést hermitikus bilinedris alaknak nevezziik és y helyére az x
vektort irva, az igy adodo

(1222) XHAX = ZZaijTixj
Jj=11i=1

kifejezést az x; valtozok hermitikus alakjanak nevezziik. Abban a specialis
esetben, ha A valés szimmetrikus matrix és x is valos, akkor az

(1.2.23) XTAX = En:i:ai]ﬂ?il‘j

j=1i=1

kifejezést az x; valos valtozok kvadratikus alakjanak nevezziik.
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Konnyen belathato, hogy az hermitikus alak mindig valds értéki fliggvény.
Ugyanis — tekintettel arra, hogy A = A" — fennall

(XHAX>H =x"AHx = xHAx.

A bilinearis, hermitikus és kvadratikus alakokkal részletesen majd a
2.3 szakaszban foglalkozunk.

8. Példa. Irjuk fel azt a kvadratikus alakot, amelynek a métrixa

1 2 4
A= 2 3 =5
4 =5 6

Megoldds.

[-Tl T2 T3 ] 1 2 4| |
x"Ax = 2 3 =5 x| =
4 -5 6| |z3

= xf + 3:10% + 6x§ + 4x129 + 8123 — 102223
* * *

9. Példa. Irjuk fel azt az hermitikus alakot, amelynek matrixa
_ 1 2+ 3
A= [2 — 30 4 ] '
Megoldds. Az hermitikus alak a kovetkezd:
Haw T T2) [ 1 243d] [21] _
XTAx = [2—3@ 4 | |z2) ©

_ [T 14 T(2-31) T2+ 30) + 472 Bl} _

=T1r1 + (2 — 32')1‘152 + (2 + 32')511‘2 + 4Tox9 =
= |:v1\2 +4Rex1To + 6 Imx 1T + 4|x2|2.

* ok ok

1.2.4. Az inverz matrix

Ebben a pontban megismerkediink a matrix inverzének, més elnevezéssel a re-
ciprokmatrixnak a fogalmaval; megvizsgaljuk létezésének sziikséges és elégsé-
ges feltételét. Ehhez néhany 0j fogalom bevezetésére van sziikség, mégpedig
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az adjungalt matrix, valamint a szingularis és a nemszingularis matrix fogal-
mara.

1.2.4 definici6é. Az n-edrendd A = [a;;] kvadratikus mdtriz adjungaltjan
azt a mdtrivot értjik, amelyet az A mdtrizbol gy nyerink, hogy az a;; elem
helyére az AT transzpondlt ugyanazon helyén dllo a;z = aj; elemének algebrai
komplementumdt, vagyis az (n—1)-edrendd Aj; eldjeles aldetermindns értékét
irjuk.

Tehat

10. Példa. Legyen

1 2 3
A= 4 ) 6
2 -1 3

Szamitsuk ki ennek adjungaltjat!
Megoldds. Az adjungaltnak pl. a jobb fels§ sarokban allo elemét ugy kapjuk,

hogy meghatéirozzuk a bal als6 sarokban allo elemhez tartozé elGjeles alde-
terminanst:

2 3

A31 = (_1)3+1 5 6

’ = +1(12 - 15) = —3.

Hasonlé médon kiszamitva a tobbi elemet, az adjungaltra a kovetkezs adodik:

21 -9 -3
adjA=| 0 -3 6
~14 5 -3

Megjegyzés. A kezdd hajlamos arra, hogy a transzpondldasrdl, valamint a sakktdbla-szabdly
alkalmazéasarol — tehat az elGjelrsl — megfeledkezzék, ezért a hibas szamolas forrasat leg-
t6bbszor itt kell keresni.

ko ok ok

Az adjungalt matrix segitségével konnyen megfogalmazhato a determinan-
sokra vonatkozo kifejtési tétel. Emlékeztetiink arra, hogy a determinansok
sorok, ill. oszlopok szerinti kifejtése a kovetkezs:

n
(1.2.25) ZaikAjk = 0i;|Al, barmely 4,57 =1,2,...,n-re,
k=1
ill.
n
(1.2.26) akiAg; = 0ij|Al, barmely 4,57 =1,2,...,n-re,
k=1
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ahol d;; a Kronecker-féle szimbolum. Az adjungalt matrix segitségével
(1.2.25) és (1.2.26) az

(1.2.27) A -adj A = |A|E,
ill.
(1.2.28) adjA-A=|AIE
alakban irhaté. Ezekbdl két fontos Gsszefiiggés olvashato le:
(1) barmely kvadratikus matrix és adjungaltja felcserélhetd,
(2) barmely kvadratikus matrixnak az adjungaltjaval valo szorzata a

matrix determinansaval szorzott egységmatrixot adja.
A 10. példan szemléltetve az (1.2.27) és (1.2.28) dsszefiiggéseket:

21 -9 -3
0 =3 6
| —14 5 =3
1 2 3] [-21
4 5 6 —21 ,
2 -1 3|| —21
ill.
1 2 3
4 5 6
2 -1 3
21 -9 —3] [-21
0o -3 6 —21 ,
—14 5 —=3] | —21

ahonnan lathato, hogy |A| = —21.
A kapott Osszefiiggések jelent&ségének megvildgitasa céljabol bevezetiink
néhany 1j fogalmat.

1.2.5 definici6é. Az A kvadratikus mdtrizot nemszingularis matrixnak
nevezziik, ha az elemeibdl alkotott determindns zérustol kilonbozd; ha a de-
termindns zérussal egyenld, akkor a mdtrizot szingularisnak nevezzik.

Ha az (1.2.27) és (1.2.28) azonossagban szerepld A méatrix nemszingularis,
akkor az |A| # 0 determinanssal oszthatunk, és igy (1.2.27) és (1.2.28) helyett

i A
adj &

1.2.29) A ~E,
( A
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ill.
adj A

A=E
Al

(1.2.30)

irhato. A kapott eredményt tételként is kimondhatjuk:
1.2.2 tétel. Ha A nemszinguldris, akkor létezik az

adj A
Al

(1.2.31)

mdtrixz és ezt az A mdtrizszal bdrmely sorrendben dsszeszorozva, az eqység-
mdtrizot kapjuk.

1.2.6 definicié. Ha az A kvadratikus mdtrizhoz hozzdrendelhetd olyan X
matriz, amely kielégiti mind az

(1.2.32) AX =E,
mind pedig az
(1.2.33) XA =E

egyenletet, akkor az A madtrizot invertalhaténak, az X mdtrizot pedig A
inverzének nevezzik.
Az 1.2.2 tétel alapjan egy nemszingularis A matrixnak mindig van in-

al
verze, mégpedig az ] matrix. Felmeriil azonban a kérdés, lehet-e tobb

inverz, vagyis az (1.2.32) és (1.2.33) matrixegyenleteknek lehet-e tobb kozos
megoldasuk? Erre a kérdésre valaszol a kovetkezs tétel.

1.2.3 tétel. Ha az A kvadratikus mdtriznak létezik inverze, akkor az egyér-
telmd.

Bizonyitds. A tételt indirekt modszerrel bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy alli-
tasunkkal ellentétben X és Y az A maéatrix két kiilonb6zd inverze. Felhasz-
néalva a matrixszorzés asszociativitasat, az egységmatrix tulajdonsagat és az
inverz matrix (1.2.32) és (1.2.33) definial6 egyenleteit,

Y=YE=Y(AX)=(YA)XX=EX =X
irhat6, ahonnan, a feltevéssel ellentétben, Y = X adodik.”

*A bizonyitasbol kiolvashato, hogy a tétel a kivetkezs, erésebb alakban is érvényes:
Ha X kielégiti az (1.2.32), Y pedig az (1.2.33) egyenletet, akkor X = Y és A inverze
egyeértelmii.
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Ha tehat egy A matrix invertalhato, akkor egyetlen inverze van, igy eb-
ben az esetben az (1.2.32)—(1.2.33) egyenletek megoldasara bevezethetjiik az
X = A~ jelslést. A kovetkezs tétel azt mondja ki, hogy mikor invertalhato
az A matrix, azaz milyen feltételek esetén létezik A inverze.

1.2.4 tétel. Az A kvadratikus mdtrix akkor és csak akkor invertdlhatd, ha
nemszinguldris, azaz ha |A|# 0.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége kozvetleniil adodik a determinénsok
szorzési szabalyanak alkalmazasabol. Ha ugyanis tekintjiik az (1.2.32) vagy
az (1.2.33) egyenletben mindkét oldal determinénsat és kihasznaljuk azt,
hogy két matrix szorzatanak determinénsa egyenld az egyes tényezGk deter-
minansanak szorzataval (ami a determinansok sor—oszlop szerinti szorzasabol
kozvetleniil kovetkezik), akkor akar az |[AX| = |E|, akar az |XA| = |E| 6sz-
szefiiggésbdl |A||X| = 1 adodik, ami csakis |A] # 0 esetén allhat fenn.

a
Az 1.2.2 tétel szerint nemszingularis A esetén az matrix kielégiti

adj) A
. . . R .
az inverz méatrix definialé egyenleteit, ami azt bizonyitja, hogy a nemszingu-
larités egyuttal elégséges feltétele is az invertalhatosagnak.

Ha A nemszinguléris, akkor az 1.2.2 tétel egyuttal A inverzének az
elGallitasat is megadja:
adj A
Al

(12.34) A~'=

11. Példa. Hatarozzuk meg az el6z6 példaban szereplé matrix inverzét!

Megoldds. Felhasznéljuk, hogy A determinansat mar kiszamitottuk: |A| =
= —21, igy az inverz métrix

L2t -9 =3
A*:—ﬁ 0 -3 6
-14 5 -3

Matrixszorzat inverzének képzésére is a forditott sorrend” szabalya ér-
vényes: tobbtényezds mdtrizszorzal inverze az egyes tényezdk inverzének for-
ditott sorrendben vett szorzata. Ezt kdzvetlen szorzéssal igazolhatjuk, ugyanis
(ABC)(CT'B'A™H)=AB(CC'B'A 1 )=ABB HA '=AA ' =E,
tehat valoban

(1.2.35) (ABC)'=C'B'A~L

* * *
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Megjegyzés. Az inverz maétrix itt ismertetett alakjanak elsGsorban elméleti jelentdsége
van, hiszen nagyméretii (nagy rendszadmu) méatrixok esetén az aldeterminénsok kiszamitasa
oriasi munkat igényel, megfeleld numerikus moédszerek alkalmazasaval viszont az inverz
meghatarozasanak munkija lényegesen lecsokkenthetd.

Vannak olyan feladatok, amelyekben célszerd az (1.2.34) definialo 6sz-
szefliggést hasznalni. ElsGsorban akkor johet ez szamitasba, ha az inver-
taland6 matrix szabalyos szerkezeti, vagyis elemei szabalyos elhelyezkedést
mutatnak, és a rendszam fliggvényében kivanjuk az inverz méatrix elemeit
megadni.

1.3 A MATRIX RANGJA

Az 1.2.4 pontban megmutattuk, hogy csak a nemszingularis méatrixok in-
vertalhatok. Tehat, ellentétben a skalarmennyiségekkel, amelyek a zérus ki-
vételével mind invertalhatok, a matrixok korében a zérusmatrixon kiviil még
nagyon sokféle matrix létezik, amelynek nincs inverze. Feltehetjiik a kérdést,
vajon vannak-e fokozatok a zérusméatrix és a nemszingularis (tehat inver-
talhat6) matrixok kozott, azaz mérheté-e valamilyen jellemzs szammal az,
hogy egy métrix ,mennyire” szingularis. Erre a kérdésre ad valaszt a matrix
rangjanak fogalma.

Az 1.3.1 pontban a métrix rangjara harom definiciot is adunk, és meg-
mutatjuk, hogy ezek a definiciok ekvivalensek. Ennek soran bevezetjiik a
vektorok linearis fiiggetlenségének, valamint a métrixok minimalis diadikus
elsallitasanak fogalméat. Megmutatjuk, hogy a minimalis diadikus elGallitas
egyuttal a matrixok egy lehetséges faktorizaciojat szolgaltatja. Latni fogjuk,
hogy ha a rangot mint a minimalis diadikus elGallitdsban szerepld diadok
szamat definidljuk, akkor kénnyen bizonyithaté a matrixok rangjanak becs-
lésére vonatkozd tobb tétel.

1.3.1 A rang fogalma; matrixok minimalis
diadikus felbontasa

A rang fogalméat legegyszertibb az aldeterminansok segitségével definialni.

1.3.1 definicié. Egy A mdtriz o(A) rangja az A elemeibdl kivdlaszthatd
legmagasabbrendi, zérustol kilonbozd értéki aldetermindnsnak a rendszdmoa.

Tehat ha az A matrix elemeibdl alkotott r-edrend aldeterminansok kdzott
van legalabb egy, amelynek értéke zérustol kiillonbozs, de valamennyi r + 1-
edrendi és ennél magasabb rendi aldetermindnsanak értéke zérus, akkor a
matrix rangja r.

Jelolése: p(A) =

A definicio kozvetlen kovetkezménye, hogy mn-edrendii nemszingularis
matrix rangja n. A matrix rangjanak definici6jabol az is kovetkezik, hogy
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ha egy métrix sorait vagy oszlopait atrendezziik, akkor rangja nem véltozik
meg. Mivel a sorok, ill. az oszlopok atrendezése azt jelenti, hogy a matrixot
balrél, ill. jobbrol megfelel6 permutaldé matrixszal szorozzuk, azt is mond-
hatjuk, hogy a madtriz rangja permutdlé mdtrixzszal vald szorzdssal szemben
moaridns.

A rang 1.3.1 definicioja alapjan konnyen belathato, hogy egy diad rangja
1, hiszen egy diad sorai (ill. oszlopai) egymastol csupan allandé szorzéban
kiilonboznek, tehat barhogyan valasztunk is belSle masodrendd (vagy ma-
gasabbrend) aldeterminanst, az zérus lesz. Eszerint a # 0, b # 0 esetén

(13.1) p(ab") =1

Ez a felismerés azt az Gtletet sugallja, hogy a méatrix rangjat valamiképpen
a matrixot alkot6 diadok szamaval hozzuk Osszefiiggésbe. Minden matrix
felirhato ugyanis diadok Osszegeként. Egy ilyen trividlis felirasmod adodik
példaul, ha a méatrixot oszlopaira particionaljuk és megszorozzuk a soraira
particionalt egységmaétrixszal:

el

e;‘ n .
A=AE=a; ay ... a,]|. :E ape;.

: k=1

eT

n

Egy matrix diadosszegként valod elgallitasai kozott kitiintetett szerepe van
azoknak, amelyek a méatrixot a lehets legkevesebb szamu diad Gsszegeként
allitjak els. Igy jutunk a matrix minimdlis diadikus elddllitdsinak a fogal-
mdahoz (lasd [25], [26]).

1.3.2 definici6. Ha egy mdtrizot a lehetd legkevesebb szamaii didd 6sz-
szegeként dllitunk eld, akkor ezt a mdtrixz egy minimalis diadikus el6alli-
tasanak (felbontasanak) nevezziik.

A kovetkezSkben egy eljarast mutatunk be, amellyel adott matrix mi-
nimalis diadikus elGallitasa megkonstrualhatd, majd bebizonyitjuk, hogy a
minimalis diadikus elGallitasban szerepls diddok szama egyenls a matrix rang-
javal.

Ehhez el6bb bevezetjitk az A = [a;;] matrix a;; # 0 eleme dltal generdlt
didd fogalméat: ezen a matrix j-edik oszlopanak és i-edik soranak szorzatat

értjiik, osztva még az a;; elemmel:

aja’  AejelA

Qg5 eiTAej ’

ahol a;; = e/ Ae; # 0.

Tekintsiik tehat az A = [a;;] kvadratikus matrixot és tegyiik fel, hogy a
bal fels6 sarokeleme nem zérus: ai; # 0. Ez a sorok és az oszlopok megfeleld
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atrendezésével mindig elérhetd, s amint mar belattuk, egy ilyen atrendezés
a rangot valtozatlanul hagyja. (Megjegyezziik, hogy ezt a kikotést csupan
a kényelmesebb jelolésmod érdekében tessziik, ami majd az 1.3.1 tétel bi-
zonyitasanak attekinthetGségét segiti el6.) Levonva az A matrixbol az aqy

(2)

elem altal generalt diadot, olyan A = [a;;] matrixot kapunk, amelynek elss
sora és oszlopa csupa zérus elemet tartalmaz:

air  a12...01n
T L.
A Aeje] A B a1  a22 QA2n
eTAe: | vviiiiii
1 1
L An1  Gn2 Apn
ro 0 ...0 T
(2) (2)
o 0 a99... a2y
(2) (2)
L 0 n2 . 4 p2

2
Tegyiik most fel, hogy (a)gg # 0 (a fentiekhez hasonloan, a sorok és oszlopok

(2)

megfelel§ atrendezésével ez is mindig elérhetd, ha csak A nem a zérusméatrix)

(2) 2
és vonjuk le az A matrixbol az (a)gg elemmel generalt diadot:

(2)
A —

www.interkonyv.hu

@ L@
Aeze;, A _
+ @
€, A (S}
0 0 0...0
(2) (2) (2)
0 a 99 a93... Aoy
2 2 2 1
(2) (2) (2) o
0 a 32 a33... a3y (2)
...................... a 22
(2) (2) (2)
0 a p2 a n3 a pn

3 - 3 (3)
0 (a)’3 .(a):m _

3 3
0 0 (a)ng .. (a)nn

[0

a 99 a923... Aoy

(2) (2) (2) ]
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(3)
Mint lathato, az A métrix els§ két sora és els6 két oszlopa mar csupa zérus
elemet tartalmaz. Az eljarast addig folytatjuk, amig a zérusmétrixhoz ju-
tunk. Tegyiik fel, hogy ezt s lépés utan érjik el:

(s) (s)
(X _Aeel A 0.
+ )
[SPs A eg

A vazolt eljaras az alabbi rekurzios formulaval jellemezhetd:

(k+1) (k) &K) Tii) (1) (s+1)
eLe S
A — N kS A A A _

(1.3.2)

(k,) i i
el Ae;

Osszeadva az egyenlségeket k = 1, ..., s-re és rendezve:
_ CLe
(1.33) A=) =r
k=1 ek _lAe]€

adodik, vagyis az A matrixot s diad Osszegére bontottuk. Egyszertiség ked-
véért jelolje ezeket a diadokat a tovabbiakban

wvl (E=1,2,...,s).

Az uy, il VZ vektorokat — a fenti konstrukciobol kévetkezéen — az jellemzi,
hogy a k index novekedésével egyre tobb zérus elemet tartalmaznak. Vézla-
tosan szemléltetve:

] &2 v A

[0} V3 Z

NE!

. A

B s—1
8 op7w; 7| o] [o0 - oM
0
7 s—1
+ [us +...+]o
>
Ug
Z %
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Mint az (1.2.16) képletben lattuk, s szamu diad Osszege mindig felirhato a
diddok oszlopvektoraibél, ill. sorvektoraiboél alkotott s oszlopos, ill. s soros
maétrix szorzataként, ezzel tehat az A maéatrixot két tényezd szorzatara bon-
tottuk, azaz faktorizdltuk:

S

(134) A=) wv] =UVT",

(A matrixok sematikus vazolasaval a zérus elemek elhelyezkedése jol szemlél-
tethetd.)

Most megmutatjuk, hogy az (1.3.3) diaddsszegben a diddok szama nem
csOkkenthetd, vagyis érvényes a kovetkezd tétel.

1.3.1 tétel. Bdarmely A mdtriz egy minimalis diadikus elgallitasat meg-
kapjuk, ha azt az (1.3.2) rekurziv dsszefiiggés segitségével (1.3.3) diddisz-
szegként irjuk fel.

Bizonyitds. A bizonyitashoz felhasznaljuk az A matrix (1.3.4) faktorizalt
alakjat. Eldszor is megallapitjuk, hogy az A matrix s-edrendt bal fels§ sa-
rokminora sziikségképpen zérustol kiilonbo6zs. Alkalmazzuk ugyanis a szor-
zatmatrix minormatrixanak eléallitasara szolgalo (1.2.6) Osszefiiggést:

(1.35)  |Ap 3= \U} 5aVTiols

Méarmost azt, hogy az elGéllitds minimalis, indirekt modszerrel bizonyitjuk
be, azaz feltessziik, hogy az A métrix kevesebb, pl. s — 1 diad 6sszegeként is
elgallithato:

s—1

~ ~T

A= E u,vy,.
k=1
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Itt a jobb oldali 6sszeg nem valtozik meg, ha egy olyan diddot adunk hozza,
amelynek a sorvektora csupa zérus elemet tartalmaz, hiszen az ilyen diad a
zérusmatrixot jelenti:

s—1

A=) w1, 0.
k=1

Ugyanezt faktorizalt alakban is felirhatjuk:

Ha most kiszamitjuk az A métrix barmelyik s-edrendii minorat, akkor azt
kapjuk hogy az zérussal egyenl6:

~T 12.
J1 j2---Js

1112...15 ~T 12.
S J1Jjz2-

Azl 22

J1 J2

‘U U =0,

‘~zlzg

mivel a VT matrix utols6 soranak minden eleme zérus. Ezzel ellentmon-
désra jutottunk, hiszen lattuk, hogy az A maétrixnak van s-edrend, zérustol
kiilonb6zs aldeterminansa. Tehéat hamis az a kiindulo feltevés, mely szerint a
matrix s-nél kevesebb diadd 6sszegeként is elGallithato. Ezzel bebizonyitottuk,
hogy az (1.3.3) diadikus eléallitas valoban minimdlis. B

A kovetkezGkben azt bizonyitjuk be, hogy a méatrix 1.3.1 definicié szerinti
r rangja éppen s, azaz o(A) =r = s.

1.3.2 tétel. Bdrmely mdtrixz egy minimadlis diadikus elddllitasaban a diddok
szama egyenld a mdtriz elemeibdl kivdlaszthato legmagasabbrendd, zérustol

P

kiilonbozd értéki aldetermindnsdnak a rendjével.

Bizonyitds. Mivel azt méar belattuk [(1.3.5) alapjan]|, hogy a méatrix s-edrendi
bal fels6 sarokminora zérustol kiilonbozs, elegendd azt megmutatni, hogy
a matrix barmelyik s + l-edrendd (és magasabb rendt) minora zérus. Az
1.3.1 tétel bizonyitasaban alkalmazott gondolatmenetet kovetve, a matrix
(1.3.4) alatti felbontasanak a jobb oldaldhoz adjunk hozza egy olyan diadot,
amelynek sorvektora csupa zérus elemet tartalmaz:

S
A= Z ukvz + lAlS_H -0,
k=1
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vagy faktorizalt alakban:

<
®

Most szamitsuk ki az A matrix bdrmelyik s + 1-edrendi minoranak értékét
a kapott faktorizacio felhasznalasaval:

11 92...0541
‘A 12...5+1

g1 J2.Js41

it dsr1x7T 1 2. 541
- ‘Ul 2...s+1V J1j2---Js+1

_ "[AjiliZ‘“is«#l

7T 12...s5+1
’V J1 J2--Jds41| T

hiszen a V' matrix utolsé soranak minden eleme zérus. Innen kivetkezik,
hogy a matrix valamennyi ennél magasabb rend minora is zérus, tehat a
rangja valoban megegyezik a minimélis diadikus elGallitasban szereplé diadok
szaméaval. l

Ezzel egyben megmutattuk azt is, hogy a rang 1.3.1 definicioja ekvivalens
a kovetkez6 definicidval.

1.3.3 definici6é. A mdtriz rangja egy minimdlis diadikus eldallitdsiban sze-
repld diddok szama.

Megjegyzés. Ennek a definiciénak az a jelentGsége, hogy ezzel egyrészt konnyen kezelhetd
(és konnyen gépesithets) eljarast talaltunk matrixoknak a rang értékét is automatikusan
szolgaltato faktorizaciojara, masrészt a matrixok rangjara vonatkozo szamos tétel konnyen
bizonyithato a segitségével.

A matrixok minimalis diadikus elgallitasat az alabbi szampéldan mutatjuk
be.

12. Példa. Hatarozzuk meg az

3 3 6 ) 5
7T 4 T2 0
-1 -2 -3 -4 =5
-1 -3 -8 -9 -10

maéatrix egy minimélis diadikus elGallitasat, és ennek alapjan irjuk fel a mat-
rixot két tényez6 szorzataként!
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Megoldds. Az (1.3.2) rekurzios képlet felhasznalasaval

3] [336 5 5 0 0 0 0
AL T I - % _®
311 0o -1 -1 -1 -1 ’
-1 0 -2 -6 -2 -2
01fo =3 —7 -2 —32] 00 0 0 0
(2) 1 -3 00 0 0 O (3)
A-(3) |4 Tloo g s g
-2 00453
1[0 0 5 § §
@ 3| 0
A-7 s =0.
_4
3

Az adott A matrix egy minimélis diadikus elGallitasa tehéat a kovetkezd:

31[3 3 6 5 5 oj[o0 -3 -7 -2 -]
1l 7 1\ | -3
A=3| +3) | o *
-1 —2

[0 0 5 § 3

Wk Wik © O

Ha a diadok sorvektorat beszorozzuk az egyes diadok egyiitthatojaval (a ge-
neralo elemek reciprokéaval) és a diaddsszeget az oszlopvektorokbol, ill. a sor-
vektorokbol alkotott matrixok szorzataként irjuk fel, akkor az adott méatrix
alabbi faktorizaciojat nyerjiik:

3.0 0 112 2 8

. 7 -3 0 01 I 2 3
-1 -1 3 001 2 3
-1 -2 -3

Mint lathato, ezzel nemcsak azt értiik el, hogy az egyes tényezék — a zérus
elemek elhelyezkedése folytan — derékszogi trapéz” alakuak, hanem azt is,
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hogy a mésodik tényez6 kk indext elemei az egységgel egyenlGek.
x % *

A matrixok minimalis diadikus elGallitasara vonatkozo 1.3.1 tétel kovet-
kezménye, hogy a nemszingularis matrixok — esetleg a sorok és oszlopok meg-
felels atrendezése utan — egy also és egy fels§ haromszogmatrix szorzataként
irhatok fel (lasd az 1.4.6 definiciot). Ezt a matrix trianguldris faktorizd-
cidgjanak nevezzik. Ha az als6 haromszogmaéatrix f6atlojaban 1évs elemeket
jobbra, a fels6 haromszogmatrix f6atlojaban 1évs elemeket balra kiemeljiik és
ezek uy # 0 szorzatit egy diagonalmatrix elemének tekintjiik, akkor a métrix
triangularis faktorizaciojara

(251 1
1 (15) 1
(136) A=|* * 1 u3 1
R | Uy 1

adodik. Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

1.3.3 tétel. Ha a nemszinguldris A mdtriz trianguldris faktorizdcidja (1.3.6)
alaki, akkor
Dy’

(1.3.7)

ahol Dy az A mdtriz k-adrendd bal felsé sarokminora.

Bizonyitds. Az 1.3.1 tétel bizonyitasa soran kovetett gondolatmenet alapjan,
az (1.3.6) osszefiiggés mindkét oldalan képezve a k-adrendd bal fels§ sarok-
minorokat:

(1.3.8) Dy =ujua...up

és innen azonnal kovetkezik (1.3.7), valamint az is, hogy valamennyi bal fels6
sarokminor zérustol kiilonbozs. M

1.3.2 Vektorok linearis fiiggetlensége

A kovetkezSkben bevezetjiik a vektorok linearis fliggetlenségének, ill. lineéris
Osszefiiggésének a fogalmat.

1.3.4 definicié. Az aj,as,...,a, (zérustdl kilonbozs) vektorokal akkor
mondjuk linearisan fiiggetlennek, ha az

(139) ria; +roag + -+ x.a, =0
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osszefliggés csak
(1.310) 1y =a92=---=2,=0

esetén dll fenn.

Ha viszont talalhato olyan x1, o, ..., x, értékrendszer, hogy az z; értékek
koziil legaldbb egy zérustol killonbozs, és az (1.3.9) osszefiiggés fennall, akkor
az ai, ag, ..., a, vektorok linedrisan dsszefiiggdek.

13. Példa. Allapitsuk meg, hogy az

1 0 0
e1=1|0]; e=|1]; e3= |0
0 0 1

vektorok linearisan fiiggetlenek-e!

Megoldds. Képezzik az adott vektorok linearis kombinaciojat valamilyen
c1, C2, c3 egylitthatokkal:

C1 0 0 C1
c1e1+coeg+cze3= |0 + (ol + 10 = [co
0 0 C3 C3

Mint lathato, ez csakis akkor lehet zérus, ha ¢; = ¢ = ¢3 = 0, azaz ha a
linearis kombinécié valamennyi egyiitthatdja zérus. Az ep, es, ez vektorok
tehat linedrisan fiiggetlenek.

% % %
14. Példa. Tekintsiik az
1 4 7
a; = |2|; ax=|5|; asz3= |8
3 6 9

vektorokat és gy6z6djiink meg arrol, hogy ezek linearisan 6sszefiiggéek!

Megoldas. Nem nehéz észrevenni, hogy az elsé és harmadik vektor Gsszege a
masodik vektor kétszeresét adja, tehat a; — 2as + ag = 0, és ezzel talaltunk
olyan

61:1, 62:—2, 63:1

egylitthatokat, amelyek koziil legaldbb egy nem zérus (esetiinkben egyik sem
zérus) és az adott vektorok veliik képzett linearis kombinécidja zérus, tehat
az adott vektorok valdéban linearisan Gsszefiiggéek.

* * *
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15. Példa. Bizonyitsuk be, hogy egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer a
zérusvektorral kiegészitve mindig linearisan Osszefiiggd vektorrendszert ad.

Megoldds. Tekintsiik az aj, as, ..., a, linearisan fiiggetlen vektorrendszert,
amelyre definicio szerint az (1.3.9) Osszefiiggés csak akkor allhat fenn, ha
(1.3.10) is teljesiil. Egészitsiik ki az adott rendszert a zérusvektorral, és
képezziik az igy nyert r + 1 vektor linearis kombinaciojat:

r1a; +xgaz + -+ xra, + 41 -0=0.
Nyilvanvalé, hogy az a1, as, ..., a,, 0 vektoroknak az
rp=22=-"=2,=0, 2,41 #0

egylitthatokkal képezett linearis kombinacidja zérus, tehat a zérusvektorral
kiegészitett rendszer valoban linearisan osszefliggd.

X ok ok
A vektorok linearis fliggetlenségének, ill. linearis Osszefiiggésének defini-
civjat az alabbi tomorebb alakban is megfogalmazhatjuk, ha bevezetjiik az

ai, ag, ..., a, oszlopvektorokbol all6 A matrixot és az x1, za, ..., , elemd
x oszlopvektort.

1.3.5 definicié. Az A mdtriz oszlopvektorai linearisan filiggetlenek, ha
az

(1.3.11) Ax=0

egyenletnek csak az

(1.3.12) x=0

trividlis megolddsa van.

Az (1.3.11) egyenletnek akkor és csak akkor van trivialistol kiilonb6z6 meg-
oldéasa, ha A oszlopvektorai linearisan 6sszefiiggéek.
Ezek alapjan bebizonyitjuk a kovetkezs fontos tételt.

1.3.4 tétel. Mdtrizok minimadlis diadikus eldadllitasaban szerepld didadok uy
oszlopvektorai, illetve VZ sorvektorai linedrisan fiiggetlen vektorrendszert al-
kotnak.

Bizonyitds. A tételt indirekt modszerrel bizonyitjuk. Feltessziik pl., hogy
a minimalis diadikus elGallitas oszlopvektorai linearisan Gsszefiiggdek, tehat
hogy talalhato6 olyan x1, xo, ..., x, értékrendszer, amelynek elemei koziil leg-
alabb egy zérustol kiilénbozd és amellyel

riuy + r2up + -+ -+ z,u, =0.
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Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy x,. # 0. A felirt Osz-
szefliggésbdl tehat kifejezhetd az u,. vektor:
T €2 Tr—1

(1313) ur = ——ul — _u2 —_— e —
Ty Ly Ty

Behelyettesitiink az A méatrix (1.3.4) alatti didddsszegre bontott alakjaba:

T T €1 Lr—1 T.
A=uwv, +--+u_1v,_; + <—$—u1—-~-— U1 ) Vi
T T

Osszevonéas utan az alabbi adodik:

(1.3.14) A=u (v-lr — ﬂVI) + -t u,g <v;r1 — EVI) .
o Xy
Ezzel az A matrixot r — 1 diad Osszegeként allitottuk eld, ami azon-
ban ellentmond annak, hogy az (1.3.4) alatti felbontds minimalis. Az
ui, Uo, ..., u, vektorok tehat nem lehetnek linearisan Osszefiiggéek. Tehat a
minimélis diadikus felbontés oszlopai linearisan fiiggetlen vektorok. Hasonlo
modon belathaté ugyanez a diddok sorvektoraira is. l

Ennek a tételnek a kovetkezményeképpen megmutatjuk, hogy az

(1.3.15) AlZ- —uvhzor %—o0

Jij2-- J+1 Jij2-- Jr+1

egyenletnek biztosan van trividlistol kiilonb6z6 megoldasa. (Itt most X egy
r + 1 elemi vektor.) Az 1.3.4 tétel alapjan U oszlopai linearisan fiiggetlen
vektorok, tehat (1.3.15) csak agy allhat fenn, ha

(1.3.16) VIizr =0,

J1jze--Jr+1

Megfelels particionalassal x = [ x ] , ahol x ismét r elemi vektor, igy
r+1
(1.3.16) VT megfelels oszlopai segitségével

(1.3.17) Vji2er x4+ Vii2rg, =0
alakban irhato fel. Most két esetet kiilonboztethetiink meg:

) ha ’V;rllji =0, akkor z,41 = 0 valasztassal (1.3.17)-b6l

Ti2. _
Jijz-- J,X =0

adodik és mivel Vj Jaon szinguléris, ennek az egyenletnek van trivialistol

kiilonb6z6 megoldésa, tehat V;rllji 7, oszlopal és igy V;rllji i oszlopai is
linearisan OsszefiiggGek;
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(b) ha |VT12"'T # 0, azaz V27 nemszingularis, akkor az inverzével

Jijz.-Jr Jij2.--gr
balrél megszorozva az (1.3.17) egyenletet és a masodik tagot a jobb oldalra
atvive
_ Tiz.r Y\ lyTio
x=—(V;550)  Vilaaea

Ez azt jelenti, hogy x,41 értékét tetszSlegesen megvalasztva, az (1.3.15)
egyenletnek van trivialistol kiilonbozé megoldésa, vagyis az A matrix bar-
mely r + 1 oszlopa linearisan 6sszefiiggd.

1.3.3 Rangra vonatkozo6 tételek

1.3.5 tétel. Madtrizok dsszegének a rangja nem lehet nagyobb, mint az egyes
matrizok rangjinak ésszege:

(1.3.18) o(A + B) < p(A) + o(B).

Bizonyitds. Legyen A, ill. B egy-egy minimalis diadikus elGallitasa

T S
A= E wv), il B= E wiz]
k=1 =1

ekkor A + B egy diadikus felbontésa

A+B= Zukv;cr + Zwlz;r,
k=1 =1

amely r + s diadbol all. E felbontas azonban nem sziikségképpen minimalis,
igy az (1.3.18) egyenl6tlenség bizonyitva van. B

1.3.6 tétel. Mdtrix rangjdt a szorzds nem névelheti:
(1319) o(AB) < o(A) & o(AB) < o(B).

Bizonyitds. Legyen A egy minimalis diadikus elGallitasa

TA

A= Zukvg ahol o(A) =ra;
k=1

ekkor AB egy diadikus elgallitasa

ra ra
AB = Zuk (V;—B) = Z ukw;—,
k=1 k=1
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ami rp diadbol all. Minthogy e felbontés nem sziikségképpen minimalis, igy
az (1.3.19) els6 egyenlétlensége igazolva van.

Teljesen hasonloan lathato be az (1.3.19) mésodik egyenlStlenségének ér-
vényessége.
1.3.7 tétel. Nemszinguldris mdtrizszal végzett szorzds a mdtrix rangjdt vdl-
tozatlanul hagyja:

(1.3.20) o(AM) = o(MA) =p(A), ha |M]|#0.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 1.3.6 tételt az AM, majd az (AM)M ™! szor-
zatra:

o(AM) < p(A), és po(A)=p [(AM)Mfl] < o(AM).

(Az utobbinal felhasznaltuk, hogy (AM)M ™' = A (MM ') = A.) A kapott
két egyenlGtlenség egyidejtileg csak az egyenléség esetén allhat fenn. Telje-
sen hasonloan belathato a tétel érvényessége a nemszingularis M matrixszal
balrol végzett szorzasra is.

Az alabbi tételekben kovetkeztetéseket vonunk le abbol, ha két vagy harom
matrix szorzata zérus.

1.3.8 tétel. Ha az m x r tipusi U mdtriz oszlopai linedrisan figgetlenek,
akkor az

(1321) U C =0,

(m,r)(r,n)

azaz
;
ﬁ—/\—ﬁ
r
- U (r,m B
mn =0

~ /
n

egyenletbdl

(13.22) C =0

(r,n)
kovetkezik.

Bizonyitds. Az (1.3.21) egyenletet U oszlopvektorainak felhasznalasaval az
alabbi alakban frhatjuk:

T
(1.3.23) > wper; =0 (j=1,2,...,n),
k=1
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az uy vektorok linearis fiiggetlenségébdl pedig mar
(1.324) ¢cj=0 (k=1,2,....r; j=1,2,...,n)
kovetkezik. H

Hasonloképpen belathato a kdvetkezd tétel.

1.3.9 tétel. Ha azrxn tipusi V' mdtriz sorai linedrisan figgetlenek, akkor
a

(1.3.25) B V' =0,

(m,r)(T,’ﬂ)

azaz
r
—
’"{ 2
r VT =0
(r, n)
. y
egyenletbdl
=0

(m,r)

kovetkezik.

Az 1.3.8 és 1.3.9 tétel egyesitésének kovetkezménye a kovetkezs tétel.

1.3.10 tétel. Ha az m x p tipusi U mdtriz oszlopai és a g X n tipusi V'
mdtriz sorai linedrisan figgetlenek, akkor az

c V=0

(m,p)(p.q)(a:1)

egyenletb6l C = 0 kévetkezik.
(p,9)

1.3.4 Elemi transzformaciok, ekvivalens transzformaciok,
matrix normalalakja

Az 1.3.7 tételben lattuk, hogy ha adott A matrixot megszorzunk valamely
nemszingularis M métrixszal, akkor ez a matrix rangjat viltozatlanul hagyja.

Azt az utasitast, amely az A matrixhoz az MA vagy az AM métrixot
rendeli hozza, az A mdtriz transzformdcidjanak nevezzik.
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ElGszor tekintsiik azt az elemi transzforméciot, amelyik az adott méatrix
sorainak, ill. oszlopainak az dtrendezését hajtja végre. Ez az un. permutdlo
mdtrizokkal (1asd az 1.4.1 pontot) valo szorzéssal érhets el. Mint a deter-
minanselméletbdl ismeretes, ha egy kvadratikus matrix sorait (ill. oszlopait)
atrendezziik, akkor a matrix determinansa legfeljebb el6jelet valthat (és ez
akkor kdvetkezik be, ha a sor-, ill. oszlopindexek permutéciéjaban az inver-
ziok szadma paratlan).

A maésodik elemi transzformacio a matrix k-adik sordt (ill. oszlopét) szo-
rozza egy dy, szammal. Ezt egy D = (1 1...dy, ...1) diagonalmatrixszal balrol
(ill. jobbrol) végrehajtott szorzéassal lehet elérni. Kvadratikus matrix deter-
minansa ekkor nyilvan a dj szadmmal szorzodik.

A harmadik elemi transzforméacié a méatrix i-edik sordnak c-szeresét hoz-
zdadja j-edik sordhoz. Kénnyen belathato, hogy ezt a transzformaciot a

QW = E + ceje;r =

matrixszal balrol végzett szorzas hajtja végre. Hasonloképpen konstrualhatod
meg az az

. S\ T
R@ — g + ceie;-r — (Q(w)>

matrix, amellyel jobbrél szorozva az adott matrixot, az i-edik oszlop c-
szeresét adja hozza a j-edik oszlophoz. A Q(ij ) ¢s az R) matrixok deter-
minansanak értéke 1 — az ilyen matrixokat unimoduldris métrixoknak nevez-
zitk — a veliik valo szorzas tehat az adott kvadratikus métrix determinénsat
nem valtoztatja meg.

Mindharom tipusi elemi transzforméciénak nemszingularis méatrixszal
valo szorzas felel meg, ezek tehat az 1.3.7 tétel értelmében az adott matrix
rangjat nem valtoztatjak meg.

A kovetkezGkben bevezetjiik az ekvivalens transzformdcio fogalmét, majd
elemi transzformaciok felhasznaldsaval megmutatjuk, miként hozhatd bar-
mely matrix ekvivalens transzformacioval ,legegyszeribb” (vagyis maximalis
szamu zérus elemet tartalmazo) normalalakra.

1.3.6 definicié. Ha egy mdtrizot balrol és jobbrdl egy-eqy nemszinguld-
ris mdtrizszal szorzunk, akkor azt mondjuk, hogy a mdtrizon ekvivalens
transzformaciot végeztink.
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Az ekvivalens transzformacio e definiciojabol és az 1.3.7 tételbsl kovetke-
zik, hogy a méatrix rangja ekvivalens transzforméacioval szemben invarians.
Ezek utan bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

1.3.11 tétel. Bdrmely m X n tipusu r-edrangd A mdtrizhoz taldlhato olyan
m-edrendd nemszinguldris Q és n-edrendd nemszinguldris R madtriz, hogy a
veliik végzett ekvivalens transzformdcioval az A mdtriz

_|Er 0} _
(1.3.26) QAR[ 0 Ohm_rP,«
.

normdlalakra hozhato.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasdhoz az A matrix egy miniméalis diadikus
el6allitasabol indulunk ki. A diadokat generald elemet az A matrix elsd,
méasodik, ..., r-edik oszlopabol fogjuk valasztani. (Ezt azonban csak akkor
tehetjiik meg, ha A els§ r oszlopa linearisan fliggetlen. Ha ez nem telje-
siil, akkor els6 lépésként egy megfelels P permutalé matrixszal® jobbrol vald
szorzassal elérhets, hogy az atrendezett matrix elsé r oszlopa mar lineéri-
san fliggetlen legyen.) Ezzel ugyanis biztosithato, hogy a minimalis diadikus
felbontéassal nyert faktorizacié masodik tényezsje, a V1 matrix ,derékszogi
trapéz”’ alakot vegyen fel. Ha pedig a generéald elemmel az egyes diadok sor-
vektorat osztjuk, akkor ezzel elérjiik azt, hogy VT minden vy eleme 1 legyen.

Vagyis
AP =UV',
ahol U és VT vazlatos szerkezete
r n
FA_A / A
1
1

%,

Ha most a VT matrix elsé oszlopanak alkalmas tobbszoroseit hozzaadjuk a
maésodik, harmadik, . .., n-edik oszlopdhoz, azutan a masodik oszlop alkalmas

*A P permutalé matrix oszlopait tgy kapjuk meg, hogy az egységmatrix oszlopait
permutaljuk; a vele valo szorzéas (jobbrél) a méatrix oszlopait megfelelen permutalja (lasd
részletesen az 1.4.7 definiciot).
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tobbszoroseit a harmadik, . . ., n-edik oszlophoz, és igy tovabb, végiil az r-edik
oszlop alkalmas tobbszoroseit az r+ 1-edik, r+ 2-edik, . .., n-edik oszlophoz —
vagyis alkalmasan valasztott R tipust métrixokkal jobbrol szorozva, elemi
transzformaciok egy sorozatat hajtjuk végre — akkor ennek a méatrixnak a
vk = 1 (k= 1,2,...,7) elemein kiviil valamennyi elemét zérussa tessziik.
Jelolje T ezeknek az R(Y) matrixoknak a szorzatat; akkor

VT =[E, 0]

adodik, amelynek vazlatos szerkezete a kovetkezs:

1

17

I
|
|
i l
|
|
|

1

R e S——
r

Visszatérve az eredetileg adott A méatrixra, az alabbi Osszefiiggést nyerjiik:
APT =UV'T,

vazlatosan:

A kapott egyenlGség nyilvan nem véltozik, ha a jobb oldalon az U tényezst
m — r oszloppal egy nemszingularis U méatrixszéa egészitjiik ki, a VT mat-
rixot pedig egyidejtileg m — r csupa zérust tartalmazé sorral a P, matrixsza
egészitjik ki:

APT = UP,;

az UP, matrixszorzat szerkezete
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r m-r
e N
|
1 [
1/ [ ;
1 |
U 1 l
_____ 1 — — — — :
7N B
/A’\\ I
N RN /
m r n-r

Bevezetve a
~—1
Q=U , PT=R

jeloléseket, valoban (1.3.26) adodik, amit bizonyitani kellett. B

16. Példa. Hatarozzunk meg olyan Q és R nemszingularis matrixot, ame-
lyek segitségével az

(1] 5 9 2 —4
|2 6 101 -7
A=l3 7113 1

4 8 12 6 —6

matrix ekvivalens transzformacioval az (1.3.26) normaéalalakra hozhato. (A
generalo elemet minden lépésben bekeretezziik.)

Megoldds. 1. Els6 1épésként meghatarozzuk az A mdtrix eqgy minimdlis dia-
dikus felbontdsdt és faktorizalt alakjdt.

[ 5 9 2 —4 0 0 0 0 0
- 8 — @)
A L2 _ |0 [y -8 31 Q.
113 0 -8 =-16 -3 5
4 0 —12 -24 -2 10
o]0 -4 -8 =3 1] [0 0 0 0 0
@ 1\ | -4 _(000 0 0 _®
1) | -8 “lo o o [3] 31
~12 000 7 7

0][0 0 0 3 3

110
313
7
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A diadok egyiitthatoival beszorozva a megfelel sorvektorokat, az adott
maétrix faktorizalt alakja adodik:

100|159 2 —4
3 _1
A_|2 40|01 2§ -
3 -8 3000 1 1
4 -12 7

Ebbgl mar kovetkezik, hogy A rangja 3.
(3)
2. A P permutdlé mdtriz meghatdrozdsa. Tekintettel arra, hogy az A

matrixnak nemcsak a mésodik, hanem a harmadik oszlopa is csupa zérus
elemet tartalmaz (ami annak a kovetkezménye, hogy az A méatrix els¢ harom
oszlopa linearisan Osszefliggs), ezért most jobbrol egy olyan P permutald
matrixszal kell szorozni, amely a faktorizalt alak mésodik tényezGjének — és
ezzel egyuttal az A métrixnak — oszlopait tigy rendezi at, hogy AP els6 harom
oszlopa linearisan fiiggetlen legyen. Ezzel biztosithato ugyanis a faktorizacio

(3)
jobb oldali tényez&jének trapéz alakja. Mivel A negyedik oszlopa méar nem
csupa zérus elemet tartalmaz, ezért elegendé a harmadik és negyedik oszlopot
felcserélni. Tehat jobbrol a

P:[el e e4 e3 95]

permutalé matrixszal kell szoroznunk:

1 0 0 15 2 9 —4
—_ 1 3 9 _1
AP — 2 4 0|10 1 | _ugvT
3 -8 3|10 0 1 0 1
4 =12 7

3. A T madtriz meghatdrozdsa. Kovetkezs lépésben a VT matrix i index
elemein kiviili 0sszes elemét megfelel§ elemi transzforméciok sorozataval —
mégpedig R tipust nemszingularis métrixokkal jobbrol valo szorzéassal —
zérussé kell tenni. Nem nehéz belatni, hogy ha VT elsG oszlopanak (—5)-
szorosét a masodik oszlophoz, (—2)-szeresét a harmadik oszlophoz, (—9)-
szeresét a negyedik oszlophoz és 4-szeresét az 6todik oszlophoz hozzaadjuk,
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azaz jobbrol szorzunk a

1 -5 -2 -9 4
0 1 0 0 0
T, =10 0 1 0 0
0 0 0 10
0 0 0 0 1

matrixszal, akkor VT elsé soranak elemei (természetesen az elsé kivételével)
zérussé valnak. Ha az igy kapott VT, matrix masodik oszlopanak (—%)-
szeresét a harmadik oszlophoz, (—2)-szeresét a negyedik oszlophoz és (l)-

1
szeresét az 6t6dik oszlophoz adjuk hozza, azaz jobbroél szorzunk a

10 0 0 0]
01 -2 -2 1
=100 1 0 0
00 0 10
00 0 0 1,

matrixszal, akkor — anélkiil, hogy az els§ sor zérus elemeit ,elrontanank” —
a masodik sor elemei is zérussa valnak (természetesen ennek méasodik eleme
kivételével). Végiil, ha a kapott VT, T, métrix harmadik oszlopat levonjuk
az 0todik oszlopbol, vagyis jobbroél szorzunk a

10 0 0 0
01 00 0
Tz3=1(0 0 1 0 -1
0 0 01 0
0 0 0 O 1

matrixszal, akkor az igy ado6do VTT,T5T; matrixnak az azonos sor- és
oszlopindext helyeken &all6 elemei egyenlSk 1-gyel, az Osszes tobbi helyen
pedig 0 all. A VT méatrix elemeit ,kipusztité” T matrix a Ty, Tq, és Ty
unimodularis métrixok szorzataként adodik:

s 71 1]
0o 1 2 -2 1
T=TT.Ts=19 o0 1 0 -1
0 00 1 0
0 0 0 0 1
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4. Az R mdtrixz meghatdrozdsa. A keresett ekvivalens transzformacio R
matrixa végiil az igy kapott T matrixnak és az el6z6 lépésben meghatéarozott
P permutél6 matrixnak PT szorzata (esetiinkben ez annyit jelent, hogy a T
méatrix harmadik és negyedik sorat fel kell cserélni):

1000 0]t =5 | 1]

01 000O0f]0 1 =3 -2 1
R=PT=/9 001 0[|l0 0 1 0 -1|=

001000 0 0 1 0

0000 1]J][0 0 0 0 1]

_1—5211_

0o 1 -3 -2 1

=0 0 0 1 0

0 0 1 o0 -1

0 0 0 0 1

5. A Q mdtriz meghatdrozdsa. Az ekvivalens transzformacio Q matrixat
ugy nyerjiik, hogy a 2. 1épésben kapott

1 0 0
2 -4 0
U= 3 -8 3
4 —-12 7

matrixot egy negyedik oszloppal tetszéleges nemszingularis U matrixra egeé-
szitjiik ki, és ennek vessziik az inverzét. Példaul

1 0 0 O

1 0 0 0

~ 2 —4 00 1 % —i 0 0
U= , ésinnen Q=U = L ) .

3 -8 3 0 3 —3 5 0

4 -12 7 1 -5 3 -5 1

6. Az ekviavalens transzformdcio felirdasa. Az igy nyert R és Q matrix
behelyettesitésével végiil valoban a keresett normalalak, vagyis

E; 0
QAR = {03 0}
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adodik, ugyanis

1 0 00|15 92 —4/|1 -5 I 1 1
1 1
$ -1 00|26 101 =70 1 -3 -2 1
1 2 1 =
12 Loof|3 7113 -7[|lo 0o 0 1 0
1 5 _7
-1 5 I q]l48 126 —6/]0 0 1 0 -1
0o 0 0 0 1]
10 0:0 0
o 1 0i0 0
00 1:0 0
00 0:0 0

1.3.5 A nullitas fogalma; a Sylvester-féle nullitasi tétel

Az 1.3.11 tétel felhasznélasaval bebizonyithatd a kovetkezd tétel, amely két
maétrix szorzatanak a rangjara fontos alsé becslést ad. Miel6tt erre ratérnénk,
bevezetjik kvadratikus matrixokra a nullitds vagy defektus fogalmét.

1.3.7 definici6é. FEgy kvadratikus mdtriz rendszdmdnak és rangjdnak a ki-
lonbségét a mdatriz nullitasanak vagy defektusanak nevezziik.

Ha a nullitast d jeloli, a matrix rendszama n és a rangja r, akkor tehat
(1.327) d=n—r.

Az 1.3.6 tételbdl kovetkezik, hogy két matrix szorzatanak a rangja nem
lehet nagyobb, mint barmelyik tényez6 rangja, ezzel tehat egy felsé becslést
kaptunk a szorzat rangjara vonatkozoan:

(1.3.28) o(AB) < min(ra,mB),
ahol
o(A)=ra, oB)=rs.

Ezzel analog als6 becslést ad a kdvetkezd tétel.
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1.3.12 tétel (Sylvester-féle nullitasi tétel).” Ha az A, ill. B madtriz
rangja ra, ill. rg, tovabbd nullitdsa da , ill. dg, akkor az AB szorzat rangjdra
érvényes a

(1.3.29) o(AB) > min(ra,rp) — min(da, ds)

becslés (lasd pl. [20]).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ra < rg (ha ez nem teljesiil, akkor a BTAT
szorzat rangjat vizsgaljuk). Hozzuk az A maétrixot az (1.3.26) szerinti nor-
malalakra, és irjuk fel az AB szorzat rangjat:

o(AB) = o(QAB) = ¢ ((QAR) (R"'B)) = o (P,,R™'B).

A nemszingularis Q, ill. R és R~} matrixszal valo szorzas a rangot nem
véaltoztatja meg, a normalalaki P, matrixszal valo szorzas pedig az rg rangu
R !B matrixnak csak az els6 ra sorat tartja meg. Vazlatosan:

7

Ha feltessziik, hogy R™'B utolsoé n —ra sora linearisan fiiggetlen, akkor a
megmaradoé ra sor kozott rg —(n—ra) = (rg —n)+ra = ra —dp linearisan
fiiggetlen sornak kell lennie (feltéve, hogy rg > da):

Bl

Ebbdl kévetkezik, hogy az AB szorzat rangja ra < rg esetén nem kisebb,
mint 7po — dg. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. H

>\

N

Y

*J. J. Sylvester (1814-1897) angol matematikus.
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Egyesitve a szorzatmatrix rangjara vonatkozo (1.3.29) also és (1.3.28) felsd
becslést, a kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk:

(1.3.30) min(ra,rs) — min(da,ds) < 0(AB) < min(ra,rg).

Specialis esetként adodik annak sziikséges feltétele, hogy két kvadrati-
kus matrix szorzata zérus legyen: mivel a szorzat rangja ekkor zérus, ezért
(1.3.29) alapjan

(1.3.31) ra+7r8—n<0,

azaz ra +rg < n.
Ezzel bebizonyitottuk a kdvetkezd tételt:

1.3.13 tétel. Két kvadratikus mdtrixz szorzata csak akkor lehet zérus, ha a
rangjuk dsszege mem nagyobb, mint a rendszamuk.

Megjegyzés. A tétel forditva nem igaz, vagyis abbél, hogy két méatrix rangjanak az Gsszege
kisebb, mint rendszamuk, még nem koévetkezik, hogy a szorzatuk zérus!

1.4 SPECIALIS TULAJDONSAGU MATRIXOK

Ebben a szakaszban néhény olyan matrixtipussal ismerkediink meg, ame-
lyeket kiilonleges tulajdonsagaik tiintetnek ki a kvadratikus matrixok koré-
ben. ElGszor olyan specidlis szerkezetd mdtrizokkal foglalkozunk, amelyekben
szabalyosan elhelyezkedd, sok zérus elem taladlhato. Az irodalomban ezeket
strukturdlt mdtrizoknak is szoktédk nevezni. Megjegyezziik, hogy ilyen ,s0k”
zérus elemet tartalmazoé tn. sparse vagy ritka matrixoknak a numerikus ke-
zelés szempontjabol is szamos elényiik van. Mi elsGsorban azokra az elénydkre
kivanunk ramutatni, amelyek elvileg konnyitik meg a veliikk valé miiveletek
elvégzését.

Ezek soraban részletesen foglalkozunk ilyen specialis tulajdonsagu struk-
turdlt matrixok invertalasaval, az inverz szerkezetének feltarasaval és azok-
kal az ,ad hoc* modszerekkel, amelyek lehetévé teszik az inverz elemeinek
a rendszam fliggvényében valo elGallitasat. Ezek segitségével egyrészt els-
készitjiik a késSbbiek soran el6forduld bonyolultabb feladatok megoldasét,
masrészt pedig lehetévé kivanjuk tenni az Olvasd szamara annak a rutin-
nak a megszerzését, amely képessé teszi majd az itt megismert modszerek
alkalmazasara.

1.4.1 Specialis matrixok

1.4.1 definicié. Az olyan [a;;] mdtrizot, amelyre

oo JF0 ma i<
Y l=0, ha |j—i|>1,
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kontinuans (tridiagonalis) matrixnak, mdsképpen Jacobi-féle* matrix-
nak nevezziik (lasd [1], [6], [13]). Altalanos alakja:

ay b1 0 . . . 0

ahol a féatloval ,szomszédos™; b;, ¢; elemek a matrix tn. kodiagondlisdban
helyezkednek el.

Ha csupan az ilyen szerkezetre kivanunk utalni, akkor a kovetkez§ vazlatos
jelolést hasznaljuk:

Ha egy kontinuans matrix szimmetrikus is, azaz b;=¢; (i = 1,2,...,n—1),
akkor szimmetrikus kontinudns madtriznak nevezzik.

Megjegyzés. Egy kés6bbi fejezetben (4.4.3 pont) azt is megmutatjuk, hogy az altalanos
nemszimmetrikus kontinudns maétrixok mindig ,szimmetrizalhatok”, ami azt jelenti, hogy
elegendd, ha a szimmetrikus eset vizsgalatara szoritkozunk.

Ha a kontinuédns métrixban a1 = a2 = -+ = a, = a, by = by = --- =
bp1 =béscy =cy =+ =cp_1 = ¢, akkor egyenletes kontinudns mdtrix-
rol, ha még b = ¢, akkor szimmetrikus egyenletes kontinudns mdtrizrol van
sz0. Az alkalmazésokban ezeknek fontos szerepiik van, ezért érdemes veliik
részletesebben foglalkozni.

Tekintsiik tehat az alabbi, n-edrendd szimmetrikus egyenletes kontinuans

matrixot:
a b 0 1)
b a b . 2)
(1.4.2) 0 b a b

*C. G. Jacobi (1804-1851) német matematikus.
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Nem nehéz belatni, hogy minden szimmetrikus egyenletes kontinuéns
matrix felirhato a

szimmetrikus egyenletes kontinuans matrix polinomjaként, ¢ E + K alakban.

1.4.2 definicié. Ha egy mdtrizban nem csupdn a fédatloval szomszédos elsé
elemek, hanem még a mdsodik, harmadik stb. elemek is kiilonbézhetnek
zérustdl, de a fédatlotol bizonyos tavolsagra mdr valamennyi elem zérus, akkor
azt savmatrixnak (vagy szalagmdtriznak) nevezziik.

Ilyenkor azt is meg szoktuk jelolni, hogy hany ,ferde” sorban talalhatok

zérustol kiilonbozs elemek. Példaul egy otsoros sdvmatrix vazlatos jelolése a

kovetkezd:

Megjegyezziik, hogy ezt pentadiagondlis mdtriznak is szoktak nevezni.

1.4.3 definicié. Ha egy mdtrizban minden ,.ferde” sor csupa megegyezd elem-
bol dll, azaz a mdatriz elemei csupdn oszlop- €s sorindexiik kilénbségétdl fiigg-
nek, akkor azt Toeplitz-tipusa® mdtriznak nevezziik.

Tehat az A matrix Toeplitz-tipust, ha a;; = a;—;.
Részletesen kiirva:

ap aq as ... Ap—1

a—_1 ao ayp ... ap—2

A=1| a_s a_q ag ... QAp—3
A—nt1  Q—n42 D ag

Amennyiben egy Toeplitz-tipust matrix még szimmetrikus is, akkor ele-
meire az a;; = a);_; Osszefiiggés érvényes.

*O. Toeplitz (1881-1940) német matematikus.
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Ezek szerint tehat az egyenletes kontinudns maétrix specidlis Toeplitz-
tipust matrix. Egy maéasik nevezetes specidlis Toeplitz-tipusi métrix a ko-

vetkezs:
0 1 0 ..0]
0 0 1 0] (2
(La4) H=|0 0 01 .0
0 0 0 . 1
0O 0 0 . .0 (n

0 01 0 0 0 0 0 1

0 0 01 0 0 0 0 0

o e O R P
H" = 0 0 0 o1 oo H 100 0 0|’

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

és végill H™ = 0.

1.4.4 definicié. Azokat a mdtrizokat, amelyekre létezik olyan p természetes
szdm, hogy

(1.4.5) AP™1£0, de AP =0,

p indexd nilpotens matrixoknak nevezziik.

Az itt bemutatott H matrix a ,legegyszertibb szerkezet”, vagyis a legtobb
zérus elemet tartalmazo, n indext nilpotens matrix.

Tekintsiik most a kovetkez Toeplitz-tipust matrixot:

ap a1 az...ap—-1
0 apg ap...0p—92
(1.4.6) A(ao,al,...,an_l) = 0 0 agp...0n—3

Az (1.4.4) alatti H nilpotens matrix hatvanyainak szerkezetébdl kozvet-
leniil adodik, hogy az (1.4.6) matrix a H matrix polinomjaként irhato fel:

(147) .A(ao7 Ay ... ,an_l) = aoE + alH + a2H2 + a”_lanl.

A nilpotens matrixok indexének fogalma kiterjeszthetd tetszéleges kvad-
ratikus matrixokra. Ha meggondoljuk, hogy p indext nilpotens méatrixok
esetén p az a legkisebb pozitiv egész, amelyre AP rangja 0 és ennél magasabb
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hatvanyra emelve a rangja mar nem valtozik, akkor az indexnek ezt a tulaj-
donsagat tetsz6leges matrixra altalanositva, megadhato a kovetkezs definicio.

1.4.5 definici6é. Az A mdtriz indexe az a legkisebb pozitiv egész p, amelynél
magasabb hatvdnyra emelve a mdtrizot, a hatvany rangja nem vdltozik, azaz

o (APTH) = p(AP).

1.4.6 definicié. Az olyan mdtrizokat, amelyeknek a fédtlo alatti elemei
mind zérussal egyenldk, fels6 haromszogmatrixoknak, azokat pedig, ame-

lyekben a fodatlo feletti elemek egyenldk zérussal, alsd6 haromszégmat-
rixoknak (trianguldris mdtrizoknak) nevezzik.

Ezeket sematikusan az alabbi dbrakkal vazoljuk:

NI

(Ilyen matrixokkal mar talalkoztunk, lasd az (1.3.6) faktorizaciot.)

1.4.7 definicié. Ha egy n-edrendid kvadratikus mdtriz minden sordban és
oszlopdban pontosan eqy 1-es dll, a tébbi elem pedig 0, akkor ez a mdtrix fel-
foghato gy, hogy az egységmdtrizbol oszlopainak (vagy sorainak) valamilyen

e

permutdcidjdval adodott; ezért az ilyen mdtrizot permutalé matrixnak ne-
vezziik. Ez felirhato az alabbi alakban:

P = [ejl €4, . ejn] s

ill.

(1.48) PT= |72,

€in

ahol a j1js...Jn Szdm-n-es az 1,2,...,n szamok valamilyen permutdcidjdt
jelenti.

Barmely matrixot a fenti P permutalé matrixszal jobbrdl szorozva, annak
oszlopait a szorzas éppen a jija ... jn sorrendbe rendezi at:

(1.49) AP =|a; ay...a,][e; ej,...e; | =[a; aj...a;].

Ilyen permutélé maétrixszal mar talalkoztunk az 1.3.11 tétel bizonyitasa
soran.
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Hasonloképpen, barmely matrixot PT-vel balrél szorozva, annak sorait a
S7ZOTrZAs a j1ja . . . jn sorrendbe rendezi at:

T 1 J1
ejl a
e, | |a? a’?
(1.4.10) PTA=| ° | =
el | |an ain

Jn

Specidlis permutaléo matrixot nyeriink, ha az egységmatrix oszlopait (so-
rait) ciklikusan permutaljuk: az fgy adodé matrixokat ciklikus permutdld
madtrizoknak nevezzik.

1.4.8 definicio. Az Q) = [en—k41 €n—p42 .. €, €1 ... €n_g]
mdtrizot (k-adik) ciklikus permutalé matrixnak nevezzik.

Az els6” ciklikus permutalé matrix, vagyis
0 1 0...0
0 0 1...0
(1.411) Q=Q1=[e, e e ... ey1]=|............
0 0 0...1
1 0 0...0

az elemi ciklikus mdtriz. Kozvetleniil belathato, hogy a t6bbi ciklikus per-
mutalé matrix az elemi ciklikus matrix hatvanyozasaval adodik:

Qs = 0% = [en—l €en er... en—2]§

(1.4.12) =0"=[e,—2 e,_1 en...e, 3];

Az is lathato, hogy a ciklikus méatrixok valamennyien Toeplitz-tipust méat-
rixok.

1.4.9 definicié. Az elsd sor elemei dltal egyértelmien meghatdrozott

Co C1 Co...Ch—1

Ch—1 Cp Cl...Ch—2
(1.4.13) Clco,c1y--+yCn1) = [Cn—2 Cpn-1 €0...Cn—3

1 C2 Cc3 Co

mdtrizot ciklikus matrixnak nevezzik.
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Az (1.4.11) alatti elemi ciklikus matrix hatvanyainak (1.4.12) szerkezetébdl
kozvetleniil adodik, hogy az (1.4.13) matrix felirhato az elemi ciklikus matrix
polinomjaként:

(1.4.14) C(ep,c1y---ycn—1) = cE+c1Q + o+ ey QL

Végil meg kell jegyezni, hogy egy matrix hatvanyainak — és polinomjainak
— kommutativitasabol kovetkezik az aldbbi nevezetes tétel.

1.4.1 tétel. Bdrmely két — azonos rendszami — ciklikus madtriz a szorzdsra
kommutativ.

Az inverz fogalma lehet&vé teszi olyan specialis méatrixok bevezetését, ame-
lyekre nem a ,szerkezet” (struktura) jellemzs, hanem mas tulajdonsagaik,
amelyeknek igen nagy szerepiik lesz az elmélet tovabbi kiépitése soran.

1.4.10 definicié. Azokat a (komplex elem) mdtrizokat, amelyekre
(1.4.15) A~'= A" wagyis AAH =E

fenndll, unitér matrixoknak nevezzik. Valos elemek esetén az (1.4.15)-nek
megfeleld dsszefiiggés

(1.4.16) A~'=AT, ill. AAT =E,

€s az ezt kielégitd mdtrizokat valés ortogonalis matrixoknak nevezzik.
Az unitér, ill. ortogonalis matrixok 1.4.10 definicidja alapjan kénnyen be-
bizonyithato a kovetkezd tétel.

1.4.2 tétel. Unitér mdtrizok szorzata is unitér mdtriz.

Bizonyitds. Legyen A és B egy-egy n-edrendid unitér méatrix; képezziik az
AB szorzat inverzét, és helyettesitsiik be az (1.4.15) definialo osszefiiggéseket:

(AB)"! =B 'A~! =B"A" = (AB)".

Azt kaptuk tehat, hogy az AB szorzat is kielégiti az (1.4.15) dsszefiiggeést,
vagyis AB is unitér matrix. l

A tételbdl specialis esetként adodik, hogy ortogonalis matrixok szorzata is
ortogonalis métrix.

1.4.11 definicié. Azokat a madtrizokat, amelyekre
(1.4.17) A"'=A, wagyis A*’=E,
involutorius matrixoknak, amelyekre pedig

(1.4.18) A"l = —A, wagyis A? = —E,
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félig involutoérius matrixoknak nevezzik.

17. Példa. Kozvetlen szamolassal meggy6zddhetiink arrél, hogy az

2 0 X

NG V3

1 1 1
A=1"% B i
SO S T

V6 V2 VB

11 8 20
B= 30 19 50
-18 —-12 =31

involutérius matrix, mert B2 = E és végiil, hogy

1 1 1

V3 V3 V3

1 1 1 1 1,
C= V3 23"’_2Z 2v3 2t

1 1 1 1 1

V3 2v/3 2? 2\/§+2l

unitér matrix, mert CCH = E.

1.4.12 definicié. Az
(1.4.19) AAM = AHA

osszefliggést kielégité mdtrizokat normalis matrixoknak vagy réviden, nor-
malmatrixoknak nevezzik.

A normalmaétrixokat tehat az jellemzi, hogy felcserélhetdk a sajat transz-
pondlt konjugdltjukkal.

A normalmatrixok a matrixok nagy és fontos osztalyat alkotjak. Példaul az
1.4.10 definicioban megismert unitér és ortogonalis matrixok, valamint a mar
korabban megismert hermitikus (szimmetrikus), valamint a ferdén hermiti-
kus (ferdén szimmetrikus) matrixok valamennyien a normalmétrixok specialis
esetel.

Az 1.1 szakaszban megismert hermitikus, ferdén hermitikus, valos szim-
metrikus és ferdén szimmetrikus matrixok definiciojabol, valamint az unitér
(valos ortogonalis), involutorius és félig involutorius matrixok 1.4.10 és 1.4.11
definici6jabol kozvetleniil kovetkezik, hogy

(a) ha egy matrix hermitikus és unitér (ill. valos szimmetrikus és ortogona-
lis), akkor egyuttal involutorius is,
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(b) ha egy matrix ferdén hermitikus és unitér (ill. valos ferdén szimmetri-
kus és ortogonalis), akkor egyuttal félig involutérius is.

Méar korabban hangsulyoztuk, hogy a matrixok korében kiilonos je-
lentGsége van annak, ha két méatrix a szorzasra kommutativ. Tekintettel a
legijabban megismert matrixtipusokra, dsszefoglaljuk, hogy milyen esetekkel
talalkoztunk az eddigiekben, ahol a kommutativitas fennall.

Barmely kvadratikus matrix a zérusmatrixszal

az egységmatrixszal

sajat polinomjaval

az adjungaltjaval

az inverzével (ha az létezik)
inverze polinomjaval

Barmely diagonalmatrix barmely diagonalmétrixszal
Barmely ciklikus matrix béarmely ciklikus métrixszal
Barmely Toeplitz-tipusa fel- barmely ugyanolyan rend

also, ill. fels6 haromszogmatrix | cserélhets| Toeplitz-tipusu also, ill. fels6
héromsz6g-méatrixszal

Barmely normalmatrix, azaz

hermitikus

ferdén hermitikus a sajat transzponalt
szimmetrikus valos konjugaltjaval
ferdén szimmetrikus valos

unitér

ortogonalis valos

1.4.2 Szimmetrikus egyenletes kontinuans matrix
invertalasa

Lattuk, hogy a szimmetrikus egyenletes kontinuans matrixok (1.4.2) szerinti
altalanos alakja felirhato az (1.4.3) szerinti K matrix polinomjaként, aE+bK

alakban. Ennek inverze (—b kiemelésével és az x = — ¢ jelolés bevezetésével)
az alabbi alakban irhato:

(aE+bK) ™' = —% (zE—-K)'.

Tehét az altalanos szimmetrikus egyenletes kontinuans matrix inverzének
meghatéarozasihoz elegendd az egyetlen paramétert tartalmazo
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z —1 0. 0
-1 x -1 .. 0
(1.420) zE—K=| .......c.oiiiiii...
0 0 r —1
o o0 ... -1 =z

specialis szimmetrikus kontinuans matrix invertéalasa.

A feladatot az inverz matrixra kapott (1.2.34) képlet segitségével oldhat-
juk meg. Ehhez ismerniink kell egyrészt a méatrix determinansat, masrészt
adjungéltjanak elemeit. Nyilvanvalo, hogy n-edrendd métrix esetén a de-
terminans az x paraméter n-edfoki polinomja, az adjungalt matrix elemei
pedig legfeljebb (n—1)-edfoka polinomjai. Felmeriil a gondolat, nem lehet-e
ezeket a polinomokat valamilyen egységes és viszonylag egyszert alakban ki-
fejezni? Latni fogjuk, hogy ez lehetséges, mégpedig a Csebisev-polinomok
és a trigonometrikus, ill. hiperbolikus fliggvények kozotti szoros kapcsolat
kihasznalasaval. Méar most megemlitjik, hogy ennek igazi elénye a késSb-
biek soran, az Gn. sajatérték-feladat targyalasakor — a 3.4 szakaszban — fog
megmutatkozni.

Annak érdekében, hogy végig valos mennyiségekkel szamoljunk, a para-
métertartoméany harom szakaszat kiilon vizsgaljuk. Ezek: |z| < 2, > 2,
ill. < —2. (Az x = £2 eset ezekbdl egyszerii hataratmenettel adodik.)

(a) Vizsgaljuk elGszor az

(1.4.21) |z <2
esetet. Vezessiik be ekkor az
(1.4.22) x=2cosd

transzformacioval definialt 6 aj valtozot (lasd pl. [13]).
A mdtriz determindnsdanak meghatdrozdsa: Jelolje D, a keresett n-
edrendd determinanst:

2cos b -1 0 .. 0
-1 2cos b -1 .. 0
poe| 00
0 . . . -1

0 . . .—1 2cosf

Teljes indukciéval bebizonyitjuk, hogy

sin(n + 1)0
sinf

(14.23) D, =
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Kozvetleniil belathato, hogy az allitas n = 1 és n = 2 esetén igaz, ugyanis

sin 26 . sin 360
- = 2cosf és —
sin 6 sin 0

(n — 1)-re és n-re igaz, vagyis

= 4cos® 0 — 1. Tegyiik most fel, hogy az allitas

D, - sinnf ¢ D, — sin(n + 1)0

sin 6 sin 6

és szamitsuk ki a D,, 11 determinanst. Az utolso sor szerint kifejtve, az alabbi
rekurzios képletet nyerjikk: D, 11 =2cosf- D, — D, _;.
Behelyettesitve D,, és D,,_; fenti kifejezését,
2cosfsin(n 4+ 1)0 —sinnf  sin(n + 2)0

Dy = - = -
n sin @ sin 6

adodik, és ezzel az allitasunkat bebizonyitottuk.
sin(n 4+ 1)0
sin 0
edfoki mdsodfaji Csebisev polinom™.
Az adjungdlt mdtriz meghatdrozdsa: Az (1.2.24) sszefliggés alapjan az
invertalandé r E—K matrix adjungaltjanak elemeit az aldbbi determinansbol
hatarozzuk meg;:

Megjegyezziik, hogy a kifejezés mint cos @ polinomja, az Gn. n-

i—1 k3 J=i J n—J
x —1
—1 x —1
i—1 * .
-1 x —=1
-1 x
T e T
x —1
i -1 x —1
—1 x —1
-1 x-1
) CIITTIITIIIIIIIIIIIIIIiiIIIIosIIIIIInIIoIIzIz feeiedetepeirdeteteeteietinfeefeepeetplpt ey ephpingfegfetpeefegeepajegeter Rt efeg et egefefetafetefefeiegepefefpuage
J YT
-1 x —1
n—j T .
—1 x —1
—1 x

*P. L. Csebisev (1821-1894) orosz matematikus. A Csebisev-polinomokra vonatkozoéan
lasd pl. [18], 2. kétet 30. oldal.
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Ezt a determinanst dgy kaptuk, hogy az eredeti méatrix determinansabol
elhagytuk a j-edik sort és i-edik oszlopot. Az attekinthet&ség kedvéért a
zérus elemeket nem irjuk ki. (Ttt azt az esetet tekintjiik, amikor i < j;
amennyiben ¢ > j, akkor az indexek szerepet cserélnek.) Tekintettel arra,
hogy a determinans a szaggatott vonalak segitségével haromszor harom olyan
blokkra particionalhatd, ahol a {6atlo blokkjai felett csupa zérust tartalmazo
blokkok allnak, ezért — a determinanselmélet alapjan — a determinéns értéke
a féatloban levs blokkok determinansanak a szorzata. Tehat

{adj @B -K)}; = (-1)"(=1)"'Di-1Dypj, i<

(A bal felsd, ill. a jobb alsé blokk szerkezete ugyanis megegyezik az eredeti
determinéns szerkezetével, a kdzéps6 blokk determinénsa pedig a f6atlo ele-
meinek a szorzata — ezeknek az elemeknek mindegyike —1.) Behelyettesitve
a determinansra bizonyitott (1.4.23) kifejezést,

in 36 si +1—35)0 , .
| I ha i <,
(1424) {ad'] (IE B K)}” - sin j6 sin(n+1-14)6
sin 6 sin 6 ’

ha 7> j.

Az inverz mdtriz felirisa: Az eredeti matrix determinansanak és adjun-
galtjanak ismeretében most mar (1.2.34) alapjan a keresett inverz elemeire a
kovetkezd adodik:

sin 0 M hai < g
1 B sinf sin(n+1)0 > =7
(14.25) {(@EB=K)""}, =9 i .
sinf@ sin(n+1)0 ° al =]

(b) Abban az esetben, ha = > 2, az
(1.4.26) x = 2chd

transzforméacioval azt kapjuk, hogy

sh(n+1)0

1.4.2 D, =
( 7) ! sh@

(Ez a kifejezés ugyanolyan polinomja a ch @ fiiggvénynek, mint % a

cosf fﬁggvénynek.) Az inverz elemei az (1.4.25) Osszefliggéssel analog modon
irhatok fel, csupan a trigonometrikus fiiggvényeket kell hiperbolikus fiigg-
vényekkel helyettesiteni.

(¢) Ha o < —2, akkor az

(1.4.28) = —2chd
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helyettesitéssel — elGjeltsl eltekintve — ugyanarra az eredményre jutunk,
mint az el6bb. Ekkor ugyanis a (—1)-et kiemelve, az adjungalt elemeit a
sakktablaszabalynak megfelels elgjellel kell ellatni (a kozéps6 blokk deter-
minansa 1, ezért marad meg a sakktabla-elGjel). Vagyis ebben az esetben

-1

—2ch -1 0 .. . 0
-1 —2ch 6 -1 .. . 0
0 -1 —2ch 0 .. . 0 =
(1.4.29) 0 0 <=1 =2ch 0 |
i+j—1shif sh(n+1—4)6 ; ;
B (_1) 7 1m s}(l (n—i—l)je) ; ha i<,
o i+j—1sh6 sh(n+1—4)0 . :
(1) R e ha 02

(d) Végiil abban a hataresetben, amikor © = +2, vagyis az (1.4.22), ill. az
(1.4.28) transzformacioban 6 = 0, tekintettel arra, hogy a determinans ér-
téke elemeinek folytonos fliggvénye, az inverz elemeinek a kiszamitasara az
(1.4.23), ill. az (1.4.27) kifejezésben elvégezziik a § — 0 hataratmenetet.

A DPHospital-szabaly alkalmazasaval (1.4.24), ill. (1.4.29) alapjan « = 2

esetén
2 -1 0. .07" it 1)
1 2 —1.. .0 71] ha i< j,
(1.4.30) 0 -1 2. . 0| = ‘(n”:l_i)
..................... (AL ) S N
0 0 0.-1 2], nl
r = —2 esetén pedig
2 -1 0. . o] i1 )
1 -2 —1.. . 0 (—)H 18T 2Dy <,
0 -1 —2.. . 0] = ‘(n”:ll_i)
....................... (1)t LT T >
0 0 =1 =2 n+1

ij

Megjegyzés. Bevezetve az (1.4.20) méatrix determinansara a
(1.4.31) Dy, = Un(z)

jelolést, az inverz matrix elemeit a teljes paramétertartoméanyra egységesen irhatjuk fel a
kovetkezs alakban:

Ui 1(2)Un_j(x)

ha i<j
—1 Un (z) ’ -

(1.4.32) {@E-K) }ij: Uj—1(@)Up_;(®)
= oy ha i>j.
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A szimmetrikus egyenletes kontinuans méatrix inverzére kapott eredmé-
nyekbdl lathato, hogy az — ugyancsak szimmetrikus — inverz matrix elemei
mindig két olyan tényezd szorzataként irhatok fel, amelyek egyike csak a
sorindextd] fiigg, a masik pedig csak az oszlopindextél. Altalaban, az ilyen
tulajdonsagn méatrixokat egypdrid mdtrizoknak nevezziik (lasd pl. [7]).

1.4.13 definici6. Egypara az A = [a;;] matrix, ha elemei a kovetkezd
alakiak:

wiY;, ha <7y,

wj;, ha i>j.

(1.4.33) a; =

Azt is mondhatjuk, hogy az egyparu matrix szarmaztathato ugy, hogy a
diad f6atlo feletti elemeit a féatlora tiikkrozziik.

A szimmetrikus kontinudns méatrix és az egyparu matrix kapcsolatara az
1.5.3 pontban visszatériink.

1.4.3 Nilpotens és ciklikus matrix polinomjanak
invertalasa

Az el6z6kben megismerkedtiink a specialis nilpotens H matrixszal és an-
nak A(ag,ai,...,a,—1) polinomjaval. Most a H matrix specialis tulajdonsa-
gainak kihasznalasaval meghatarozzuk az

1 —x 0 . 0
0 1 —x . 0
(1434) A(l, -z, 0,...0=E—.H=|" 0 1.0
0 0 1—=z
0 0 0 1

matrixpolinom inverzét. A feladat megoldasahoz nyilvanvaloan azt kell ki-
hasznalnunk, hogy a H matrix n indext nilpotens méatrix, azaz

(1.4.35) H" =0.

Az E — 2 H matrixpolinomnak megfelel§ kozonséges (skalar) polinom
(1 — x); ez fellép az alabbi kozismert azonossagban:

(1436) (1-2)(1+z+a>+-+2" ) =1-2a"

Vegyiik észre, hogy az azonossagban x helyébe az z H matrixot helyet-
tesitve, (1.4.35) miatt a jobb oldalon az egységméatrix adodik. Ezért a bal
oldal masodik tényezGje adja a keresett inverz matrixot:

(E-zH)(E4+zH+2°H>+---+2" '"H" ') =E—2"H" =,
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tehat
(1.437) (E—2H) '=E+2H+22H> +.. + 2" 'H" ! =

1 = z2 5. "1

01 = 22 "2

_ 00 1 =z "3
0 0 O 1 =z
0 0 O 0 1

Lényegében a most alkalmazott modszer segitségével invertalhato az alabbi
specialis ciklikus matrix:

1 x 22 oz !t
b1 x 2
n—2 n—1 n—3
_ x T 1 T T
(1.438) C(, 2, 22... 2" )=
z? x3 x4 1 x
x 22 a3 AR |

A feladat megoldésa soran a ciklikus matrix (1.4.14) tulajdonsagét hasznaljuk
ki, amely szerint C felirhaté az € elemi ciklikus matrix polinomjaként:

C(1,z, 2, ... ,x"_l) =E+2Q+22Q* + - 42"
Ha most az (1.4.36) skalar azonossagban z helyére az €} méatrixot irjuk:
(E —2Q) (E +2Q+ 2202+ + x"ilﬂnfl) =E-2"Q",

és figyelembe vessziik, hogy (1.4.12) utolso egyenlete szerint Q" = E, akkor
rogton adodik az eredmény, és egyuttal az invertalhatosag feltétele is. Ugyan-
is, ha 1 — 2™ # 0, azaz x nem egyenls egyik n-edik egységgyokkel sem, akkor
oszthatunk az 1 — " mennyiséggel és igy

(14.39) {C(1,a,2% ..., 2" )} = . 1xn(E—xQ):
S C(1, -z, 0, 0,...,0)=
1—an

1 —z 0 0.. 0
0 1 -z 0 0

_ 1 0 0 1 —z. 0

B T
0 0 0 1 -z
—x 0 0 0 1
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1.5 HIPERMATRIXOK

Mar az 1.1 szakaszban megismertiik a particionalas fogalméat és a particionalt
matrixok Osszeadasara és szorzésira vonatkozd néhany egyszert szabdlyt.
Lattuk, hogy particionéalassal a matrix téglalap alakt blokkokra bonthato.
A blokkokbol 4ll6 méatrixot olyan ,méatrixnak” tekinthetjiik, amelynek elemei
maguk is méatrixok. Az ilyen ,matrix elem méatrixot” hipermatrixnak ne-
vezziik. Hasonlo6 értelemben hasznéljuk a hipervektor fogalmét is, amelynek
elemei maguk is vektorok.

A hiperméatrix fogalmanak bevezetése szamos gyakorlati elénnyel jar.
Példaul, ha olyan nagy rendszami métrixokkal kell numerikus feladatokat
megoldani, hogy a rendelkezésre allo szamitoégép memoriakapacitasa a szoka-
sos modszerekhez nem elegendd, akkor a particionalas lehet6vé teszi, hogy a
hipermétrixok blokkjaival — vagyis kisebb rendszamu méatrixokkal — dolgoz-
zunk.

Ebben a fejezetben a legegyszertibb — négy blokkbol all6 — hipermét-
rixokra vonatkozo fontosabb Osszefliggéseket ismertetjiik. Ezeket az ered-
ményeket alkalmazzuk a modositott méatrixok inverzének és adjungéltjanak
kiszamitasara, majd megmutatjuk egy adott matrix inverze és egy minor-
matrixanak inverze kozotti kapcsolatot. Kzt alkalmazzuk a szimmetrikus
kontinuans métrix és az egyparu matrixok kozott fennalld érdekes kapcsolat
megmutatisara. Ez azt mondja ki, hogy a szimmetrikus kontinuans méatrixok
(és csak azok) olyan tulajdonsaguak, hogy az inverziik egypart matrix.

1.5.1 Hiperméatrixok szorzasa és faktorizacioja

Elgszor néhany 1j fogalmat vezetiink be, amelyek tObbnyire a kozonséges
matrixokra mar ismert fogalmak altalanositésai hipermatrixokra.

1.5.1 definici6. Az

A A Ay,
Asr Ap.. Ay,

(L5.1)  [Ay)=

alaki hipermdtrizot m X n tipusid hipermdtriznak, sorait blokksoroknak,
oszlopait pedig blokkoszlopoknak nevezzik; ha m = n, akkor n-edrendi
hipermatrixrol beszélink.

1.5.2 definici6é. Ha az [A;j] hipermdtriz fédtidjaban dllé A,; blokkok kvad-
ratikus mdtrizok, akkor a hipermdtrizot szimmetrikusan particionaltnak
nevezzik.

Speciélis szimmetrikusan particionalt matrixszal méar az eddigiekben is
talalkoztunk: ilyenek a kvazidiagonal-métrixok, amelyeknek csak a f6atloja-
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ban allhatnak zérustol kiillonb6z6 kvadratikus blokkok. Ezért a hipermétrixok
terminologidjanak megfelelen, a kvazidiagonal-matrixokat hiperdiagondl-
mdtrizoknak is nevezhetjiik.

A kovetkezSkben a hiperméatrixokra vonatkozé szabalyokat és Osszefliggé-
seket az egyszertiség kedvéért altalaban n-edrendd hipermatrixokra mondjuk
ki, de megjegyezziik, hogy azok — értelemszertien — altalanos tipusu hiper-
métrixokra is vonatkozhatnak.

A kozonséges matrixok Osszeadasanak és szorzasanak definiciojabol kovet-
kezik a hipermétrixok Osszeadasi és szorzési szabalya.

(a) Ha az A;; és B;; blokkok minden ij indexparra megegyezd tipustak,
akkor a hipermatrixok blokkonként 6sszegezhetsk:

(1.5.2)  [Ay] + [By] = [Ay + Byl

(b) Ha az [A;] hipermatrix oszlopok szerinti particionalasa megegyezik
a [Bg;] hipermatrix sorok szerinti particionalasaval, azaz A;; oszlopainak a
szama minden k-ra megegyezik Bj; sorainak a szaméval, akkor a hipermat-
rixok szorzasa blokkjaik segitségével ugyantugy végezhetd el, mint a kézonsé-
ges matrixok szorzasa elemeik segitségével:

(15.3)  [Aw][By] = [ZAszm]

A ko6zonséges matrixok korében definialt diddoknak megfelelGen, bevezet-
jiik a hiperdiad fogalmat.

1.5.3 definicio. Az egyetlen blokkoszlopbdl és egyetlen blokksorbdl allo hiper-
matrizok szorzatdt — feltéve, hogy a szorzds értelmezve van —, hiperdiadnak

nevezzik:
A.7[B1 B:...B,] T[A,B; AB,...AB,
(1.5.4) A_2 _ [A2B1 AsB,...AsB,
An A,B; A,B;...A,B,

A hipermatrixok szorzéasara vonatkozo (1.5.3) dsszefiiggésbdl kapjuk, hogy

(1.5.5) [ZAZ,CB;W} = Z[AikBkj}.

k=1

Ez azt jelenti, hogy a szorzatdsszeg minden tagjat egy-egy hipermatrixba
foglaljuk Ossze; formailag a métrixjel és a szummajel felcserélédik. A jobb
oldali kifejezés rogzitett k mellett egy-egy hiperdiad. Két hipermatrix szor-
zata tehat kifejezhetd hiperdiadok Osszegeként. Forditott irdnyban olvasva
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az (1.5.5) Osszefliggést, megéllapithato az a kozonséges matrixoknal megis-
mert Osszefliggés, mely szerint hiperdiadok Osszege megegyezik a hiperdiddok
blokkoszlopaibdl, ill. blokksoraibél alkotott hipermatrixok szorzataval:

n

(1.5.6) Z [AixBg;] = [Z Aszkg} = [Ax][Buj].

k=1

Hiperméatrixok szorzasi szabalyanak ismételt alkalmazasaval jutunk harom
hipermatrix szorzatédhoz:

n n

(157) [Azk] Bkl Clj |:ZZAZ]€BI€ZCIJ:|

=1 k=1

Specialis esetként, amikor a [Bj;] hipermatrixnak csak a f6atlojaban allnak
zérustol kiillonbozs blokkok, vagyis amikor a kézépsé tényez6 hiperdiagonal-
matrix, akkor az (1.5.7) jobb oldalan allo kettSs szumma helyett egyszeres
szummét kapunk, majd az (1.5.5) Osszefliggéshez hasonloan, felcserélve a
matrixjelet a szummajellel, a kdvetkezd adodik:

n

(1.5.8)  [Au](By)[Ckj] = {ZAMB;CC;W] = [AxBiCyyl.
k=1 k=1

Ez a hiperdiddok ,linearis kombinacidjat” jelenti, igy értve ezt, hogy a lineéaris
kombinéacio ,egylitthatéi” — amelyek maguk is matrixok — a hiperdiddok egy-
egy blokkoszlopa és blokksora kozé ékel6dnek:

Ay, .. A, B, Ci1...Cqp,
(15.9)  |evoeiiii. R N P _
Ao A B, | [Cu.. . Chn
A ] B1[Cy1...Cqy)] (A5 B2[Cay...Cay)
= + 4.
A | Ao
A1, Br[Chi...Chuyl
.. J’_ :
A

Ezt az 6sszefliggést forditott irdnyban olvasva kimondhato, hogy hiperdia-
dok fenti értelemben vett linearis kombinéci6ja hdrom matrix szorzataként
irhato fel: a szorzat elsd tényezGje a hiperdiadok blokkoszlopaibol, harmadik
tényezdGje a hiperdiddok blokksoraibol alkotott hipermétrix, masodik ténye-
zGje pedig a kombinacio ,egylitthatéibol” allo hiperdiagonal-métrix.
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1.5.2 Szimmetrikusan particionalt masodrendi
hipermatrix faktorizalasa, determinansa, inverze

Az alabbiakban szimmetrikusan particionalt masodrendd hipermétrixokkal
foglalkozunk. El6szor elsallitjuk ezek kétféle faktorizaciojat, majd ennek se-
gitségével meghatarozzuk a determinasukat és inverziiket.

1.5.1 tétel. Ha
A B
asa [A 5]

szimmetrikusan particiondlt mdsodrendd hipermdtriz és A memszinguldris,
akkor az (1.5.10) hipermdtriz egy faktorizicidja

(1.5.11) [‘é IB)} - {ci—l g} {ﬁ D_é)A_lB} [lg AElB}

alakban nyerhetd.

Bizonyitds. Ha az (1.5.10) hipermatrixbol levonjuk a nemszingularis A blok-
kal generalt A~!  egyiitthatoja”

ATA-[A B
C

hiperdiddot, akkor azt kapjuk, hogy

A B}[A] A-YA B]_{O 0

(1512) 1 p|~|c 0 D-CA B’

ez egyetlen hiperdiad ,linearis kombinaci6ja”:

(1.5.13) [g b (;)A—lB] = [g} (D -CA™'B)[0 El

Behelyettesitve az (1.5.13) Osszefiiggést (1.5.12)-be, az adott (1.5.10) hiper-
matrix hiperdiddok linearis kombinacidjaként adodik:

A B] [A]A7'A B] [0](D-CA~'B)0 E

c D] |C "B '

A jobb oldal els¢ tagjaban A a blokkoszlopbdl jobbra, a blokksorbol balra
ykiemelhets”, és igy

(1.5.14) [g IB)} . {ci—l} AE AT'B] [g] (D-CA~'B)0 E]
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Felhasznalva az (1.5.9) Osszefliggést, megkapjuk az (1.5.11) faktorizaciot. B
A most bebizonyitott tétellel analog a kovetkezs tétel.

1.5.2 tétel. Ha az (1.5.10) hipermdtrizban D nemszinguldris blokk, akkor a
hipermdtriz

oo [8 3-8 ] g%

alakban irhato fel.

A tétel bizonyitasa hasonlod az 1.5.1 tételéhez, itt azonban nem az A, ha-
nem a D métrixszal generalt, D™! _egyiitthatoja” hiperdiadot vonjuk le az
(1.5.10) hipermatrixbol. A bizonyitas tovabbi menetét az Olvasora bizzuk.
Megjegyzés. Az itt felleps D—CA~!'B és A—BD ™! C alaku kifejezéseket a szimmetrikusan
particionalt hiperméatrix A, ill. D blokkjahoz tartozé Schur-komplementumnak™ nevezzik
(lasd [38]).

Az (1.5.11) és (1.5.15) alaku faktorizacio lehetéveé teszi a szimmetrikusan
particionalt masodrendi — vagyis négy blokkbol all6 — hipermétrixok deter-
minansanak és inverzének egyszerii kiszamitasat. Ha ugyanis felhasznaljuk a
determinénsok szorzasédnak azt a szabalyat, mely szerint szorzatmatrix deter-
minansa egyenls az egyes tényezdk determindnsanak a szorzataval, akkor az
(1.5.11), ill. (1.5.15) elsallitasbol kozvetleniil kiolvashato a kovetkezs tétel.

1.5.3 tétel. Az (1.5.10) hipermdtriz determindnsa |A| # 0 esetén az

A B

(15.16) |o p

— |A]-|D - CA"'B],

|D| # 0 esetén pedig az

A B
C D

(1.5.17) =|A-BD!C|-|D|

képlettel szdmithato.
A kapott képletekbdl az is kiolvashato, hogy |A| # 0 esetén az adott
hipermétrix akkor és csak akkor nemszingularis, ha

(1.5.18) |D -~ CA™'B| #0,
|D| # 0 esetén pedig ha

(1.5.19) |A —BD™'C| #0.

*I. Schur (1875-1941) német matematikus.
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Tekintsiik azt a specialis esetet, amikor B egyetlen oszlopvektor, C egyet-
len sorvektor, D pedig egyetlen elem:

Ennek megfeleléen, kis betiikkel jelolve a megfelels blokkokat, vagyis
B =b, C=c', D =d, az egyetlen sorral és oszloppal szegélyezett A matrix
determinansanak kiszamitasara az (1.5.16) képlet alkalmazéasaval a kovetkezd
adodik:

A b

(1L5.20) |5

’ =|A|(d—c"A'b).

Beszorzas utan a szegélyezett matrix determinansara a kovetkezd képletet
kapjuk:

A b

(L5.21) |3

‘ =d|A| — c'(adj A)b.

Az (1.5.20) Osszefiiggésbdl kiolvashato annak sziikséges és elégséges fel-
tétele, hogy a szegélyezett matrix szingularis legyen:

d—c"A b =0.

Mivel a determinans az elemeinek folytonos fiiggvénye, az (1.5.21) képlet-
bél kiolvashato, hogy egy szegélyezett szingularis A métrix determinansa az
alabbi képlettel szamithato:

A b
c' d

’ = —c'(adjA)b (ha |A| =0).

Most bevezetjiik a hipermatrix inverzének a fogalmaét.

1.5.4 definicié. Hipermatrix inverzén azt a hipermdtrizot értjik, amely-
lyel az adott hipermdtrizot megszorozva, a — megfeleléen particiondlt — egység-
mdtrizot kapjuk.

Az (1.5.11) és (1.5.15) faktorizalt elGallitas lehetové teszi az (1.5.10) hi-
permatrix inverzének egyszert elGallitasat. Ugyanis a méatrixszorzat inverzé-
nek kiszamitasara vonatkozo szabalyt alkalmazva, az egyes tényezsk inverzét
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forditott sorrendben kell Gsszeszorozni. A kozéps6 tényezd mindkét faktori-
zacid esetén hiperdiagonal-matrix, és ennek inverze — amint az kozvetleniil
belathatoé — az egyes blokkok invertalasaval allithato el. A bal, ill. jobb
oldali tényezs pedig mindkét esetben az egységmatrixnak és egy nilpotens
matrixnak az Osszege, inverziik tehat az (1.4.37) méatrix invertalasa szerint
végezhets. Tekintsiik példaul az (1.5.11) képlet jobb oldalan allo elss ténye-
z6t:

[ E 0 E 0 0 0
(1.5:22) a1 E]:[O E}—F[CAl 0}

Mivel

0o o0 o o] _,
ICA™' 0| |[CA™t of 7

tehat (1.5.22) az egységmatrixnak és egy 2 indexi nilpotens métrixnak az
Osszege. Mint tudjuk (lasd (1.4.37)), ennek inverze

(E+N)"'=E-N

alakban irhato fel, tehat

E o] [ E o0
CA-! E| ~ |-CcA™! E|’

Ugyanigy szamithato a tobbi tényezd inverze is, tehat az (1.5.10) hiper-
méatrix inverzének faktorizalt alakja (1.5.11) alapjan és feltéve, hogy (1.5.18)
teljesiil

(1.5.23)[’3 IB)]_l_E AElB] [Aol (D_cf\)—lB)—l} {—C]?A‘l E}

Hasonloképpen kaphatjuk meg az (1.5.15) képlet segitségével ugyanennek egy
masik alakjat (feltéve, hogy (1.5.19) teljesiil):

(1.5.24){"" B}l_[ E 0} {(ABch)1 0 HE _BDT

C D| |-D'Cc E 0 Do E

Ha az (1.5.23), ill. (1.5.24) képletben szerepld beszorzasokat elvégezziik, ak-
kor megkapjuk a szimmetrikusan négy blokkra particionéalt hipermétrixok
inverzének particionalt alakjat. A kapott eredményt a kdvetkezd tételben
foglaljuk Gssze.

1.5.4 tétel. Az (1.5.10) hipermdtriz inverzének particiondlt alaki elddllitdsa
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|A| # 0 esetén

a2 [& B -

_[AT'+A'B(D-CA'B)'CcA!
- —(D-CA'B)"!'cA!
ID| # 0 esetén pedig
—1
A B
w4 8-

[ (aA-BD'C)!
~|-D!c(A-BD'C)!

—~A'B(D-CA'B)!
(D-CA™'B)"! |’

D' +D!C(A-BD'C)'BD!

Specialis esetként tekintsiik az (1.5.20) alatti szegélyezett matrixot. Ennek
inverzére (1.5.25) szerint az alabbi osszefiiggést kapjuk:

—(A-BD"'C)"'BD! }

-1 -1, A 'bc"A™Y A"
(1 5 253) A b - A + d—cTA-1b d—cTA-1b
e CT o ATl 1
d—cTA-1b d—cTA-1b
18. Példa. Hatarozzuk meg az
2 —1 : L
1 2 -1 |2
| A b
M= 1 LT d}
1201
-1 1|z

n-edrendd szegélyezett matrix inverzét, felhasznalva az (1.4.30) inverz méat-
rixot.

Megoldds. Az A itt n — l-edrendd matrix, inverzének elemei
in—g)
— - s ! S Js
A7) = { i(nei) -
JTa (s J
alakban frhatok. Mivel ¢" =[0--- — 1], b =c és d = 1, az (1.5.25a) képlet
alapjan

d—cTAp=1_"-t_1
n n
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) . A~1b TA-L c s
A'b=[1], TAT =[4], és igy {m} = —Z adodik. Azonban

2j

A1, ATbcTAT] d) i —g i<
d—cTA=b [ Mnd y i =4, >3,

i,7=1,2,...,n—1. Ezt behelyettesitve az (1.5.25a) képletbe, a szegélyezett
matrix elemeire kapjuk, hogy

{Ml}ij_{i.7 ZSJ’ 1,7=1,2,...,n.

Példaul n = 5 esetén az inverz matrix:

M=

e
NN NN
W wWw WM+~
N N R
U W N =

*
*
*

1.5.3 Mo6dositott matrix és minormatrix inverze

Az 1.5.4 tételbdl igen egyszertien adodik az alkalmazéasok soran gyakran hasz-
nalt tovabbi két fontos eredmény. Az elsé a modositott matrixok inverzének
a kiszamitasara, a masodik pedig egy minormétrix inverzének elGallitasara
vonatkozik.

Az els6 feladat a kovetkezsképpen fogalmazhatod meg: tegyilik fel, hogy
adott m-edrendd matrixnak ismerjiik az inverzét, és valtoztassuk meg az
adott matrix bizonyos elemeit; kérdés, hogy meghatarozhato-e a modositott
maétrix inverze az adott métrix inverzének a segitségével anélkiil, hogy ismét
n-edrendd matrixot kellene invertalni? Bebizonyitjuk, hogy ha a modositott
matrix és az eredeti matrix kiilonbsége r-edrangtt matrix (r < n), akkor a
modositott matrix inverzének kiszamitasa egy r-edrendii méatrix invertalasara
redukalhato. Az eredmeényt tétel forméajaban fogalmazzuk meg (lasd [45]).

1.5.5 tétel. (Woodbury™ tétele.) Legyen A nemszinguldris n-edrendd
matriz, és M olyan r-edrangi, n-edrendd mdtriz, amelynek egqy minimdlis
diadikus felbontasa M = BC. Ha

(1.5.27) |E—-CA™'B| #0,

*M. A. Woodbury USA-beli biomatematikus.
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akkor az A — M mddositott mdtriz nemszinguldris, és inverze elddllithato
(1.528) (A-M)'=A"'+A'BE-CA'B)'CcA!

alakban.

Bizonyitds. Az allitas elsd része az 1.5.3 tételbsl kovetkezik D = E valasztés
mellett. Az (1.5.16) és (1.5.17) képletek dsszevetésébdl ugyanis

|A|-|E— CA™'B|=|A - BC|

adodik, tehat (1.5.27) fennallasabol kovetkezik, hogy A—M = A —BC nem-
szingularis. Az allitas masodik része az 1.5.4 tételbdl kovetkezik. Ha feltesz-
sziik, hogy A és D nemszingularis, akkor az inverz matrix egyértelmiisége
miatt az (1.5.25) és (1.5.26) hiperméatrixok bal felsé blokkjai azonosak:

(A-BD!'C)"'=A"'"+A'B(D-CA'B)"!CcA !,

és innen D = E valasztassal azonnal adodik az (1.5.28) sszefiigges. B

Megjegyzés. D™1 = K jelolés bevezetésével a modositott matrix inverzének a meghataro-
zasara a kovetkezd alternativ formula is alkalmazhato6:

(A-BKC)'=A"1'+ A 'B(K'-cAa~'B)"lca~ !

Speciélis esetként — amikor az adott matrixot csupan egyetlen diaddal
modositjuk — az 1.5.5 tételbdl kapjuk, hogy

A~ tu)(vTA~Y

-1 a1, (
(1.529) (A—uv')" =A""+ T vTA-Tu

Ezt az eredményt Sherman—Morrison-formuldnak™ nevezziik (lasd [39]). Az
egyetlen didddal modositott matrix invertalhatosaganak sziikséges és elégsé-
ges feltétele — az (1.5.27) feltétel alapjan —

1-viA lu#o0.

Egy masik specialis eset, amikor az adott matrixnak csak egyetlen elemét,
pl. az ij indext elemét modositjuk. Ekkor a modositott métrix inverze

k(A‘lei)(e;-rA_l)
1— ke}A*lei

(1.5.30) (A —keje;) ' =A""+

Mint lathatdé, a modositott métrix inverzének meghatarozasaban a
szamitas egyszertistdése attol fligg, hogy az adott matrixot milyen rangu
maétrixszal — mas szoval hany diaddal — modositjuk, nem pedig attol, hogy a
matrix hany elemét valtoztatjuk meg.

*J. Sherman USA-beli matematikus.
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19. Példa. Hatarozzuk meg az

24 —1
-1 2 -1
M = -1 2 -1

n-edrendd matrix inverzét!

Megoldds. Mivel M a 18. Példaban szerepls, de n-edrendd A métrix 11 in-
dexii elemének modositasaval irhato fel, alkalmazzuk az (1.5.30) alatti képle-
tet:

A lejelA!
A+zeel)t=A"t - 1
( 1€q) T elA e

Felhasznélva az (1.4.30) alatti inverz méatrixot:

i(n+1—7) . .
A7 = {le i<,
ij j(n+1—i) ,

n+1 ’ i 2.%
1—1 1—j
A le = nt Z, elA = nt ], e—erflelzl,
n+1 n+1 n+1

a keresett inverz elemeire ¢ < j esetén

in+1—j5) "HE"EF n41—jiln+1+na]—a(n+1—1)

n+1 %—nil n+1 n+1+nx
o n+l—jm+1)i+n+1)iz—(n+ 1)
n+1 n+1+nx ’

azaz

Lot (n+1-j), i<j,

j(z+1)—x ) . .
it 1-4), i

M™;; =

adodik. Az is lathato innen, hogy a modositott matrix

1 n n+1
=0, azaz x=—
r n—+1 n

esetén valik szingularissa.
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20. Példa. Hatarozzuk meg az

[ 242 —1
-1 2 -1
-1 2
N =
2 -1
-1 24y |

n-edrendd matrix inverzét.

Megoldds. A feladatot tekinthetjiik mint a 19. Példabeli, 11 indext és az nn
indext elemének modositasaval felirt A méatrix inverzét, azaz

—1
x el
A+ ler e, y e) .

Alkalmazva az (1.5.28) Woodbury-féle képletet, a keresett inverzet

(%)

—1
. ol ol

AflfAfl[el en] g+ o7 A 1[61 en] o7 A?
g n n

alakban kapjuk. Az invertalhatosag feltétele, hogy

% +elAle; el A e,

TA-1 1 TA-1
e, A e g—i—enA e,

£0.

Behelyettesitve az A~! inverz megfelels elemeit, innen

:<%+ni+1)<$+ni1>_(n+l1)2¢o

adodik, ahonnan némi algebrai dtalakitas utan azt kapjuk, hogy

1 n 1
x + n+1 n+1

1 1 n
n+1 y + n+1

() (n=DE+DE+D)+@+D)+y+1)=0

esetén a moédositott matrix szingularis, tehat nem invertalhato. Ha z és y nem
elégiti ki ezt az egyenletet, a modositott matrix inverze a (x) képlet szerint
szamithaté. Ez azonban nagyon koriilményes, t1l sok algebrai atalakitas utan
vezetne csak attekinthet§ eredményre, ezért helyette azt javasoljuk, hogy
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a 19. Példaban szerepld M maétrix ismert inverzét felhasznalva, annak nn
indexii elemét modositsuk y-nal és igy ismét a Sherman—Morrison-képletet
alkalmazzuk. Ezek szerint

N =M +ye e

n?
és igy
M-le,ef M1

1 TM-le,
, tenM~te,

N*'t=M"!-

A 19. Példa alapjan
M-le, — i(r+1)—x . eTM = jla+1)—x ;
n(z+1)+1 n(z+1)+1

n(x+1)—x
n(e+1)+1

Behelyettesités utdn ¢ < j esetén

Tag—1
e, M ‘e, =

i(x41)—x jxz+1l)—x

i(z+1) - N n@FDF n(nfDF1
————(n+1-j) - ——

(z+1)—x
n(z+1)+1 y T @D+t

adodik, majd Osszevonas utan a keresett inverz elemeire kapjuk, hogy

) (n+1-7)(y+D)—y o
[N*l] R [Z(J} + 1) - x] n(@+1)+ityn(z+1)—=]’ ) S Js
1)

. +1—i) (y+1)— S
A kapott eredmény jol mutatja, hogy az inverz egypara matrix (lasd az 1.4.13
definiciot), tovabba az invertalhatosag feltétele

nx+1)+14+yn(x+1)—a] #0,
ami megegyezik a (xx) alatti feltétellel.
Xk ok

A masik feladat, ami az 1.5.4 tétel segitségével oldhato meg, a kovetkezd-
képpen fogalmazhatd. Adott nemszinguléaris n-edrendd matrixnak ismerjiik
az inverzét, és meg akarjuk hatarozni egy r-edrendii minorméatrixanak inver-
zét. Kérdés, hogy amennyiben r csak kevéssel kiilonbozik n-tél, elérheté-e,
hogy a keresett inverz meghatarozasanak feladatat egy r-nél alacsonyabb ren-
di méatrix invertalasara redukaljuk? A valasz a kovetkezo tételben fogalmaz-
hato meg.
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1.5.6 tétel. Tegyiik fel, hogy ismerjik eqy szimmetrikusan négy blokkra par-
ticiondlt hipermdtriz inverzét:

asan [8 B =[5 9

Az A minormdtriz inverzét megkapjuk, ha az adott mdtriz inverzébdl a komp-
lementer minormdtrizszal — vagyis a T blokkal — generdlt hiperdidadot levon-
Juk:

(1.5.32) [1; %] - [ﬂ TS T _ [Aol 8} .

Bizonyitds. A négy blokkra particionalt hiperméatrixok inverzének (1.5.25)
alaki elgallitasabol kozvetleniil adodik az allitas, ugyanis

Al +A"'B(D-CA !By 'CA"! —A!B(D-CA'B)y!]
—(D - CA™'B)lCA™! (D — CA-'B)!

—~A"'B(D-CA™'By '] (D-CA™'B)[-(D-CA™'B)"!CA™! (D-CA™'B)!]
- (D-CA™'B)!
A~ 0
R
Ezt az eredményt még a kovetkezképpen is megfogalmazhatjuk: egy szim-
metrikusan particionalt nemszingularis hipermatrix bal felss, ill. jobb also
blokkjanak inverzét (feltéve, hogy az létezik) megkapjuk, ha vessziik az adott
hipermatrix inverzében a komplementer minormétrixhoz tartozo

(15.33) A~'=P - QT'S,
illetve
(1.5.34) D '=T-SP'Q

Schur-komplementumot.

Ezek felhasznalasaval — Jacobitol szarmazo — érdekes Osszefiiggéseket
kaphatunk egy determinans és bizonyos minorai kézétt. Ha ugyanis az 1.5.3
tételt az (1.5.31) szerint particionalt inverz matrixra alkalmazzuk:

P _ _

3 = P|-IT-SP'Q| =T - [P - QTS|
S T

és figyelembe vessziik az (1.5.33) és (1.5.34) osszefiiggéseket, akkor

A B

(1535) |A = [g D’~T|,

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

1.5 HIPERMATRIXOK 91
illetve

A B
(1.5.36) |D| = C D’ - |P]

adodik, azaz a mdtrixz egy féminora egyenld a mdtriz determindnsdanak és az
inverz mdtriz komplementer féminordnak a szorzatdval (lasd [10]).

Az alabbiakban a fentiek altalanositasat adjuk az un. perszimmetrikusan
particionalt hipermétrixokra.

1.5.5 definicié. Ha az [A;;] hipermdtric mellékdtldjaban dlld A; n1—i blok-
kok kvadratikus mdtrizok, akkor a hipermdtrizot perszimmetrikusan par-
ticionalt hipermatrixnak nevezink.

Tekintsiink most egy perszimmetrikusan particionalt, (1.5.10) alaka mé-
sodrendid hipermatrixot, ahol B p-edrendi, C pedig ¢-adrendi kvadratikus
matrix. Tegyiik fel, hogy ismerjiik az inverzét, amelyet az (1.5.31) szerint
ugyancsak perszimmetrikusan particionalt alakban irhatunk fel. A blokkok
Osszeszorozhatosaganak feltétele azonban csak akkor teljesiil, ha az inverz-
ben S p-edrendii és Q g¢-adrendd. Ilyenkor komplementer perszimmetrikus
particionalasrol beszéliink. Sematikusan vazolva:

1’{ A B

-1

S T }p

Ha most pl. a C blokk inverzét kivanjuk meghatirozni az inverz blokkjai
segitségével, akkor az adott matrixot az oszlopok permutaciéjaval elGszor
egy szimmetrikusan particionalt hipermatrixra transzformaljuk, és ekkor méar
alkalmazhato az 1.5.6 tétel. Vagyis

(1537) " [é IB)]l _ {[E g] . [Eq Ep} }1 _

q)
- E,|][B'+B'A(C-DB'A)'DB"' -B'A(C-DB'A)'] _
" |E, —(C-DB'A)'DB! (C-DB Ayt |
B —(C-DB'A)'DB™! (C-DB'A)! [P Q
T |B'+B'A(C-DB'A)'DB! B 'A(C-DB'A)!'| T |S T|

Innen a B minormatrix keresett inverzére

(1.5.38) B'=S-TQ 'P
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adodik, illetve hasonlé meggondolassal, C inverzére
(1.5.39) C'=Q-PS™'T.

Ezt az eredményt a kovetkezo tételben fogalmazzuk meg:

1.5.7 tétel. Egy perszimmetrikusan particiondlt nemszinguldris mdsod-
rendd hipermdtriz bal alsd, ill. jobb felsd blokkjdnak inverze (feltéve, hogy
létezik) egyenld az adott hipermdtriz inverzének komplementer particiond-
lasaval nyert hipermdtrizban a komplementer minormdtrizhoz tartozé Schur-
komplementummoal.

Alkalmazzuk most az 1.5.3 tételt a perszimmetrikusan particionalt mat-
rixokra. Mivel

p)[A B]_{B A}.[ Ep]
»1C D D C| [E, ’
p q

a determinansa

A B|_

o p|=(-17IC|-[B-~AC™'D| = (~1)[B|-|C ~ AB~'D|

(1.5.40)

alakban, inverzének determinansa pedig
a r P4 a P
A Bl IP Q |Q P
C D /1S T| |T S

= (-1)"|Q|-|S—TQ 'P| = (-1)*S|- |Q — PS™'T|

alakban irhato. Figyelembe véve az (1.5.38) és (1.5.39) Gsszefiiggéseket, innen

A B
(1.541) |C|= (-1)"| 5 D‘~S,
illetve

A B
(1.5.42) |B| = (~1)"| D’~IQ,

adodik, azaz a perszimmetrikusan particiondlt mdtriz jobb felsé (bal alsd)
minora — elGjeltdl eltekintve — egyenld a mdtrix determindnsdnak €s az inverz
komplementer particiondldsdval nyert mdtriz jobb felsé (bal alsé) minordnak
a szorzatdval.
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Ennek a tételnek egy érdekes alkalmazéasaként most bebizonyitjuk az 1.4.2
pontban megismert szimmetrikus kontinuans matrixok és az egyparu mat-
rixok kozott fennallo alabbi fontos kapcsolatot.

Megjegyzés. Az egyparu matrix fogalmat Gantmacher és Krejn vezették be, és 8k bi-
zonyitottak be elészor az 1.5.8 tételt (lasd [7]). Az itt kozdlt bizonyitas gondolata megta-
lalhato a [21] és [36] dolgozatokban.

1.5.8 tétel. A nemszinguldris szimmetrikus kontinudns mdtrizok — és csakis
ezen mdatrizok — inverze egypdri mdtriz.

Bizonyitds. Tekintsiik a

szimmetrikus kontinuans matrixot és tegyiik fel, hogy b; # 0 (ez azt biztositja,
hogy a matrix irreducibilis; lasd majd a 4.0.1 definiciot).

Ha ezt a matrixot egy sorral (fent) és egy oszloppal (jobb oldalt) szegélyez-
ziik, akkor als6 haromszogmatrixot kapunk, amelynek inverze ugyancsak alsé
haromszogmatrix. Masrészt a szegélyezett matrix egy perszimmetrikusan
particionalt hipermatrixnak tekinthets, amelynek bal als6 (n-edrendd) mi-
normatrixa az invertdlandé K méatrix, alkalmazhato tehat az (1.5.39) képlet.
A kiegészitett K méatrix inverzének elemeire vezessiik be az alabbi jeloléseket:

- o4 =1 — ! -

10 0. 0 w00 .0
ar by 0 .. 10 uy oy 0 0
by  as  ba...... 0 ug ¢ 31 l32 0
bp—10 Un ln1 ln2 0
b1 an 11 —uolugr ugvz ... UoUn,
azaz
el 0]" u L |
(1.5.43) [K en] - [_UO wn™|

Az (1.5.39) képlet alkalmazasaval

(1.544) K '=L+uv',
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ahol l;; = 0, ha ¢ < j. Tehat a K'=R-= [ri;] inverz matrix elemeire ¢ < j
esetén 7;; = u;v; adodik, s mivel K szimmetrikus és igy R is az, végiil is

(1.5.45) 1 = {uwj, ha i< j,

viuj, ha i>j

irhat6, ami az 1.4.13 definici6 szerint éppen azt mondja ki, hogy R egyparu

métrix.
Az (1.5.43)—(1.5.45) osszefiiggésekbol kovetkezik, hogy
(1.5.46)
b;l :li+1,i =Tit1,i — Ui+1V; =Vip1U; — Ui+1V4 7’5 0 (i: 1, 2, e, — 1). |

Most bebizonyitjuk a forditott allitast: tekintsiink egy nemszingularis,
(1.5.45) alaka egypara matrixot, és lassuk be, hogy az inverze szimmetrikus
kontinuans matrix. Alakitsuk 4t az (1.5.45) alakban megadott matrix elemeit
a kovetkezGképpen:

U;V;, ha i <j,
(1.547) ryj =< =
wivj + (viu; —wvy), ha i> 7.
Ez azt jelenti, hogy bevezetve az
0, ha i <j,
(1.5.48) 1y — =
viu; — uv;, ha i>j
elemekbdl alkotott alsdé haromszogmatrixot, az R egyparu méatrix felirhato

(1.549) R=L+4uv'

alakban. Ennek inverzét a kovetkezd megfontolasbol nyerjiik. Szegélyezziik
az L méatrixot balrél az u vektorral, alulrél a v' vektorral, valamint a (—=1)-
gyel a bal als6 sarokban. Az igy nyert matrix az

(1.550) g1 = visawi — w10, #0 (0=1,2,...,n—1), u1 #0, v, #0

feltételek teljestilése esetén perszimmetrikusan particionalt nemszinguldris
als6 haromszogmatrix:

ug 21

(1.5.51)
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Ennek inverze ugyancsak als6 haromszogmaétrix; ha ezt komplementer par-
ticionalassal az

wito .0 0] [Let 0]
* Iy |
(1552) | @ . | = |
. 1
* l;}L—li H :v_"En
* ... * ‘v,jl

alakban frjuk fel, akkor az (1.5.39) Osszefiiggés felhasznéalasaval azt kapjuk,
hogy

(1.5.53) (L+uv')™'=H,

ahol H tn. fels6 Hessenberg-féle matrix,* amelyet elemeinek a kovetkezd
tulajdonsaga jellemez:

hijZO, ha j—i>1.

Mivel az invertdland6 egypéarti matrix szimmetrikus és igy az inverze is
szimmetrikus, ebbdl kdvetkezik, hogy az inverz egyuttal alsé Hessenberg-féle
matrix, ami csakis tgy lehetséges, hogy szimmetrikus kontinuans matrix. ll

Erdemes megjegyezni, hogy a kontinuans métrix inverzének u;v; elemei
az (1.5.43) Osszefiiggés alapjan egyszerti rekurzio segitségével szamithatok.
Ugyanis figyelembe véve, hogy

e 0_._u L | (1 0
K e, |—uo uwv'| |0 E|’

innen

- T o

eg O] Ju}| 1
(1.5.54) K e _—Uo} = [O} ,
és ebbdl kozvetleniil adodik az

1
= 1 = ——
Uy , U2 by at,
1 .

(1555) Ujp1 = ——(aiui—l—bi_lui_l) (Z =23,...,n— 1),

bi

Uy = Apln + bp_1Un—1

*G. Hessenberg (1874-1925) német matematikus.
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L T
alaku rekurzios osszefliggés. Hasonloképpen, [ 1; } . {el O] =
—Ug

uovT K e,

_[E o] .

=|g 1| innenaz
el 0]_

[—up uov'] |K e,| [0 1]

Osszefiiggésbdl a

(1.5.56)

1 1
Un = ’U,_, Un—1 = —7—QpUn,
(1.5.57) 1 et
Un—i = r(an+17iyn+17i+ bn+17ivn+27i) (Z = 27 37 ceey ’ﬂ—].)
n—i

rekurzios Osszefliggés adodik.

Meg kell jegyezni még, hogy a K kontinuans matrix determinansa
az (1.5.43) Osszefiiggésbo6l az (1.5.41) képlet szerint a koévetkezGképpen
szamithato:

(1.5.58) |K| = (=1)""ugbiby. .. b, 1.

Innen kiolvashato, hogy a K kontinuédns matrix akkor és csak akkor nem-
szingularis, ha az (1.5.55) rekurzioval szamitott ug # 0 (azt mar kezdetben
feltettiik, hogy valamennyi b; # 0).

Végiil, az adott R egypart matrix determinansat az (1.5.41) képlet alkal-
mazasaval kapjuk, figyelembe véve, hogy az (1.5.51) métrix inverze az (1.5.52)
haromszogmatrix:

n
—l)nul H li,i—l s Up - ‘H‘

Innen (1.5.53) és (1.5.48)_behelyettesitésével

*Un

(1.5.59) |R| = (—1)"" u1H

Uz+1 Uz+1

adodik, ahonnan az is kiolvashato, hogy ha az (1.5.50) feltételek teljestilnek,
akkor az egypard matrix nemszingularis. Az inverz matrix elemeit az (1.5.46)
Osszefiiggések alapjan

1

(15.60) bj=———— (i=1,2,....,n—1)
up v

Ui41  Vit1

adja (ezek a kontinuans matrix kodiagonalis elemei), illetve a f6atlo elemeit
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az (1.5.54) egyenletrendszerbdl az alabbi rekurzioval kaphatjuk:

1
(1.5.61) ay = ——Dbyus,
Uy

1
(1.5.62) a; = ——(bj—1ui—1 + bivi+1) (i=2,3,...,n—1),

7

és végitil (1.5.56) n-edik egyenletébdl

1
(1.5.63) Ay = ——bn_lvn_l.
21. Példa. Hatarozzuk meg a
2 2
2 3
K= 1

N L =
w O N

3
4
szimmetrikus kontinuans matrix inverzét és determinansat.

Megoldds. Az inverz matrix (1.5.45) alaka egypart matrix, amelynek az
elemeit (1.5.55) és (1.5.57) rekurzios Osszefliggések segitségével szamithatjuk:

Uy = 1,
aj

= —— = —]_
U2 bl )

1
uz = ——(agus + bur) =1,
bo

1
Uy = ——(a3U3 + b2u2) = -1,
bs

1 4
up = —E(a4u4 + bsug) = 3

7
Uy = asus + baug = =;

3
1 3
Vg = — = —
5 uo 7a
1 4
V4 = ——asvs = ——,
4 by 5U5 7
1 15
vgz—g(a4v4+b4v5)= 7R
1 29
= __ b __=
V2 by (azvz + b3vy) 7k
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36
V] = _a(a2'[}2 + bgvg) = ﬁ

A keresett inverzet legegyszertibben tgy irhatjuk fel, hogy az
1
1 .
u= 1 6 v =[36 —29 15 -8 6]—
1 14
4
3

vektorokbol alkotott uv' diadot a f6atlo mentén ,elvagjuk” és a f6atlo feletti
elemeket tiikrozziik a fGatlora:

36 —29 15 —8 6

-29 29 —-15 8 —6

K'=— 15 —-15 15 -8 6
-8 8 -8 8 —6

6 —6 6 —6 8

A K maétrix determinansat az (1.5.58) képlet szerint szamitjuk ki:

|K| = (—1)5+1’U,0b1b2b3b4 = 28.

22. Példa. A 21. Példa megoldasanak ismeretében hatarozzuk meg a K
maétrix negyedrendi bal fels6 minorméatrixanak az inverzét!

Megoldds. Az 1.5.7 tétel segitségével, az (1.5.33) képlet alkalmazasaval oldjuk
meg a feladatot. Itt az invertdland6é minormatrix

NI )
— W N
N W o
(@20 ]

A K~ ! inverz matrix komplementer minormétrixahoz tartozo Schur-komple-
mentum ebben az esetben
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P-QT!s=
14 1
36 29 15 -8 6] gl -6 6 -6

1|-20 20 -15 8| 1|6

14| 15 -15 15 -8 14 6

-8 8 -8 8 -6
36 29 15 -8 9 -9 9 -9

1 )]|-20 29 15 8| 1(-9 9 -9 9|(_

T)| 15 15 8| 209 -9 9 -9 ("
-8 8 -8 8 -9 9 -9 9
63 —49 21 -7 9 -7 3 -1
1|49 49 -21 7| 1|-7 7 -3 1
T8 21 -21 21 -7 | 1| 3 -3 3 -1
A SR S -1 1 -1 1

* * *

pl. [23]):
1 x a2 "l
T 1 =x. a2
R= 22 x 1. a3
.x.n._.l. ............... 1 .

Megoldas. Vegyiik észre, hogy az adott méatrix egypard, ugyanis altaldnos
eleme (1.5.45) alakban frhato:

2 ixd=1, ha i< j,
Tij = .y L
2=zt ha >4,

azaz

Az inverze szimmetrikus kontinuans méatrix. Ennek elemeire az (1.5.60),
(1.5.61), (1.5.62) és (1.5.63) képletek alapjan, figyelembe véve az

Ui—1 . Ui—1 1 .
= =2,...,m—1) é = — =1,...
" x (1=2,...,n—1) és " - (i=1,...,n)
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Osszefiiggéseket,
b; = xkil ] :xil (i=1,2,....,n—1),
ploiml *
1
ar = T f %7
1 1 .
ai:_x—%'<x+;) (1=2,3,...,n—1),
1 e 11
R z-1 2

| 0 0

-1 z4+2 -1 0

Ri_ 1 0 -1 z+1 0
T

0 0 r+2 -1

0 0 -1 1

Az adott matrix determinansat az (1.5.59) képlet alapjan

Ri= (0 ]

1—4 i—1
xr x _ —

- ; C" 1:(1_1,2)711
T xr

alakban kapjuk.
x %
Ez a példa is mutatja, hogy az (1.5.50) feltétel nem sziikséges feltétele
annak, hogy az egypart matrix nemszinguléris legyen. Ugyanis x = 0 esetén
az A matrix nemszingularis egypara matrix, noha v, = z" ! = 0.

1.6 PROJEKTOROK

A matrixelméletben jelentds szerepe van azoknak a méatrixoknak, amelyek
hatvanyozas soran nem valtoznak. Ebben a szakaszban megismerkediink ezek
f6bb tulajdonsagaival. Mint a késGbbiekben latni fogjuk, algebrai, geomet-
riai és analizisbeli alkalmazasaik egyarant kézponti helyet foglalnak el, ezért
kiilon szakaszban foglalkozunk veliik. Bevezetjiik a biortogonalis vektorrend-
szer fogalmat és néhany fontos tételt ismertetiink, majd megmutatjuk, hogy
a projektorok segitségével hogyan altaldnosithato az inverz matrix fogalma
tetszGleges matrixokra.
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1.6.1 Projektorokra vonatkozo6 tételek

1.6.1 definicio. A

(1.6.1) P?=P

osszefliggést kielégitd mdtrizokat idempotens matrixoknak, projektor-
matrixoknak vagy roviden projektoroknak nevezziik.

24. Példa. Figyelembe véve, hogy a szamok koziil a 0 és az 1 idempotens,
konstruéaljunk segitségiikkel olyan diagonalmatrixokat, amelyek idempoten-
sek (projektorok).

Megoldas. Ilyenek példaul az

10 0 0 1 0 0 0 0 O
0 ol 0 1l 0 1 0]; 0 1 0
0 0 O 0 0 O
métrixok.
% ok %

25. Példa. Lassuk be, hogy az alabbi matrix projektor:

6 4 10
P= 15 10 25
-9 -6 15

Megoldds. A négyzetre emelést az alabbi séma szerint elvégezve

[P]
[P][P?],
valoban
6 4 10 ]
15 10 25
-9 —6 —15 |
6 4 107 6 4 107
15 10 25 15 10 25
-9 —6 —15 || -9 -6 —15 |
azaz P2 = P adodik.
k *k k

Koénnyd meggy6z6dni arrol, hogy ha egy v sorvektor és egy u oszlopvektor
skalaris szorzata 1, akkor ezek uv' alaka diadikus szorzata 1 rangi projektor.
A szorzas asszociativitasa miatt ugyanis

T

(uvT)2 = u(VTu)vT =uv', hiszen viu=1.
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Az alabbiakban bebizonyitunk a projektorokra vonatkozo néhany tételt.

1.6.1 tétel. Az egyetlen nemszinguldris projektor az egységmdtriz.

Bizonyitds. A projektorok definicioja szerint
(162) P*~-P=P(P-E)=0.

Ha feltételezziik, hogy P nemszinguléris, akkor invertalhato; szorozzuk meg
az inverzével az (1.6.2) egyenletet balrol:

P 'P(P-E)=0,

innen mar P = E adodik. W

1.6.2 tétel. Ha P egy n-edrendd projektor, amelynek rangja r, akkor E — P
1s projektor és rangja n — r.

Bizonyitds. Hatvanyozassal meggy&z6dhetiink arrél, hogy E— P is projektor;
ugyanis

(E-P)’=E-2P+P’=E—-2P+P=E—P.

Az E — P projektor rangjat a két méatrix osszegének rangjara vonatkozo
1.3.5 tétel segitségével alulrol, a két kvadratikus matrix zérus szorzatara vo-
natkozé 1.3.13 tétel felhasznalasaval feliilrsl becsiiljitk. Ugyanis

P+(E-P)=E,
ezért az 1.3.5 tétel szerint
(16.3)  o(P)+ o(B — P) > o(E) = n.
Masrészt (1.6.1) alapjan P(E — P) = 0, ezért az 1.3.13 tétel szerint

(1.64) oP)+oE—-P) <n.

Az (1.6.3) és (1.6.4) egyenlStlenségek egyidejtleg csak ugy allhatnak fenn,
ha mindkettében az egyenlGség teljesiil, igy

(165) o(E—P)=n—oP)=n—r,

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. H
Megjegyzés. Az E — P projektort komplementer projektornak nevezzik.

Miel6tt ratérnénk a kovetkezs tételre, be kell vezetniink az tn. biortogond-
lis vektorrendszer fogalmat.
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1.6.2 definicié. Ha adott n elemi ui,us,...,u,, valamint v—lr, V2T, . ,VTT

vektorokra fenndll a
(1.6.6)  viu = (k,1=1,2,...,7)

dsszefiliggés, akkor azt mondjuk, hogy az u; €és vg vektorok biortogonalis
vektorrendszert alkotnak. Ha r = n, akkor a vektorrendszert teljes bior-
togonalis vektorrendszernek nevezziik.

Ha a teljes biortogonalis vektorrendszerben az up,us,...,u, vektorokat
egy U matrix oszlopainak, a v-lr, V;-, R VI vektorokat pedig egy VT matrix

sorainak tekintjiik, akkor az (1.6.6) definialo dsszefiiggés alapjan fennall, hogy
(1.6.7) V'U=E,

ahol E az n-edrendii egységmatrix. Mivel U és V' kvadratikus és (1.6.7)
kovetkeztében determinansuk zérustol kiilonbozé, ezért invertalhatoak, és

vi=u""'.

E tulajdonsaguk alapjan az ui,us,...,u, és v-lr,v;r, .. .,VI vektorrend-
szereket reciprok vektorrendszereknek is nevezziik.
A kovetkezd tétel projektorok minimalis diadikus elGallitasara vonatkozik.

1.6.3 tétel (Egervary tétele).” Ha egy r-edrangi projektort minimdlis
szama didd osszegeként irunk fel, akkor e diddok oszlop-, ill. sorvektorai bior-
togondlis vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitds. Legyen a P projektorméatrix egy minimaélis diadikus elgallitasa

P=> uvf=UV".
k=1

Behelyettesitve ezt az (1.6.2) egyenletbe, UVTUVT — UV’ = 0, majd
kiemeléssel U(VTU — ET)VT = 0 adodik. Mivel U oszlopai, ill. VT sorai
a minimélis diadikus elGallitasra vonatkozé 1.3.4 tétel értelmében linearisan
fliggetlenek, ezért a rangra vonatkozo 1.3.10 tétel alapjan — C = (VTU—E,»)
valasztasaval — ebbdl kovetkezik, hogy

(1.6.8) V'U=E,,
és ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Megjegyzés. A tétel jelentSsége az, hogy a projektorokat nem is lehet masképpen minimalis

szamu diad Osszegére bontani, mint Ggy, hogy ezek oszlop-, ill. sorvektorai biortogonalis
vektorrendszert alkossanak (lasd [24], [26]).

*Egervary Jen6 (1891-1958) magyar matematikus.
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26. Példa. Tekintsiik a

-5 —4 -10
P=| -15 -9 =25
9 6 16

projektort és készitsiik el olyan faktorizaciojat, amelyben az els§ tényezé
oszlopvektorai és a masodik tényezs sorvektorai biortogonalis vektorrendszert
alkotnak.

Megoldds. A PP szorzas elvégzésével meggyszédhetiink arrol, hogy P2 = P,
tehat P valoban projektor. Készitsiikk el P egy minimalis diadikus fel-

bontésat:
L[] -4 -0 Too0 0] g
P—— | -15 =10 3 5 | =P,
- 9 0 —1,2 -2
@ 1 0 [0 379
P—§ 3 :O;
1,2

tehat a kapott minimélis diadikus felbontas:

s ]s —4 =100 70 ] 3 9]
P=—2| -5 +3| 3
9 ~1,2

Az egyiitthatokkal beszorozva az egyes sorvektorokat, és a diadosszegeket
matrixszorzat alakjaban felirva:

-5 0 1 0,8
P=| -15 3 0 1
9 —1,2

] =UVvT'.

wlet ho

A diadok oszlop-, ill. sorvektorainak biortogonalitasat igazolhatjuk, ha képez-
zitk az UV alaku faktorizacié tényezdinek forditott sorrendben vett szor-

zatat:
-5 0 1 0
—15 3 =10 1].

9 —-1,2

1 0,8
viu=|0 1

[SM [N

* * *

Miel6tt a kovetkezs tételt megfogalmaznank, bevezetiink néhany 1j fogal-
mat.
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1.6.3 definicié. Egy P mdtrizot hermitikus projektornak nevezink, ha
egyidejileg teljesil a

(1.69) P?=P ¢éa P'=P

osszefiiggés. Egy diddot hermitikus diddnak neveziink, ha uu" alakban
allithato eld. Ha az uy,us,...,u, vektorokra teljesiil az

wu; =6; (i,5=1,2,...,7)

feltétel, akkor azt mondjuk, hogy unitér vektorrendszert alkotnak. Az
unitér vektorrendszert r = n esetén teljesnek, r < n esetén nemteljesnek
nevezzik.

1.6.4 definicié. FEgy kvadratikus mdtriz fédtidgjaban dllo elemek dsszegét a
mdtriz spurjanak (nyomanak) nevezzik; jele Sp A.* Tehat

n
Sp A= Z Akl -
k=1

A maétrixszorzas definiciojabol kévetkezik, hogy két matrix szorzaténak a
nyoma nem filigg a tényezdk sorrendjétsl, ugyanis

n n

Sp(AB) = > ) aibei = Y Y briai, = Sp(BA).

i=1 k=1 k=1 i=1
Ebbdl kovetkezik, hogy pl. harom tényezds szorzat esetén
Sp(A -BC) =Sp(BC - A), illetve Sp(AB - C) = Sp(C - AB),

vagyis szorzatmatrix nyoma a tényezsk sorrendjének ciklikus permutacidjaval
szemben invarians. A B = A" specialis esetben ez azt jelenti, hogy egy
matrixnak és transzponalt konjugaltjanak a szorzata olyan maétrixot ad,
amelynek a spurja az adott métrix elemei abszolut értékének négyzetosszege:

(1.6.10) Sp (AAM) ZZ\W

Jg=1 =1

Innen adodik hermitikus A matrix esetén

(1.6.11) Sp (A?) ZZW\ ha A =AM

j=11i=1

* Az angol nyelvd irodalomban a tr A jelolést hasznaljak, ami a trace (nyom) elnevezésre
utal.
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Ennek felhasznalasaval bizonyithatjuk a kovetkezs tételt.

1.6.4 tétel. Egy r-edrangu hermitikus projektor mindig felbonthatd v szdmai
hermitikus didd 0sszegére, ahol a diddok oszlopvektorai nemteljes unitér vek-
torrendszert alkotnak.

Bizonyitds. Legyen P = [a;;] (a;; = @j;) egy n-edrendd és r-edrangi hermi-
tikus projektor. Ennek féatlojaban biztosan van legalabb egy pozitiv elem.
Ugyanis P? = P miatt Sp (P) = Sp (P2). Mivel P projektor, igy

n
A5 = § Qi Qs
k=1

és mivel P hermitikus is, ezért ax; = a;x, vagyis

n n

_ 2

ai; = E ik = E laik|”
k=1 k=1

Tehéat a matrix nyoméara az

Sp(P) = Zaii = ZZ \aik|2 >0
1=1

i=1 k=1

egyenlGtlenség adodik (hacsak P nem zérusmatrix). Vagyis P f6atlojaban van
legalabb egy porzitiv elem. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy a1; > 0. Vonjuk le a P hermitikus projektorbél az a;; elemmel generalt
hermitikus diadot:

B Peje/P _p_ 1 aal L
el Pe; Vai ot an

Mivel két hermitikus matrix kiilonbsége is hermitikus, csak azt kell megmu-

(2)
P .

(2) 2)
tatni, hogy P is projektor. E célbol képezziikk P négyzetét:

Va1 i Va1
=P? - ——Paja s L B |

1 1 1 1
— P + .
Vaii Vaii V@11 V@11 Va11 \/A11 \/A11 4/ G11

A projektorok definiciojabol kovetkezik, hogy P? és P els6 oszlopa, ill. elsé
sora megegyezik, tehat

H H

ap a{'

(1.6.12) Pa; =a; és a'P=all
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tovabba a bal fels§ sarokelemek egyenlésége miatt
alHal = aly-

A kapott Osszefiiggéseket behelyettesitve és az Osszevonast elvégezve,

(P a; aj )2—P a; aj
Va1l /a1 V@11 \/a11

adodik, tehat (3 valoban hermitikus projektor. Az eljarast folytatva, r 1épés
utdn a zérusmatrixhoz jutunk. Ezzel az r-edrangt hermitikus protektort r
hermitikus diad Osszegeként allitottuk els. Jeldlje ug az egymas utan le-
vonasra keriilé diadok oszlopvektorait; ekkor

T
P =) uuj =UU",
k=1

ahol az 1.6.3 tétel alapjan UHU = E,. Tehat a diadok oszlopvektorai nem-
teljes unitér vektorrendszert alkotnak.

27. Példa. Bontsuk fel a

(160 12 =36
169 169 169
—122 @ —481
169 169 169

56 48 2
L 169 169 169

hermitikus projektort hermitikus diadok Osszegére.

Megoldds. A méatrix alakjabol lathato, hogy hermitikus, beszorzassal pedig
kozvetleniil meggy6z6dhetiink arrél, hogy projektor. Készitsiik el egy mi-
nimélis diadikus elGallitasat. Az egyszertibb szamolas érdekében generald
elemként célszerd a jobb als6 sarokelemet véilasztanunk:

fs6 ([ 36 48 25
169 169 169 169
a8
169

2%
L 169

Bl =

Bler| =
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2704 2028
169-25 169-25
_ | 202 1521 _ B
169-25 169-25
0 0 0

Kovetkezo 1épésben a bal fels6 sarokelemet valasztjuk generalo elemként:

2704 2704 2028i 1
169-25 | [169-25 169-25 52
@ 1 _
135 | 16925
0

A diadikus felbontéasra tehat a kovetkezs adodik:

36 52 7[ _36 48 5
65 65 65 65 13
48 39 52 39 R
P=1 -5 & 65 6 O J=UU
5
|13 0]

A diadok oszlop-, ill. sorvektorai unitér vektorrendszert alkotnak, amirél koz-
vetleniil meggy6zGdhetiink a fenti faktorizacio tényezsinek forditott sorrendd

Osszeszorzasaval:
3648 57 3 52
65 65 13 65 65
2 %l 0 48 39 | |10
65 65 65 65 | [0 1
5
T
* ok %

1.6.2 Matrixok altalanositott inverze

A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy projektorok segitségével hogyan al-
talanosithaté az inverz matrix fogalma. Az 1.2.3 tétel szerint nemszingularis
kvadratikus A métrix X inverzét egyértelmiien meghatarozza az AX = E,
ill. XA = E osszefiiggés. Mivel az egységmatrix (az egyetlen) n-edrangi
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projektor, azt is mondhatjuk, hogy barmely n-edrangt matrixnak és az in-
verzének (tetszbleges sorrendben vett) szorzata az n-edrangt projektort adja.
Ennek alapjan indokolhat6 az a kdvetelmény, hogy egy r-edrangi A métrix
X dltaldnositott inverzét ugy definialjuk, hogy az AX és az XA szorzat r-
edrangu projektort adjon. Mint latni fogjuk, az inverz fogalma tobbfélekép-
pen altalanosithaté. Ezek pontos definiciojahoz a kovetkezd méatrixegyenle-
teket hasznaljuk fel:

(1.6.13) AXA = A,
(1.6.14) XAX =X,
(1.6.15) (AX)" = AX,
(1.6.16) (XA)" = XA.

Ha az (1.6.13) egyenletet balrol vagy jobbrol az X matrixszal, ha pedig az
(1.6.14) egyenletet balrol vagy jobbrol az A maéatrixszal megszorozzuk, akkor
lathato, hogy teljesiil az a kovetelmény, mely szerint AX és XA projektor.
Ha még az (1.6.15), ill. az (1.6.16) feltétel is teljesiil, akkor az is kovetkezik,
hogy AX, ill. XA hermitikus projektor. Ezek alapjan a kovetkezSképpen
definidljuk az inverz matrix fogalmanak néhany altalanositasat.

1.6.5 definicio. Az A mdtriz altalanositott inverze X = A9, ha teljesiil
az (1.6.13) egyenlet.

1.6.6 definicié. Az A mdtriz reflexiv altalanositott inverze X = A",
ha teljesil az (1.6.13) és az (1.6.14) egyenlet. Ez az elnevezés arra utal, hogy
(A")" = A.

1.6.7 definici6é. Az A mdtriz normalt altalanositott inverze X = A",
ha teljesil az (1.6.13), (1.6.14) és az (1.6.15) egyenlet.

Megjegyzés. A normalt altalanositott inverzet masképpen jobbrsl gyengén dltaldnositott
inverznek is nevezik. Ennek megfelelGen, az A matrix balrdél gyengén dltalanositott inverze
X = AY, ha teljesiil az (1.6.13), (1.6.14) és az (1.6.16) egyenlet.

1.6.8 definicio. Az A mdtriz pszeudoinverze, vagy Moore—Penrose-
féle* inverze X = AT, ha teljesiilnek az (1.6.13)—(1.6.16) egyenletek.

E definiciokboél lathatd, hogy a legkevesebb megszoritast az A9 al-
talanositott inverz tartalmazza, ami ezért altalaban nem is egyértelmid. Az
alabbiakban csupan az AY inverz létezésére és az Al pszeudoinverz egyér-
telmiiségére vonatkozoan bizonyitunk be egy-egy tételt. (Az altalanositott
inverzzel kapcsolatban lasd [3], [14], [15].)

1.6.5 tétel. Barmely A mdtrizhoz taldlhats A9 dltaldnositott inverz.

*E. H. Moore (1862-1932) USA-beli matematikus.
R. Penrose angol matematikus.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



110 1. MATRIXALGEBRA

Bizonyitds. Legyen az A matrix rangja r. Az 1.3.11 tétel szerint ez a méatrix
ckvivalens transzformacioval a kovetkez6 normalalakra hozhato

E, 0]

0 O
Tetsz6legesen vélasztott U, V és W blokk segitségévet képezziik most az
alabbi AY maétrixot:
] P.

E. U
vV W

Kozvetlen beszorzassal meggyézédhetiink arrol, hogy az A és A9 maétrixra

teljesiil az (1.6.13) egyenlet, vagyis AY az A matrix altalanositott inverze.

PAQ = [

(1.6.17) AY=Q [

Ugyanis
E. 0 E, U E, 0O
gGA —p-1 | -1 r 1| By -1
AAIA =P [O O}Q Q[V W]PP {O O]Q =
1| E, O A=
_Pl[o O}Ql_A’

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

Az (1.6.13) egyenletre alkalmazva az 1.3.6 tételt, kovetkezik, hogy az r-
edrangit A matrix A9 altalanositott inverzének a rangja legalabb r:

o(A9) > o(A).

Ugyancsak az (1.6.13) egyenletbdl kovetkezik, hogy az m x n tipustt A métrix
A9 altalanositott inverze n X m tipust matrix.

Ha az (1.6.13) és az (1.6.14) egyenletekre alkalmazzuk az 1.3.6 tételt, akkor
azt latjuk, hogy a reflexiv altalanositott inverz rangja mar egyértelm:

o(A") = o(A).

Ha az (1.6.13)—(1.6.16) egyenletek valamennyien teljesiilnek, akkor az igy
definialt inverz egyértelmiien meghatarozott. Erre vonatkozik a kovetkezd
tétel.

1.6.6 tétel. Tetszoleges A mdtriz AT Moore—Penrose-féle inverze (pszeudo-
inverze) egyértelmd.
Bizonyitds. Egyszertiség kedvéért a bizonyitast valos elemii kvadratikus
matrixokra végezziik, megjegyezziik azonban, hogy lényegében ugyanigy bi-
zonyithatd a tétel komplex elemii tetszéleges matrixokra is.

Képezziik az (1.6.13) egyenlet transzponaltjat:

ATXTAT = AT,
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és helyettesitsiik be az (1.6.16) Osszefliggést:
(1.6.18) XAAT = AT.

Ha az (1.6.14) egyenlet transzponaltjat képezziik és az (1.6.15) Osszefiiggést
helyettesitjiik be, akkor a kévetkezst kapjuk:

XT=XTATXT = AXXT.
Mindkét oldal transzponéaltjat véve,
(1.6.19) X = (XXT)TAT

adodik.

Most indirekt modszerrel bebizonyitjuk, hogy az AT pszeudoinverz egyér-
telmii. Tegytik fel tehat, hogy van két pszeudoinverz, jelolje ezeket AI és A;.
Mindkettd kielégiti az (1.6.18) és az (1.6.19) egyenletet, innen kovetkezik,

hogy
(1.6.20) (Al - Al)AAT =0,
tovabbé a
T T
B, =AlAl & By=AlA}

jelolésekkel:
(1.6.21) (Al -Al)=(B] -B])AT.

A tovabbiakban felhasznaljuk a kovetkezd matrixazonossagot:

T T

(1622) (A] - AD)AAT(A] - A" = [(a] - a)A] [(a] - a})a] .

Az (1.6.20) osszefliggés behelyettesitésével

T

(1.6.23) [(A{ - AQ)A} [(A{ - AQ)A} =0

adodik.  Képezziik az igy nyert matrix nyomat, ami (1.6.10) szerint
(AJ{ — A;)A elemei abszolut értékének négyzetosszege, és vegyiik figyelembe,
hogy ez csak akkor lehet zérus, ha

(1.6.24) (Al -ADA=o0.

Ha most az (1.6.21) egyenletet jobbrol megszorozzuk egy olyan C matrix-
szal, amelyre ATC = 0 — tehat amelynek oszlopai ortogonélisak az A matrix
oszlopaira —, akkor

(1.6.25) (A} -Alc=o0.
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Valasszuk a C matrixot maximalis rangt olyan matrixnak, amely kielégiti
az ATC = 0 egyenletet. Ekkor o(C) = n — r, mivel az r-edrangi A matrix
valamennyi oszlopara ortogonélis linearisan fiiggetlen vektorok maximalis
szama n — r. Tehat az A és C matrixok oszlopai koziil Gsszesen n linearisan
fiiggetlen vektor valaszthato ki, amelyek az (1.6.24) és (1.6.25) osszefiiggések
szerint valamennyien ortogonéalisak az AJ{ — A; matrix minden sorara. Ebbgl
kovetkezik, hogy AJ{ — A; minden sora zérus, azaz AJ{ = A; és ezzel a tételt
bebizonyitottuk. H

Az alabbi tételben egy egyszert eljarast adunk a Moore—Penrose-féle inverz
kiszamitasara.
1.6.7 tétel. Legyen A egy m X n tipusi valds elemi mdtriz, amelynek a
rangja o(A) =r. Ha a mdtriz egy minimdlis diadikus elddllitdsa
(1.6.26) A=UVT,
akkor a Moore—Penrose-féle inverze:

(1.627) AT =Vv(VTV) " (UTU)'U.

Bizonyitds. Szorzassal kozvetleniil meggy6zédhetiink rola, hogy (1.6.26) és
(1.6.27) kielégitik az (1.6.13)—(1.6.16) Gsszefiiggéseket, amelyek az 1.6.6 tétel
értelmében egyértelmiien meghatarozzak a Moore—Penrose-féle inverzet. B

Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy noha az (1.6.26) alaku elallitas nem egyér-
telmi, a segitségével nyert (1.6.27) alakt Moore—Penrose-féle inverz egyértelmtien adodik!

28. Példa. Hatarozzuk meg az

3 11 10 5
A=1|2 7 6 2
1 3 2 -1

matrix Moore—Penrose-féle inverzét.

Megoldds. Az A matrix egy minimélis diadikus el6allitasa
2 1 3 2 -1

1110 1 2 4,

0

Elvégezve a szamitasokat az (1.6.27) formulédban, kapjuk, hogy

A =

N W

-9 16 43
i1 | —16 36 84
T 612 —4 8 —4
53 —64 —223

k *k k
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1.7 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Ebben a szakaszban a linearis egyenletrendszerek altalanos elméletét és a
megoldasi modszerek alapelveit targyaljuk, a matrixalgebra elemeinek fel-
hasznalasaval. Vizsgaljuk az egyenletrendszer megoldhatosaganak feltételét
és ismertetjiik, hogy ennek teljesiilése esetén hogyan konstrualhaté az egyen-
letrendszer altalanos megoldéasa. A targyalas kézéppontjaba az egytitthatok-
bol alkotott matrix minimaélis diadikus elGéllitasat allitjuk; ily modon

(a) egyszert kritériumot kapunk az egyenletrendszer megoldhatoségara;

(b) megszabaditjuk az egyenletrendszert a f6los egyenletektdl;

(c) a redukalt rendszer rekurziv médon egyszertien megoldhatova valik.

Ezutan belatjuk, hogy ha az egyiitthatokbol alkotott matrix kvadrati-
kus, akkor specialis esetként adddnak az el6tanulmanyokbo6l ismert megoldési
modszerek; majd megvizsgéljuk azokat az egyenletrendszereket, amelyeknek
az egylitthatomatrixa projektor.

A legaltalanosabb linearis egyenletrendszer:

a1121 + a12%2 + -+ + a1 Ty = by
a21%1 + a22T2 + - -+ + A2 Ty = b

W11 + AmaZ2 + - - + Gmn®n = by,

ahol az x; (j = 1,2,...,n) mennyiségek ismeretlenek, az a;; (i =1,2,...,m;
j=1,2,...,n) szamok az egyenletrendszer egyiitthatoi és a b; (i=1,2,...,m)
értékek adott szamok.

A matrix fogalménak és a matrixmitiveleteknek a segitségével ez az egyen-
letrendszer az

(1.71) Ax=b
matrix alakban irhato, ahol
A=lay] (=12,....m; j=12,...,n)
az egyenletrendszer egytitthat6ibol allo egyiitthatomdtrix,
x=[z;] (=12,...,n) és b=[b] (i=12,...,m)

n, ill. m elemt oszlopvektorok.

A matrix alakban felirt egyenletrendszer matrixegyenletként is tekinthetd,
ezért a linearis egyenletrendszer helyett gyakran roviden egyenletet mondunk.
Hangstlyozni kell, hogy a linearis egyenletrendszerek itt kdvetkezs altalanos
targyalasa soran nem tessziik fel, hogy az ismeretlenek n szama és az egyen-
letek m szama megegyezik, az A egyiitthatomatrix tehét tetszdéleges téglalap
alaka méatrix lehet!
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Az (1.7.1) linearis egyenletrendszert b # 0 esetén inhomogén, b=0 esetén
pedig homogén linearis egyenletrendszernek nevezziik. ElGszor az utdébbival
foglalkozunk, mert — mint latni fogjuk — az inhomogén linearis egyenletrend-
szerek vizsgalata mindig visszavezetheté homogén linearis egyenletrendszerek
vizsgélatara.

1.7.1 Homogén linearis egyenletrendszer
Tekintsiik az
(17.2) Ax=0

alaka egyenletrendszert, ahol A egy m X n tipust, r-edrangi matrix
(r < min(m,n)). Keszitsiik el az A matrix egy minimélis diadikus elgallitasat
(1.3.4) szerint:

A= Z ukvg,
k=1
helyettesitsiik be az (1.7.2) egyenletbe:

(1.7.3) Z w,vix =0.
k=1

Az 1.3.4 tétel szerint a minimélis diadikus felbontas uy oszlopvektorai
linearisan fiiggetlen vektorok, ezért az (1.7.3) dsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy
vix =0 (k= 1,2,...,r). Ez annyit jelent, hogy az Ax = UV'x = 0
egyenlet ekvivalens az aldbbi, an. redukdlt egyenlettel:

(1.74) VTx=0.

Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy a diadikus felbontassal nyert VT
matrix trapéz alakid, akkor megallapithatjuk, hogy az eredetileg m egyen-
letbdl allo egyenletrendszert olyan r egyenletbdl allo rendszerre redukaltuk,
amelynek egyiitthatomatrixa az ismeretleneket két csoportra osztja. Semati-
kusan vazolva:
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Részletesen kiirva, a redukalt egyenletrendszer:

V1121 + V1222 + 0 F VT F V1T g1+ V1T = 0,
V222 + -+ V2 Xy + V2 pp 1T 41 + +* -+ VopTp = 0,

Vpr Ty + UT,T+1x,«+1 + 4 Vpndn = O

A diadikus felbontasbol adodoan a vy elemek (K = 1,2,...,7) zérustol
kiilonbozsek, tehat az xq, 2, . .., x, ismeretlenek az utols6 egyenletbdl kiin-
dulva, rekurziv uton kifejezhetSk az x,41,2r42,..., T, ismeretlenek segitsé-
gével. Vagyis az egyenletrendszernek megoldasa minden olyan x1, s, ..., x,
értékrendszer, ahol @, 41, x4, ..., 2, értékét tetsz6legesen valasztjuk és eze-
ket behelyettesitve az egyenletrendszerbe, 1, zo, ..., z, értékét kiszamitjuk.
Ezért az x,41, . . ., z, ismeretleneket szabad ismeretleneknek, az x1,xs, ..., x,
ismeretleneket pedig kitott ismeretleneknek nevezzik. Ha a VT métrix spe-
cidlisan fels6 haromszégmatrix, vagyis valamennyi ismeretlen kotott, akkor az
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Mivel minden homogén lineéris
egyenletrendszernek megoldasa az x = 0 trivialis megoldas, ezért ebben az
esetben az egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van.

Az ismeretlenek ilyen felosztasa nem egyértelmii ugyan, de az ismeretlenek
kozill nem valaszthatok meg akarhogyan a kotott ismeretlenek. Ha pl. a
diadikus felbontas soran nem tudunk az elsé r oszlop mindegyikébdl generald
elemet valasztani, vagyis nem kapunk a VT méatrixra trapéz” alakot, akkor
ez azt jelenti, hogy az els6 r ismeretlen nem lehet mind kotott ismeretlen. Az
adott méatrix oszlopainak megfelels atrendezésével azonban mindig elérhetd,
hogy a V' matrix trapéz alakot 6ltson; ez esetiinkben azt jelenti, hogy az
ismeretlenek sorrendjét kell megfelel6en modositani.

A szabad ismeretlenek értékét valasszuk meg a kovetkezGképpen (a
tablazat egy-egy oszlopa a szabad ismeretlenek Gsszetartozo értékeit tartal-

mazza):
|k:1|k:2| |k::n—7“

T,k 1 0

Try2k 0 1 0

Tnk 0 0 1
Ha kiszamitjuk a kotott ismeretlenek ezeknek megfelel6 x1x, xog, ..., Trk
(k=1,2,...,n —r) értékrendszereit, akkor igy n — r kiillonb6z8 megoldas-
vektort kapunk az n ismeretlenre. Ezeket az x; (k = 1,2,...,n — r) meg-

oldasvektorokat egyesitsiik egy (n — r oszlopot és n sort tartalmazo) X,,_,
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métrixban:

T11 T12..-Tln—r

)

[ } | Tr1 T2 Trpn—r| _

X1X2 ... Xp—r| = 1 0 ... 0 = An—r-
0 1 0
0 0 1

Ezek a megoldasvektorok linearisan fiiggetlenek.  Ugyanis felirva a

c1,Co,...,Ch_r mennyiségekkel alkotott linearis kombinéciojukat:
r n—r T
> T
i=1
n—r
Z Z2;Cq
i=1
n—r .
g x;c; = | =T =X,—r¢ (ahol ¢ = [¢;], x; = [zki]),
— > Tric
= i=1
C1
C2
Cn—r J
ez csak akkor lehet zérus, ha ¢y = co = -+ = ¢, = 0. Az X,,_, métrix

oszlopvektorai tehat az adott homogén linearis egyenletrendszer linearisan
fliggetlen partikularis megoldésai, amelyek linearis kombinacioi az egyenlet-
rendszer valamennyi megoldasat szolgéaltatjak. Ugyanis a szabad ismeretle-
nek értékének tetszéleges

(L7.5)  wpy1=t1, Tpp2=t2, ..., Tp=ty 4

valasztasa esetén az x; megoldasok

n—r
Z xit; = Xt (t = [t;])
=1

alakt linearis kombinacioja kielégiti a szabad ismeretlenekre tett (1.7.5) ki-
kotést és az adott homogén linearis egyenletet. Masrészt, ha y = [y;] az
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(1.7.2) egyenlet egy tetszGleges megoldasa, akkor az y = X,,_,c Ossze-

fliggeésbdl ¢; = yrqy (i = 1,2,...,n — r) valasztas esetén y elsallithato az
x; vektorok linearis kombinaciojaként.
Az

(1.7.6) x=X,_,t

megoldast ezért a homogén linearis egyenletrendszer dltaldnos megolddsdnak
nevezziik.

1.7.2 Inhomogén linearis egyenletrendszer

Térjiink most r4 az Ax = b inhomogén linearis egyenletrendszer megolda-
sara. Ezt a kovetkezSképpen vezetjiik vissza homogén linearis egyenletrend-
szer megoldasara. A jobb oldali b vektort a bal oldalra hozzuk:

Ax+b(-1)=0.

Ha most az x vektort kiegészitjiik (—1)-gyel (n + 1)-edik elemként, tovabbéa
az A maéatrixot kiegészitjiik a b vektorral mint (n + 1)-edik oszloppal, akkor
a fenti egyenletrendszert az alabbi alakban irhatjuk fel:

A b]{’f]zo.

Bevezetve a kovetkezd jelolést:

A=[A bl i—{_’f],

a feladatot visszavezettiik az
(1.7.7) AX=0 (8,41 =b, &y =—1)

homogén lineéris egyenletrendszerre. A diadikus felbontésaval a feladat az
el6z6ekben targyalt médon megoldhatd. Egyetlen igen lényeges koriilményt
azonban mindig figyelembe kell venni. Ahhoz, hogy az egyenletrendszer meg-
oldhat6 — kompatibilis — legyen, vagyis ahhoz, hogy a potlolag bevezetett z,,41
ismeretlen értéke — eldirasunknak megfeleléen — (—1) lehessen, &1 szabad
ismeretlen kell, hogy legyen. Ezért a diadikus felbontas soran general6 elemet
sohasem szabad az utolso6 (az n + 1-edik) oszlopbdl véalasztani. Ha a diadikus
felbontas valamelyik diddjanak sorvektoraban az n + 1-edik elem kivételével
valamennyi elem zérus, akkor Z,; nem lehet szabad ismeretlen, tehat az
egyenletrendszernek nincs megoldésa, az egyenletrendszer nem kompatibilis
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(egyenletei ellentmondoak). Mivel ebben az esetben az A~ matrix e diadikus
felbontasa soran talalhato egy r + 1-edik generalo elem, A rangja r + 1:

o[A b]=r+1.

A kapott eredményt a kovetkezs tételben fogalmazzuk meg:

1.7.1 tétel. Az (1.7.1) egyenletrendszer kompatibilitasinak szikséges és
elégséges feltétele az, hogy a b wvektorral bévitve az A mdtrizot, a mdtriz
rangja ne vdltozzék, vagyis

(1.7.8)  o[A Db]=p(A)

teljestiljon.

Megjegyezziik, hogy ha a kompatibilitasi feltétel specialisan ugy teljesiil,
hogy az egylitthatométrix rangja megegyezik az ismeretlenek szamaval, tehat

o(A) = ¢[A b]=n,

akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van.

Ha a kompatibilitasi feltétel teljesiil, és a homogénra redukalt rendszer
altalanos megoldasa x = Xnﬂ,rf, akkor ebbdl ugy térhetiink vissza az ere-
deti inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasara, hogy az ., szabad
ismeretlennek a —1 értéket adjuk.

Részletesen felirva, a homogén rendszer altalanos megoldéasa a kdvetkezd:

T1 T11 T12..-Tlptl—r t
Z2 Tol X22 ... X2 ptl-r ta
Ty | Tr1 T2 Trptl—r tnti—r
Tr41 0 0
. 0 1 0
jn ....................

| Tpt1=—1 | | 0 0 I

Innen a 41—, = —1 helyettesitéssel, és a
—Tipy1—r =T (0=1,2,...,7)
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jelolés bevezetésével az adott inhomogén linearis egyenletrendszer altalanos
megoldasara az alabbi adodik:

[z ] [ 210 ] [ 11 212 T | [ 1
T2 20 To1 T22...T2p—r to
Ly _ Zro Lyl Ty2 .. Trnp—r tn—r
7o) =10 |1 0o ’
Trio 0 0 1 ...0
| Tn | L 0| i 0 0 ...1 ]
ahol t1,t2, ..., t,—, tetszbleges paraméterek.
Az inhomogén egyenletrendszer megoldéasa tehat két részbdl all: az els6
tag az egyenletrendszernek a paraméterek t; = to = -+ = t,_, = 0 ér-

tékei mellett ad6d6 megoldésa, amit az inhomogén lineéris egyenletrendszer
egy partikuldris megolddsanak neveziink; a méasik tag az adott inhomogén
egyenletrendszerhez tartozé (b = 0 esetén adodd) homogén linearis egyen-
letrendszer dltaldnos megolddsa. Osszegezve tehat kimondhatjuk a kovetkezd
tételt.

1.7.2 tétel. Azinhomogén linedris egyenletrendszer dltaldnos megolddsdt egy
partikuldris megolddsdnak és a hozzd tartozé homogén linedris egyenletrend-
szer dltaldnos megolddsdnak édsszege adja.

Az alabbiakban néhany példan szemléltetjiik a fenti elméleti meggondola-
sokat.

29. Példa. Hatéarozzuk meg a

3 11 10 5 10 b 1
2 7 6 2 5 xTo
1 3 2 -1 2| |zs| =
4 10 4 —-12 4 Ty
X5

> ot oo O

inhomogén linearis egyenletrendszer megoldéasait a \ paraméter fiiggvényé-
ben.

Megoldas. Elészor elkészitjiik a jobb oldali vektorral kiegészitett egyiitthato-
matrix egy minimélis diadikus elGallitasat.

Megjegyezziik, hogy az ilyen egyszerii, egész egyiitthatos feladatokban —
a tortekkel valo szamolas elkeriilésére — a levonasra keriils diadok generald
elemét lehetSleg ugy valasztjuk, hogy az oszlopaban vagy soraban all6 tobbi
elemnek osztoja legyen (ebben az esetben ugyanis a generald elemmel a diad
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oszlopéanak, ill. soranak elemei eloszthatok). Ha nem a sarokelemet valaszt-
juk generalo elemként, akkor a faktorizacio nem trapéz alapu ugyan, de erre
nincs is sziikségiink, mivel a tovabbiakban csupan a kotott és a szabad is-
meretleneket kell szétvalasztani. A kotott ismeretleneket azoknak az oszlo-
poknak az indexe hatarozza meg, amelyekbdl a generéld elemeket valasztjuk,
abban a sorrendben, ahogy a diddokat egymas utan levonjuk. Erre azért
kell {igyelni, mert a kotott ismeretleneket a szabad ismeretlenek fiiggvényé-
ben éppen forditott sorrendben — rekurzive — tudjuk majd kifejezni. Fontos
megemliteni, hogy az utolsé oszlopot mindenképpen utoljara kell hagyni a
generald elem kivalasztéasahoz, mert csak igy dertilhet ki, lehet-e az utdlag
behozott ismeretlen szabad ismeretlen. Egyébként a bonyolult kifejezésekkel
végzend§ szamolés elkeriilése érdekében célszert a hatarozatlan paramétert
tartalmazo oszlopokbol minél késébb generéld elemet valasztani.
Az aléabbi felbontés soran lépésenként bekeretezziik a generald elemet.

3 11 10 5 10 10 371 3 2 -1 2 35
2 7 6 2 5 8 2

1] 3 2 -1 2 5 1 :
4 10 4 —12 4 A 4 |
[0 2 4 8 4 -5 ] [2]0 12 41 -2
o [1] 2 4 1 -2 | |1

0o 0 0 0 0 0 0 ’
[0 -2 -4 -8 —4 x-20] [-2
(0000 [2] -1 170 0 0 0 2 —1]
o000 0 0 | |0

0000 0 0 0 ’
(0000 -2 Ax-24 -1 |
00000 0 0700 0 0 0 0 A—25]
00000 0 0

00000 0 “lo
[0 0 0 0 0 |A—25 1

A jobb oldali vektorral kiegészitett egylitthatoméatrix faktorizalt alakja ezért

3 2 1 0 13 2 -1 2 )

2 1 0 0 0 1 2 4 1 —2
[A b= 1 0 0 0 0 0 O 0 2 -1

4 -2 -1 1 0 0 O 0 0 A—25

www.interkonyv.hu

© Typotex Kiado

© Rézsa Pal



© Typotex Kiado

1.7 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 121

Az adott inhomogén linearis egyenletrendszer megoldéasa tehat ekvivalens az
alabbi homogén lineéris egyenletrendszer megoldasaval:

1 3 2 -1 2 5 T
01 2 4 1 -2 T2
0 0 O 0 2 -1 r3| 0
0 0 0 0 0 XN—25 Ty ’
x5
T6

Az egyenletrendszer kompatibilitasi feltétele, hogy ¢ szabad ismeretlen
legyen. Ez pedig azt jelenti, hogy az egyiitthatomatrixnak nem lehet olyan
sora, amelyben csak az utolsé elem zérustol kiilonbozs; tehat csak

A—25=0, vagyis A=25

esetén 1étezik az adott egyenletrendszernek megoldasa.

A kovetkez§ 1épés az egyenletrendszer kotott és szabad ismeretleneinek
szétvalasztasa. Mivel a generald elemeket rendre az els6, masodik és 6todik
oszlopbdl valasztottuk, z1, xo és x5 lesz kotott ismeretlen, x3, x4 és xg pedig
szabad ismeretlen Az egytitthatoméatrix oszlopainak megfelels dtrendezésével
az egyenletrendszer tehat a kovetkezd alakba irhato:

13 2 2 —1 5 T
011 2 4 =2 T2
0 0 2 0 0 -1 _Is —0.
T3
T4
T6

A kotott ismeretleneket rekurziv iton hatarozzuk meg, a szabad ismeretlenek
fliggvényében; ehhez a méatrix alakban felirt egyenletet atirjuk egyenletrend-
szer alakjaba és ugy rendezziik, hogy a bal oldalra a kotott, a jobb oldalra a
szabad ismeretlenek keriiljenek:
2%5 = Ze,
To + x5 = —2x3 — 4day + 26,
x1 + 3r9 + 205 = —2x3 + 4 — dxg.

Innen
1
T5 = 5 63
3
To = —2x3 — 4y + 5 T6;
21

T = 4xs + 1314 — 71'6.
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Ezek utan a szabad ismeretlenek értékeit kétféleképpen vélasztjuk meg:
(a) x3=1, x4=0, x6=0,
(b)  23=0, x4=1, x6=0.
Ezek behelyettesitésével a kotott ismeretlenek:
(a) r1=4, x9=-2, x5=0
és
(b) xr1 =13, wzo=-4, x5=0.

Az adott egyenletrendszerhez tartozo homogén linearis egyenletrendszerre
igy az alabbi két, linearisan fliggetlen partikularis megoldast kapjuk:

(@) [ 4 (b) [ 13
) 4
1, 0

0 1

0 0

A homogén linearis egyenletrendszer altalanos megoldésat ezek linearis kom-
binacidja adja:

4 13 4 137 [
—2 —4 —2 -4 M

L ti+]| 0lta=] 1 0

0 1 0 1

0 0 0 0

Végiil a szabad ismeretleneknek az alabbi értékeket adjuk:
(c) 23=0, x4=0, z=—1;

igy megkapjuk az adott inhomogén egyenletrendszer egy partikularis megol-
dasat:

1
| 2
]

X =

Nl—= o o NlWw
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A keresett megoldast e ketts Osszege adja:

T 4 13 | |4y 2 4ty +13ty +271_

T -2 —4 | |ty -3 —2t; — Aty — 3

r3| = 1 0 + 01| = ty

Ty 0 1 0 to

5] [ 0 0] -3 | -1
* k%

30. Példa. Hatarozzuk meg a

2 5 1 37 [= 2
4 6 3 5| |z |4
4 14 1 7| |as| T |4
2 =3 3 A | | 7

egyenletrendszer megoldasat a A\ paraméter fliggvényében.

Megoldas. Elkészitjiik a jobb oldali vektorral kiegészitett egyiitthatomatrix
egy minimalis diadikus felbontésat:

1 0 0 2 5 1 3 2
3 -1 0 2 9 0 4 2

[A b= 1 1 0 00 0 Xx=1 5|
3 -2 1

A redukalt homogén linearis egyenletrendszer matrix alakja tehat

2 5 1 3 2| |1
2 9 0 4 2| |2
0 00 A—1 5| |xz3|=0.
T4
s

Az egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele, hogy x5 szabad ismeret-
len legyen. Az egyiitthatomaéatrixnak tehat nem lehet olyan sora, amelyben
az utolso elem kivételével minden elem zérus. Az egyenletrendszernek ezért
csak akkor van megoldasa, ha

A—1%#0, vagyis A # 1.

A kotott ismeretlenek (sorrendben) xs,x1, x4, a szabad ismeretlenek o
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és 5. A megoldando egyenletrendszer (a rekurziv megoldas sorrendjében):
()\ — 1).734 = — 5T5;
221 +4xy = — 920 — 225,

x3 + 221 + 3x4 = —Dx9 — 225.

A keresett megoldés tehat az alabbi alakban adodik:

X1 72 E
2 A—1
ZTo 1 0
r3 4 N1
5
74 0 1
ahol A # 1.
*x k%

31. Példa. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasat a

A1, Ao, ..., A, paraméterek fliggvényében.
M 1o1.10 1 [ [
1 X 1...1 1 T2 1
1 1 )...1 1 T3 1
1 1 1...x_-1 1 Tyt 1
1 1 1...1 An T 1

Megoldds. Harom {6 esetet kell megkiilonboztetni:

(a) egyik \i értéke sem egyenls 1-gyel;

(b) egyetlen A értéke 1, a tobbi nem egyenls 1-gyel;

(c) p szamu Ay, értéke 1, a tobbi nem egyenls 1-gyel.

(a) Legyen Ay # 1 minden k-ra. Jelolje a A;, elemekbdl alkotott diagonal-
maétrixot A, a csupa 1 elembdl allo oszlopvektort e. Ezekkel a jelolésekkel az
egyiitthatomatrix felirhaté mint (A — E) + ee', tehat mint az egyetlen ee’
didddal médositott A — E diagondlmatrix.

Ekkor két alesetet kiilonboztetiink meg:

(o) Ha1+e"(A—E) 'e # 0, akkor az (1.5.29) alatti Sherman-Morrison-
formula szerint az egyiitthatomatrix invertalhato és az inverz az alabbi képlet
alapjan szamithato:

(A-—E)'ee"(A —E)!

[(A-E)+ee’]” = (A-B)~ - =g
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Igy az egyenletrendszer megoldasara a kovetkezs adodik:

1

_ -1
“Trea—E) e ATE e

x=[(A—-E)+ee'] e

Figyelembe véve, hogy

n

T —1
A-E =
TA-B) o=
az egyes ismeretlenek értéke
1 1
= . k=1,2,...,n).
Tk 1 )\k; 1 ( PP 7”)

1+ >

v=1 /\v -1

() Hal+e"(A—-E) e =0, azaz

n 1
1+Z)\v_1:0 (Ao # 1),
v=1

akkor az egyiitthatoméatrix szingularis. Megmutatjuk, hogy az egyenletrend-
szernek ekkor nincs megoldasa, mert a kompatibilitési feltétel nem teljestl.
Errél legegyszertibben a kovetkezképpen gy6zddhetiink meg. A jobb oldali
e vektorral kiegészitett egylitthatomatrixot balrél megszorozzuk a nemszin-
guldris R matrixszal, ahol

1 —1
1 —1

A szorzas eredménye a kovetkez6 méatrixot adja:

M—1 0 ... 0 1-X\ O
0 X—1... 0 1-X O
0 0 A1—1 1-X, 0
1 1 1 Ay 1

Innen kiolvashat6, hogy az utolsé el6tti oszlop elhagyasaval adodo n-edrendt
minormétrix determinénsa

n—1

[Tw -1 #o0,

k=1
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tehat a kiegészitett egylitthatomatrix rangja n. Ez azt jelenti, hogy a ki-
egészitett matrix rangja nem egyenld az eredeti matrix rangjaval (hiszen a
feltétel értelmében az szingularis, tehat az 1.7.1 tétel alapjan az egyenlet-
rendszer nem kompatibilis, vagyis valéban nincs megoldasa.

Megjegyzés. Erdemes kiilon megemliteni, hogy abban a specialis esetben, amikor valameny-
nyi A\ értéke egyenls, akkor az egyiitthatomatrix A\, =1 —n (k=1,2,...,n) esetén valik
szingularissa, tehat ez esetben nincs megoldasa az egyenletrendszernek.

(b) Ha valamelyik i értéke 1 —legyen példaul \; = 1 —, a tbbi pedig nem
egyenld 1-gyel, akkor az egyiitthatomatrix tovabbra is nemszingularis, tehat
az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Ezt a fenti megoldasbol agy
nyerhetjiik, hogy a tortet bévitjiik a A; —1 kifejezéssel, és elvégezziik a Aj — 1
hataratmenetet. Igy az xj = 1; ha k # j eredményre jutunk.

(c) Legyen p > 1 szamu Ay, értéke 1, a tobbi pedig nem egyenls 1-gyel. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy \y = Ao =--- =X, = 1. Az
egylitthatomatrix ekkor szingularis, a rangja n—p+1. A jobb oldali vektorral
kiegészitett egyiitthatomatrix diadikus felbontasa a kovetkezd alaki:

1 1.1 1 1.1 1 1T 1 1...1]
1 1.1 1 1.1 1 1
1 1.1 1 1.1 1| |1 B
I 1.1 Ay 101 1 1 -
I 1.1 1 Apya.. 1 1 1
1111 1. 1] 1]
[0 0 0 0 0 0]
00 0 0 0 0
=10 0.0 —1 0 0 0
0 0 0 Apra —1 0 0
00 0 0 Ao—1 0 |

11 1... 1 1 ... 1 11 =
00 0.0 —1 0 ... 0 0| m
000... 0 Mpz=lo. 0 0| @ |_
00 0... 0 0 - A—1 011 =,
Tn+1
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Mivel z,,+1 szabad ismeretlennek adodik, az egyenletrendszernek van megol-
désa. Kozvetleniil kiolvashato, hogy

Tpg1 = Tpy2 = -+ =T, = 0.
Szabad ismeretlennek valaszthaté zo, 3, . .., zp, tehat az altalanos megoldas:

[ 2y ]| [1] [ -1 —1...-1 [t

9 0 1 0... 0 to

T3 0 0 1... 0 :

S I I N P tp—1
e | ol T] 0o 0.1
Tpt1 0 0 0 0
2 | 0] | 0 0. 0]
x %

1.7.3 Linearis egyenletrendszer kvadratikus
egyiitthatématrixszal

A kovetkezSkben azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor az egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixa kvadratikus (vagyis az ismeretlenek szama és
az egyenletek szama megegyezik, n = m). Ekkor még két alesetet kell meg-
kiilonboztetniink aszerint, hogy az egyiitthatomatrix nemszinguléris, ill. szin-
gularis.

(a) Nemszingularis egyiitthatomatrix. Abban az esetben, ha nemszin-

gularis az egyiitthatomatrix (azaz ha r = n), ennek inverzével balrél megszo-

rozva az egyenletet, megkapjuk az egyenletrendszer egyetlen megoldasat.
Homogén linearis egyenletrendszer esetén az Ax = 0 (ahol |A| # 0)

egyenletbdl x = 0 kovetkezik, ami az egyenletrendszer trivialis megoldasa.
Inhomogén linearis egyenletrendszer esetén az

(1.7.10) Ax=Db (ahol |A|#0)
egyenletbdl
(1.7.11) x=A""'b

adodik. Ha az inverz helyére behelyettesitjiik az (1.2.34) 6sszefiiggést, akkor
az (1.7.11) megoldas az alabbi alakban irhato:

_ (adj A)b

(1.7.12) A
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A jobb oldali tort szamlalojaban olyan vektor all, amelynek k-adik eleme az
adjungalt matrix k-adik soranak és a b vektornak a kompozicidja, azaz

Aigbr + Agpby + - - + Apiby.

Ez a kifejezés egy olyan determinans kifejtése, amelyet az |A| determinansbol
ugy nyeriink, hogy k-adik oszlopat az egyenletrendszer jobb oldalan allo b,
mennyiségekkel helyettesitjiik. Jelolje Dy ezt a determinanst:

aiy...01 k-1 by a1 k+1---0Aln
_laor...azk—1 b2 agpq1...a0,
Dy = .

Apl «--O0pk—1 bn Qp k+1 -+ Ann

Ezzel az (1.7.10) egyenletrendszer megoldéasara az (1.7.12) osszefiiggésbol
a kovetkez6 adodik:

Dy,

1.7.13) ap = —
( A

(k=1,2,...,n),
ami az inhomogén linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgald jol ismert
Cramer-szabaly.”

A Cramer-szabalynak elsGsorban torténeti jelentGsége van, mert haromnal
tobb ismeretlen esetén az egyenletrendszer megoldasara gyakorlatilag alkal-
matlan. Egyenletrendszerek megoldasara altalaban numerikus modszereket
alkalmazunk, amelyek konnyen programozhatok. Ezek koziil a klasszikus
Gauss™*-féle eliminacios modszer Crout-féle valtozatat ismertetjiik. Itt is ab-
bol indulunk ki, hogy az (1.7.1) egyenletrendszer egyiitthatoméatrixat a jobb
oldali b vektorral egészitjiik ki és igy a feladatot az (1.7.7) homogén linearis
egyenletrendszer megoldésara vezetjik vissza. Azzal az esettel foglalkozunk,
amikor az egyilitthatéoméatrix nemszingularis, tehat a feladatnak egyértelmi
megoldasa van. A megoldéds menete hasonlit ahhoz, ahogyan az egyiitt-
hatémaéatrixot annak minimalis diadikus felbontaséaval faktorizaltuk. A jegy-
veszteség csokkentése érdekében azonban az egymas utan kévetkezd oszlo-
pokbol az abszolut értékben legnagyobb elemet valasztjuk general6 elemnek,
ezt az eljarast részleges féelemkivdlasztdsnak nevezziik. Ha a k-adik lépésben
a k-adik oszlop kk; k + 1,k;...;nk indexii elemei koziil az iy, k indexd a leg-
nagyobb abszolut értéktd, akkor az ip-adik és k-adik sort felcseréljik, és az
a;, 1 elemet valasztjuk general6 elemnek.

Minden levéalasztand6 diad sorvektorat tigy normaljuk, hogy (a fenti sor-
csere utan!) féatlobeli eleme 1 legyen (a generdlé elemmel a didd sorvek-
toranak elemeit osztjuk). Ez lehet6vé teszi, hogy az A matrix minimalis

*G. Cramer (1704-1752) svajci matematikus.
**K. F. Gauss (1777-1855) német matematikus.
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diadikus felbontasaval kapott faktorizacio tényezéit, vagyis az U alsé harom-
szogmatrixot és a vT (n+ 1 oszlopot tartalmazo) felss trapézmatrix ,f6atlo”
feletti elemeit — gépi tarolokapacitas megtakaritasa végett — egyetlen matrix-
sz4, ,0sszetoljuk®:

>
Il

Az A matrix elemeit az U és VT tényezGk elemeinek segitségével a kovetkezs
alakban frhatjuk fel:

Qi = U1 V1E + UspV2k + -+ + U k—1Vk—1,k + Usk, ha 2>k,
és
Qik = U1 V1k + Ui2V2k + -+ 4 Ui i—1Vi—1,k + UsiVik, ha @ <k.

Innen U és V7 elemeire az

(L.7.14)  wip = @i — U V1 — -+ — Ui h—1Vk—1,k, ha 7>k,
és

1 .
(1715) Vik = —(alk — U1V — **° — ui’i,lvi,l,k), ha 7 < k,

i
rekurzios Osszefiiggéseket nyerjiik. Ezeket a képleteket a kovetkezéképpen
alkalmazzuk. ElGszor U els6 oszlopat:

(1.716) wip=an (=1,2,...,n),

majd VT els6 sorat irjuk fel:

(L7.17) vy = uinalk (k=2,3,...,n).
Ezutan U mésodik oszlopanak elemeit
(1.718) wjo = aia —upvie (i=2,3,...,n)

szerint, majd VT maésodik soranak elemeit

1
(1.7.19) Vor = —(a% — u211}1k) (kj = 3,4, .. .,n)
U22
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alapjan szamitjuk, és ezt folytatjuk, felvaltva haladva oszloponként és soron-
ként, amig a teljes ,triangularis faktorizaciot* el nem érjik™:

Ur1| Vi2 V13 ...Vin Vin+1
U21  U22| V23 ...V2n V2 n+41
(1.7.20) | us1 us2 Ugz|. . V3n V3ni1

Unl Un2 Ungz ---Unn | Unnt+l

Megjegyezziik, hogy a kozolt algoritmus szerint az adott A matrix elemeit
fokozatosan ,feliilirhatjuk” a faktorizacioval nyert (1.7.20) ,Osszetolt” méatrix
elemeivel, igy az eljaras nem igényel tjabb tarolokapacitast.

A gyakorlatban az egyiitthatok tablazatat kiegészitjiik az egyes oszlopok
elemeinek Gsszegét tartalmazo (n+1)-edik sorral, és az egyes sorok elemeinek
Osszegét tartalmazo (n + 2)-edik oszloppal; ezek a kontroll-szummék. Alkal-
mazasuk biztositja a szamitas ,menet kézbeni ellenérzését: tgy szamolunk
veliik, mintha az adott feladathoz tartozo egyiitthatok lennének, a trian-
gularis faktorizacio végén nyert (n + 1)-edik sor az U oszlopainak kontroll-
szummaja, az (n+ 2)-edik oszlop pedig VT sorainak kontroll-szummaja (nem
feledkezve meg a f6atloban explicite nem szerepls egyesekrol!).

A mondottak szemléltetésére felvazoljuk az eljaras soran fellépd matrixo-
kat. Az egyenletrendszer jobb oldalan allo vektorral kiegészitett egyiitthato-
maétrix triangularis faktorizacioja legyen a kovetkezd:

n+1

Az oszlopelemek Osszegezését gy vessziik figyelembe, hogy az n-edrendi
egységmatrixot egy (n + 1)-edik Osszegezd sorvektorral egészitjiik ki (ezzel
balrol szorzunk), a sorelemek sszegezéséhez pedig az (n+1)-edrendi egység-
matrixot egy (n + 2)-edik Osszegezs oszlopvektorral egészitjiik ki (és ezzel
jobbrol szorzunk):

* Az igy kapott trianguléris faktorizaciét az irodalomban altalaban LU-faktorizdcionak
nevezik, utalva arra, hogy L als6 haromszogmaéatrix (lower triangular matriz), U pedig
felsé haromszdégmatrix (upper triangular matriz). (Lasd [20].)
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n+1

A szorzasokat elvégezve lathato, hogy az egyenlet bal oldaldn olyan
(n+1) x (n+ 2) tipust matrixot kapunk, amelynek (n + 1)-edik sordban A
oszlopelemeinek osszege (ezeket also indexszel jeloltiik), (n + 2)-edik oszlopé-
ban pedig a sorelemek Gsszege all (megkiilonboztetésiil ezeket felss indexszel
lattuk el; a jobb als6 sarokban all6 kettds szumma pedig arra utal, hogy itt A
valamennyi elemének az Gsszege szerepel). Az egyenlet jobb oldalan, az els
tényezd utolsd sordban U oszlopelemeinek 6sszege a masodik tényezd utolsd
oszlopaban pedig VT sorelemeinek 6sszege 4ll:

[ [= | !
| I
R ol . |-
T ® |
| 2” 1| zu
PIED VIR ERIED Y 1 3 ) T Z, e 3,

Vegyiik most figyelembe, hogy az egyenlet bal oldalan all6 matrix rangja n, a
faktorizacio soran tehat n diad levonasa soran alakul ki az ,,0sszetolt” méatrix.
Vagyis utolso két lépéskeént a bal oldalon allo matrix (n + 1)-edik soréanak
(n +1)-edik elemébdl (Y-, 1-bdl), illetve (n 4 2)-edik elemébél (3 --bol)
vonjuk le a jobb oldal elss tényezs (n+ 1)-edik soranak és a masodik tényezd
(n + 1)-edik, illetve (n + 2)-edik oszlopanak (skalaris) szorzatat, igy az ,0sz-
szetolt” matrix utolsd soraban ez a két utolso elem sziikségképpen zérust kell
adjon minden esetben. (Numerikus feladatok megoldasakor végsé kontroll-
ként jo szolgalatot tehet ennek a két feltételnek az ellendrzése is!)
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Mivel az (1.7.7) egyenletrendszer az egyiitthatomatrix triangularis fakto-
rizaciojaval a Vi =0 egyenletrendszerre redukalhaté, ez az utolsdé egyen-
letbsl kiindulva, rekurziv dton megoldhaté. Behelyettesitve az x,41 = —1
értéket, igy

Tn = Un,n+1,

Tj = Vin41 — Vii41Ti41 — *°* — Uindn (Z =n—-1,n-2...,2 1)'

1
Ennél a modszernél a faktorizacio koriilbeliil §n3, az ismeretlenek rekurziv

kiszamitasa pedig koriilbeliil n? szorzéas elvégzését teszi sziikségesse. Meg
kell jegyezni, hogy a kerekitési hibak folytan — kiilonGsen a sok ismeretlent
tartalmazo egyenletrendszerek esetén — az itt leirt modszerrel nyert megoldas
a pontos megoldas egy elsd kozelitésének tekintendd.

32. Példa. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert a Gauss—Crout-
féle eliminacidés modszerrel:

201 — X2 — w3+ 3:4+ 225 = 6,

6x1 — 229 + 373 — x5 = -3,
—4x1 4 229 + 3x3 — 314 — 225 = —D,
211 +4x3 — Txy — 35 = =8,
xo +8r3 —bry — x5 = —3.

Megoldas. A feladat megoldésat az alabbi tablazatos elrendezés szemlélteti:

2 0 4 -7 -3 —-8|-12
0 1 8 -5 -1 -3 0
3 6 0 17 —12 -5 —13| —7
: 1 1
28— == 3 1 3 1
222 2
6 11 6 -9 —7-21|-30
-4 0 1 3 2 7| 13
2 1 -1 22 7| 10
0o 1 2 -2 6
D 6 3 2 0 6
= 8 21 -2 1 3 -1
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A kontrollszummak nem jeleznek hibat, tehat az alabbi faktorizaciohoz

jutottunk:
1 1 3
2 b= 3 3 1t 3
6 1 1 6 -9 -7 =21
—4 0 1 1 3 2 7
2 1 -1 2 12 7
01 2 -2 6 1 3

Ennek alapjan a redukalt egyenletrendszer rekurziv médon megoldhato:

x5 =3,

xry=7—2x5 =1,

x3="7—2x5 — 3x4 = —2,

Ty = —21 4+ Txs 4+ 924 — 623 = 21,

x1:3—x5—§w4+1w3+1m2:8.
2 2 2

* * *

Abban a specialis esetben, amikor az egyenletrendszer egyiitthatématrixa
savmdtriz, azaz amikor

(1.7.21) a;; =0, ha i—j>q és j—i>p,

ahol p és ¢ pozitiv egész, valamint a méatrix bal fels§ sarokminorai zérustol
kiilonbozsek, akkor a triangularis faktorizacio ,,0rokli ezt a tulajdonsagot.

Miel6tt ezt az allitast bebizonyitanank, emlékeztetiink az 1.3.1 tételre.
Ott megmutattuk, hogy amennyiben egy n-edrendii nemszingularis matrix
miniméalis diadikus felbontésa soran a bal fels¢ sarokelem minden lépésben
zérustol kiillonboz6 és ezt valasztjuk a levonand6 diddok generald elemeként,
akkor a diadikus felbontés ekvivalens a matrix triangularis faktorizacidjaval
és a matrix bal fels§ sarokminorai sziikségképpen zérustol kiillonbozéek. Most
bebizonyitjuk a tétel megforditasat (lasd [11]).

1.7.3 tétel. Ha az A = [a;j] nemszinguldris mdtric bal felsé sarokminorai
zérustol kiilonbozdek:

(1.7.22) AP Rl #0 (k=1,2,...,n),

akkor létezik a matriz (1.3.3) alakd minimdlis diadikus felbontdsa, ami ekvi-
valens a mdtriz (1.3.4) alatti trianguldris faktorizdcidjdval.

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik; n = 1 esetén az allitas
trividlisan teljestil, hiszen a1; # 0 és felithato a1 = a1 - 1 alakban. Tegyiik
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fel tehat, hogy az allitas n = k — 1 esetén fennall, és ebbdl kovetkeztetiink
arra, hogy n = k esetén is teljesiil. Jelolje Ax_1 a (k — 1)-edrendd bal felss
sarokblokkot, amelynek faktorizacidja a feltevés értelmében

Ay 1 =Up V],

ahol Uy_; (k — 1)-edrendi nemszingularis also, V}_; pedig (k — 1)-edrend
nemszinguléris felsd haromszogmatrix. Be kell latnunk, hogy ha |Aj| # 0,
akkor lehetséges az A = Uy, V;Cr triangularis faktorizacio. Legyen Ay parti-
cionalt alakja

A, f
A, = ,
i { g’ Akk }

és tegyiik fel, hogy a faktorizacidval nyert tényezsk particionalt alakja a ko-

vetkezo:

o Ukrfl 0 T _ szl C
Uk o |: dT Ukk :| ’ Vi = 0 1 ’

A beszorzast elvégezve innen

Ay, f [ UV, Ujic
gT akk - dTV;—_l dTC + Ukk

adodik, azaz
(1.7.23) Ug_ic=1, dTV;—_l = gT és apr = Uk + dTc.

Mivel pedig U1 és V] _, nemszingularis, igy az (1.7.23) 6sszefiiggésekbdl
c és f egyértelmiien meghatarozhato;

c= U,;_llf és d' = gT(V;—_l)fl,
és ezzel

are = ur + &' (Vi) T'UL T,
ahonnan

Ugk = Qkk — gTA;ZE1f-

Figyelembe véve az 1.5.3 tételt és az (1.5.20) Osszefiiggést, az Ay deter-
minansara tett feltétel értelmében

|Ak| = [Ak_1|(ark — 8" AL ) = [Ap_1]| - upk # 0,
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azaz ugr # 0. Ezzel bebizonyitottuk, hogy |Ug| # 0, tehat a triangularis
faktorizacio létezik. B

Ezek szerint, ha nemszingularis matrix bal fels§ sarokminorai zérustol
kiilonbozsek, akkor a generald elemek megfelel§ megvalasztasaval bizto-
sithaté a métrix triangularis faktorizacioja. Ennek felhasznalédséval most
bebizonyitjuk a sdvmdtrizok trianguléaris faktorizaciojara vonatkozo kovet-
kez6 tételt.

1.7.4 tétel. Ha [a;;] nemszinguldris sqvmdtriz, azaz
aij; =0, ha j—i>p és i—j>q,

ahol p és q pozitiv egész, tovdbbd a mdtrix bal felsé sarokminorai zérustol
kiilonbozéek, akkor a mdtriz A = UV trianguldris faktorizdcidjaban

ui;j =0, ha i—j>q, és v;; =0, ha j—1i>p.

Bizonyitds. Mivel VT fels6 haromszégmatrix, ezért az U matrix j-edik osz-
lopa U = A(VT)_1 miatt az A matrix els6 j oszlopanak linearis kombina-
cidja. Tehat ugyantugy, mint az A matrix j-edik oszlopét, az jellemzi, hogy

u;; =0, ha i—j>gq;
ez szemléltethets a matrixok szerkezetének felvazolaséaval:

f

P\

Hasonloképpen, mivel U also haromszogmatrix, ezért a V' matrix i-edik sora
VT = U A miatt az A matrix els6 i sordnak linearis kombinacioja. Tehat
az A matrix i-edik sordhoz hasonléan ezt is az jellemzi, hogy

vi; =0, ha j—1i>p;
felvazolva:

14
q{

P Wy

N
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy a savmatrixok savszerkezetét a trianguléris fak-
torizaciojuk valoban ,orokli.

33. Példa. Hatarozzuk meg az alabbi kontinuans matrix triangularis fakto-

rizaciojat:
1 2
1 4 6
1 6 12
1 8 20
1 10

Megoldds. A faktorizacio tablazata:

OO O = =
OO = NN
O WlWw o
— R O O
Uljor © O O

azaz

— W
—
[
195!
—1
I
— W
—
— Ot

Amint ebbdl a példabol is kittinik, a kontinuans matrixok triangularis fak-
torizécioja azt jelenti, hogy az also, ill. fels6 haromszogmatrix alaki ténye-
z6ben csak a f6atloban és az also, ill. fels6 kodiagonalisban lehetnek zérustol
kiilonbozs elemek. Ezekre bevezetjik a bidiagondlis matrixok definicidjat
(lasd [9], [30]):

1.7.1 definicié. Ha egy mdtriznak csak a fédtldjaban és a felsé (alsd) ko-
diagondlisdban vannak zérustol kiilonbozd elemek, akkor azt felsd (alsé) bi-
diagondlis mdtriznak nevezzik.

Sematikusan vazolva: B= B'-

Ezek szerint tehat azt mondhatjuk, hogy egy kontinuans matrix mindig fel-
bonthato egy also és egy fels¢ bidiagonalis matrix szorzatara és megforditva:
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egy also és egy fels6 bidiagonalis matrix szorzata mindig kontinuans (tridia-
gonalis) matrixot eredményez (ez a forditott sorrendben végzett szorzatra is
igaz: egy felsG és egy also bidiagonalis métrix szorzata is kontinuans matrixra
vezet).

A Gauss—Crout-modszer alkalmazasaval egyszert rekurzios képletek adod-
nak a kontinuans maéatrix egyiitthatoju egyenletrendszerek megoldasara. A
miiszaki és a természettudoméanyok sok feladata vezet ilyen egyenletrend-
szerre. Tekintsiik tehat az

ap by dy
1 az by da
C2 as b3 d3
X =
Cp—2 0anp-1 bnfl dnfl
L Cp—1 Qnp | L dn ]

egyenletrendszert, amely réviden a

Ci—1Tj—1 + a;x; +bjvip = d;, 1 <3< n,
Co — 0, bn =0

alakban irhato. Feltehets, hogy az egyilitthatomatrix irreducibilis, mert
kiilonben az egyenletrendszer szétesne kisebb méretid, ugyanilyen tipust
egyenletrendszerekre. Tegyiik fel tovabba, hogy az egyiitthatomatrix bal felsé
sarokminorai zérustol kiilonboz&ek. Ekkor az 1.7.4 tétel biztositja, hogy a
faktorizacié soran megmarad a savszerkezet, vagyis ebben az esetben a VT
tényez6 felsé bidiagonalis matrix, és az egyenletrendszer igen egyszert rekur-
zioval megoldhato. Az (1.7.14) és (1.7.15) képletek szerint n = 4 esetére az
alabbiak szerint végezhetjiik el a faktorizaciot.

a1 b1 0 0 d1
C1 a9 b2 0 d2
0 Co as bg d3
0 0 c¢3 a4 dy
dy
) d = = =
B 0 0 Loy Aima = E
/61 B1
c B b—2 0 52:az—c1b—1 ’Yz:m
1 P2 3 72 51’ B2 ’
"""" - b3 b ds —c
0 ¢ ;23 ) _ b2 _ 43 272
2 s B 73 B3 = as gy BT T
0 0 C3 ﬂ4 1’74 54:(14—C3b—3 vy = d4—0373.
X1 T2 I3 Xq 63 ﬁ4
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Altalanosan (lasd [17])

i—10i— )
pr = ai, 52‘:(11'*65171 (i=2,3,...,n),
1.7.24 i1
( | . . Sl g (i=2,3,...,n)
ﬁl’ ? Bz )9y 9

A megoldasra pedig az alabbi rekurzios Osszefiiggés adodik:

b;

— (i=n-1,...,2,1).
3, ( )
34. Példa. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a Gauss—Crout-féle
eliminéciés modszerrel:

Tn = Yny, Ti =% — Ti+1

T + 229 = 3,
2x1 + Txo + 1223 =15,
To + Dx3+ 214 = 4,

3xs + 11lxy + 1525 = 13,

x4 + 1325 = 22.

Megoldas. A feladat megoldésat az alabbi tablazatos elrendezés szemlélteti:

1 2 00 03 6
2 712 0 015 36
0 1 5 2 0 412
0 0 3 11 1513 42
0.0 0 11322 36
3 10 20 14 28 57:132
1.2 0 0 03 6
2 3.4 0 0 3 8
0 1 1.2 0 1 4
0 0 3 53 2 6
0 0 0 110;2 3
3 4 4 610 0 0
A kontrollszummak nem jeleznek hibat, tehat az alabbi faktorizaciohoz ju-
tottunk:
1 1 2 3
2 3 1 4 3
11 1 2 1
3 5 1 3 2
1 10 1 2
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Ennek alapjan a redukalt egyenletrendszer rekurziv médon megoldhato:

T5 = 2,

T4 =2 —3x3 = —4,
r3=1—2x4=09,
Ty =3 — 4wz = —33,
xr1 =3 — 2x9 = 69.

* * *

Mint mar emlitettiik, a kerekitési hibak halmozodéasa miatt a Gauss—
Crout-modszerrel kapott megoldéast a pontos megoldas kdzelitésének kell te-
kinteniink. Az alabbiakban olyan iteracios modszert ismertetiink, amellyel
ez a kozelités finomithato, és segitségével elvileg tetszGleges — gyakorlatilag
csupéan a szamitas elvégzéséhez felhasznalt szamitogéptdl fliggd — pontossag
elérhetd.

Jelolje xV) az

(1.7.25) Ax=Db

egyenletrendszer megoldasanak elsé kozelitését, és rM az
(1.7.26) ™ =b— AxM

kiilonbséggel definialt hibavektort. Ekkor az

(1.7.27) Au=rW

egyenlet megoldésa az x(!) kozelités korrekciojat adja, mert az (1.7.27) egyen-
letet behelyettesitve az (1.7.26) egyenletbe, (1.7.25) figyelembevételével a
pontos megoldasra

(1.7.28) x=xU 4 u

adodik. Az (1.7.27) egyenlet megoldasa viszont az A matrix mar ismert
faktorizacioja segitségével nyerhets, pontosabban ezzel az (1.7.27) egyenlet
megoldasanak egy u") kzelitését kapjuk. Varhato, hogy az igy szamitott

x@ — xO @

az adott (1.7.25) egyenletnek egy jobb kozelitése lesz, mint xV). Az eljarast
ezutan megismételjik, vagyis képezzik az

r®) =b — Ax®),
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Au® = p®),
XD — (B 4y (®)

iteracioval definialt x*) vektorsorozatot. Amennyiben az x") elss kozelités
.eleg” kozel van a pontos megoldashoz, akkor az fgy nyert x¥) vektorsorozat
konvergens és a hatarértéke az adott egyenletrendszer pontos megoldasa.

Megjegyzés. A konvergencia vizsgalata meghaladja e konyv kereteit, ezért arra itt nem
térhetiink ki.

Az eljaras szemléltetésére oldjuk meg a kovetkezo feladatot.

35. Példa. Hatarozzuk meg az

1,0303  0,99030 ] [21] _ [2,4944
0,99030 0,95285 | |zo| ~ [2,3988

egyenletrendszer egy kozelité megoldasat és finomitsuk utoiterdacios modszer-
rel.

Megoldds. Az adott egyenletrendszer megoldasa nyolc tizedesjegyre kerekitve:

}&_1t)::{1,22402691].

1,24536512

Az adott egyenletrendszeren elvégezve a Gauss-eliminaciot, az alabbi mat-
rixot kapjuk:

1,0303 0,99030 §2,4944
0 0,00099 | 0,0012 |

Ebbdl kiszamithatjuk az x1) 6s (M) vektorokat:

1,2560
W |-
x "[1,2121}’

M) _ v (1) _ [0,00000057
ro=boAx "[0,00003371 '

Az AuV) = r) egyenletrendszer megoldasabol

1 _ [-0,0322] o) 1y ) [1,2238
WS 0,035 T TXITE= 1 a5

adodik. A szamitasokat tovabb folytatva:

r(

2 _ [0,00000118
~ 10,00000090] °
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L@ _ [ 0,0002
—0,0002|

1,2240
® — x@ 4o — |-
U Exm = {1,2454} :

majd

L@ _ [~0,00000682
~ |-0,00000659] °

4@ — [ 0,00002717
~ [-0,00003515|

Az x = x® 4 u® &5 az x®) kozelitések egybevetésébdl lathato, hogy
azok mar az elsG ot tizedesjegyre megegyeznek, mivel u®® elemeinek abszolit
értéke kisebb, mint 0,5 - 107°. Itt altalaban meg szoktunk allni. Tovabbi
javitas csak ugy érhet6 el, ha az x®) vektorbol t&bb jegyet ismeriink.

* ok ok

(b) Szingularis egyilitthatomatrix. Abban az esetben, ha az egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixa szingularis kvadratikus matrix (vagyis r < n),
akkor az altalanos targyaléds soran kovetett modszert alkalmazzuk, tehat az
egyenletrendszert az egyttthatomatrix minimalis diadikus felbontasanak se-
gitségével redukaljuk.

Ezen beliil egy specialis esettel azonban érdemes kiilon foglalkozni, még-
pedig azzal az esettel, amikor a homogén linedris egyenletrendszer egyiittha-
tomdtrizdnak rangja eggyel kisebb, mint a rendszdma. Tekintsiik tehat az

(1.7.29) Ax=0 (JA|=0; o(A)=n—1)

egyenletrendszert. Irjuk fel az (1.2.27) azonossigot, és vegyiik figyelembe,
hogy A szingularis; ekkor az

(1.7.30) Aadj A =0

Osszefliggést kapjuk, tehat a Sylvester-féle nullitasi tételbdl (lasd az 1.3.13
tételt) kovetkezik, hogy

o(A) + o(adj A) < n,

azaz 9(A) = n — 1 miatt p(adjA) < 1, de ha p(adjA) = 0 lenne, az azt
jelentené, hogy A rangja n — 2, ami ellentmondasra vezetett. Ezért

(1.7.31) p(adjA) =1,
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és igy adj A oszlopai csak &llandd szorzoban kiilonbozhetnek egymaéstol.
Tehét az ismeretlenek az adj A matrix barmely oszlopanak elemeivel aranyo-
sak, vagyis

(1.7.32) ap=tAy (k=1,2,...,n;i=1,2,...,n);

vagy — mas megfogalmazasban — az ismeretlenek aranya egyenls az egyiitt-
hatomatrix barmely soranak elemeihez tartozd elGjeles aldeterminédnsok
aranyaval (feltéve, hogy koziiliik legalabb egy zérustol kiillonbozs):

(1.733) @y imwo i iy =An Ao Ay (1=1,2,...,n).

A szinguléris egyiitthatoméatrixok kérében kiilonleges helyet foglalnak el a
projektorok. Az alabbiakban megmutatjuk, hagy az ilyen egyenletek megol-
dasa kozvetleniil felirhato.

Tekintsiik tehat a

(1.7.34) Px=b

egyenletrendszert, ahol P egy n-edrendi és r-edrangu projektor. Megolda-
sat az (1.7.9) képlet alapjan a homogén egyenlet altalanos és az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasanak osszegeként allitjuk els.

A homogén egyenlet,

(1.7.35) Px =0,
altalanos megoldasat a projektorok
(1.7.36) P(E—-P)=0

definialo egyenletébgl kozvetleniil megkaphatjuk. Az (1.7.35) és (1.7.36)
egyenletek egybevetésébdl ugyanis lathato, hogy (E — P) barmely oszlopa
kielégiti a homogén egyenletet. Mivel az 1.6.2 tétel értelmében o(P) = r
esetén o(E — P) = n — r, tehat az E — P matrixnak van n — r linearisan
fliggetlen oszlopvektora, és ezeknek linearis kombinacioja a homogén egyen-
let altalanos megoldasat adja. A tetszGleges elemi t paramétervektorral az
altalanos megoldas

x=(E-P)t

alakban irhato.
Az inhomogén egyenlet, Px = b, egy partikularis megoldasa, ha létezik,

x = b;
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ugyanis az (1.7.34) egyenletet balrél szorozva a P matrixszal, P?x = Pb
adodik, és P? = P miatt a bal oldalak azonossagabol kovetkezik, hogy

(1.7.37) Pb=h,

vagyis x = b valoban kielégiti az egyenletet.

Az (1.7.37) osszefliggésnek ezért teljesiilnie kell adott P és b mellett, ha az
egyenletrendszernek egyaltalan létezik megoldésa, vagyis (1.7.37) az egyen-
letrendszer kompatibilitdsi feltétele.

Osszegezve: az (1.7.34) inhomogén egyenletnek akkor és csak akkor van
megoldasa, ha az (1.7.37) Osszefiiggés teljesiil. Az altalanos megoldas pedig
— a homogén egyenlet altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldésénak Osszegeként felirva — a kovetkezo:

(1.7.38) x=b+ (E—P)t.

Ezek szerint az olyan linearis egyenletrendszerek megoldasa, amelyeknek
egylitthatomatrixa projektor, igen egyszert. Tehat ha sikerill az Ax = 0
egyenletrendszer egyiitthatomatrixat olyan

A=UP
szorzat alakjaban felirni, ahol P projektor és az UPx = 0 egyenletbdl
Px=0

kovetkezik, akkor ezzel a feladat lényegében megoldottnak tekinthetd.
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2. fejezet

A LINEARIS ALGEBRA
ALAPJAI

ARKHIMEDESZ: A matematika csak azoknak enged bepillantdst titkaiba,
akik szépségéért lelkesedve, tiszta tuddsvdggyal kozelednek hozzd.
(Rényi Alfréd: Dialdgus a matematika alkalmazdsairdl)

Ebben a fejezetben bevezetjiik az Olvasot a linearis algebra absztrakt tér-
gyaldsmodjaba. Mint azt latjuk majd, a linearis algebra az algebranak, a
geometrianak, az analizisnek szamos fogalmat elvonatkoztatja konkrét tar-
talmatol, és megragadva azt, ami benniik kozos, olyan altaldnos tételeket
mond ki és bizonyit, amelyek, éppen az emlitett absztrakcio révén, lehetGvé
teszik a matematika latszolag egymastol tavol esd teriiletein felléps problé-
mék egységes targyalasat (lasd pl. [6], [8]).

Els6 olvasasra talan ugy tiinik, hogy néhany ismert fogalom definiciéjanak
szerepeltetése (pl. vektor hossza, két vektor altal bezart szog stb.) felesle-
ges ezen a helyen. Fel kell azonban hivni a figyelmet arra, hogy éppen az
altaldnos és absztrakt targyalasmod teszi sziikségessé, hogy az ismert fogal-
makat is nagyon pontosan djra definidljuk. A korabban szerzett ismeretek
pedig lehetévé teszik, hogy az absztrakt fogalmakat és tételeket — tobbnyire
a geometriai szemlélet segitségével — valamilyen konkrét megnyilvanulési for-
majukhoz kapcsoljuk.

Elgszor definialjuk a linearis tér, a dimenzid, a bazis és a koordinatak fo-
galmét, majd a skalaris szorzat értelmezésével bevezetjiik az euklideszi tér
fogalméat. Ezutan roviden kitériink a bilinearis és kvadratikus alakokra, majd
részletesen foglalkozunk a linearis transzformaciok elméletével. Megmutat-
juk, hogy a matrixok alkotjék a bilinearis alakok és a lineéris transzforméciok
targyalasanak matematikai apparatusat, majd kiilon pontban megvizsgaljuk
a bézis transzformacidojanak hatasat. Ezzel lehetévé valik, hogy a linearis
transzforméacioknak a koordinata-rendszer (vagyis a bézis) megvélasztasatol
fiiggetlen, invarians tulajdonsagait vizsgaljuk. Igy jutunk a linearis algebra
legfontosabb problémakoréhez, az tn. sajatérték-feladathoz. Végiil a fejezet
utols6 pontjaban, az adjungalt transzforméacio fogalméanak bevezetése utan, a
linearis transzformaciok néhany specialis osztalyanak tulajdonsagait elemez-
ziik.

145
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2.1 A LINEARIS TER

A matematika kiilonb6z6 dgaiban igen gyakran talalkozunk olyan fogalmak-
kal, amelyekre az Osszeadas és a szamokkal vald szorzas értelmezve van.

Igy pl. a geometriaban a haromdimenzios tér két vektoranak Gsszegét —
mint ismeretes — a paralelogramma-szaballyal értelmezziik, egy vektornak
egy szammal képezett szorzatdn pedig a vektor megfelel nyujtasat, eset-
leg iranyitasanak megvaltoztatasat értjiik. Az algebraban két, n szambol
allo rendszer (rendezett szam-n-es) Osszegét ugy értelmezziik, hogy az azo-
nos sorszamu helyen allo elemeket 6sszeadjuk, a szammal szorzast pedig tugy,
hogy a szam-n-es minden egyes elemét megszorozzuk a szammal. Az anali-
zisben értelmezik pl. a zart intervallumban folytonos fiiggvények Osszeadésat
és szadmmal szorzésat.

Mint e példédkbol lathato, az Gsszeadas és a szammal vald szorzas egészen
kiilonb6zs fogalmakra értelmezhets. Egységes targyalasuk és szemléletiik
kedvéért bevezetjik a linedris tér fogalmat.

2.1.1 definicié. Legyenek az o, B, ..., A, ... szamok eqy K szdmtest ele-
mei™, x, y, z, ... pedig eqy R halmaz elemei. Az R halmazt linearis térnek
(vektortérnek, gyakran réviden csak térnek) nevezzik, ha

(1) barmely két ¢, y € R elemhez egyértelmiien hozzd van rendelve a hal-
maznak egy eleme, amelyet az x €sy elem dsszegének nevezink és x + y-nal
jeléliink; az dsszeadds tulajdonsdgasi:

(a) kommutativ: x +y =y + x;

(b) asszociativ: x4+ (y+ z) = (x + y) + 2;

(c) létezik olyan O zéruselem, hogy x + 0 = x minden x-re;

(d) létezik minden x-hez a —x (inverz) elem gy, hogy © + (—x) = 0;

* Testnek nevezziik azt a legalabb kételemii halmazt, amelyben értelmezve van egy
osszeaddsnak és egy szorzdsnak nevezett kétvaltozos (binaris) mivelet, a kovetkezd tulaj-
donsagokkal:

(1) A test barmely két elemének van egyértelmien meghatéarozott dsszege, amely szintén
a test eleme; az Osszeadas kommutativ és asszociativ; az Osszeadas inverz mitvelete (ki-
vonéas) egyértelmien elvégezhetd a testen beliill — vagyis a kiilonbség is a test eleme; létezik
egy 0-val jelolt elem, amelyet barmely elemhez hozzaadva, azt valtozatlanul hagyja. (Ro-
viden: A test az Osszeadas mitiveletére nézve Abel-csoportot alkot a 0 neutralis elemmel.)

(2) A test barmely két elemének van egyértelmitien meghatéarozott szorzata a testben; a
szorzas kommutativ és asszociativ: a szorzas inverz miivelete (osztas) a 0-val vald osztés
kivételével egyértelmiien elvégezhets a testen beliil; 1étezik egy 1-gyel jelolt elem, amellyel
barmely elemet megszorozva az nem valtozik meg. (Roviden: A test 0-t6l kiilonb6z8 elemei
multiplikativ csoportot alkotnak az 1 egységelemmel.)

(3) Az Osszeadasra és szorzasra érvényes a disztributivitasi torvény. Belathato, hogy
testet alkotnak pl. a kozonséges Osszeadas és szorzas miveletével a racionalis szamok,
a valos szamok, a komplex szamok. Igy beszélhetiink a racionalis szamtestrél, a valos
szamtestrsl, a komplex szamtestrdl.
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(2) barmely x € R elemhez és barmely A € K szdmhoz egyértelmien hozzd
van rendelve az R halmaznak egy eleme, amelyet a \ szam és az x elem szor-
zatanak meveziink €s Ax-szel jelolink; a szammal vald szorzds tulajdonsdgai:

(a) a szamtest 1 egységelemének és az x elemnek szorzata maga az x elem:

1l-x=uwmx;

(b) tébb szammal végzett szorzdsra fenndll, hogy a(fx) = af(x).

(3) a szammal vald szorzds és az elemek dsszeaddsa disztributiv:

(8) (a+ Bw =z + fz;  (b) alz+y) = az +ay.

Ha K a valds szdmtest, akkor a teret valds linearis térnek, ha pedig a
komplex szamtest, akkor komplex linearis térnek nevezziik.

A linearis tér elemeinek osszeadasatol és szammal valo szorzasatol csupan
azt kivanjuk meg, hogy a fenti tulajdonsidgoknak eleget tegyenek, de hogy
miként van értelmezve az Osszeadas és a szammal vald szorzés, arra nézve
nem tesziink semmilyen megkotést.

Nem nehéz meggy6z&dni arrél, hogy pl. a komplex szamtest felett értel-
mezett legfeljebb n-edfokt polinomok halmaza lineéris teret alkot a szokasos
Osszeadasra és szammal valo szorzasra nézve, de a pontosan n-edfoku poli-
nomok halmaza mar nem alkot lineéris teret, mivel két n-edfoku polinom
Osszege n-nél alacsonyabb fokt polinom is lehet. Ugyancsak linearis teret
alkotnak a sikvektorok a szokasos vektorosszeadas és szammal vald szorzas
mitiveletére nézve.

A linearis tér elemeit vektoroknak is nevezziik.

Ezt az elnevezést, valamint a lineéris algebra szimos mas elnevezését, ame-
lyek szintén a geometriabol szarmaznak, az indokolja, hogy a linearis algebra
legegyszertibb példait a geometria szolgaltatja. Eppen ezért a linearis algebra
szamos absztrakt fogalmanak és tételének jobb megértéséhez is hozzéasegit a
geometria szemléletessége, amire sokszor fogunk hivatkozni. A félreértések
elkeriilése végett ilyenkor ,,geometriai térrél” fogunk beszélni.

A kovetkezSkben bevezetjiik a vektorok lineéris 6sszefiiggésének és fiigget-
lenségének, valamint a linearis tér dimenziojanak fogalmat™.

2.1.2 definicié. Az R linedris tér €1, o2, x3, . . ., T, vektorait akkor mondjuk
linearisan filiggetleneknek, ha az

(2.1.1) a1 +asxs+ -+ apx, =0

osszefiliggés csak o = g = -+ = a,, = 0 esetén dll fenn.

Ha viszont taldlhato olyan oy, as, ..., oy értékrendszer, hogy az o; értékek
kozil legaldbb egy zérustol kilonbozd, és a (2.1.1) dsszefiiggés fenndll, akkor
az Ty, T2, ..., T, vektorok linearisan Osszefiiggbek.

*Vo. az 1.3.4 definiciéval.
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A

(2.1.2) 61%1 + 62(132 + 631173 + -+ ﬁnwn

s s s

2.1.1 tétel. Ha az R linedris tér xy,xs,...,x, vektorai linedrisan 0sz-
szefiiggdek, akkor kézilik legalabb egy kifejezhetd a tébbiek linedris kombind-
ciojakeént.

Bizonyitds. Ha az x1,xs,...,x, vektorok linearisan Osszefiiggéek, akkor

teljesiil a (2.1.1) egyenldség gy, hogy pl. a1 # 0. Fejezziik ki az ;1 vektort
a (2.1.1) egyenletbdl:

(6%) a3 (7%
L1 = ——TL2— —&T3 - Ln;
aq a1 1
innen a
Qg ag Oy
Bo=——"; [3=——3 ...; n = T
aq €3] aq
jelolésekkel lathatjuk, hogy az @, vektor kifejezhet az o, ..., x, vektorok

linearis kombinécidjaként. B
2.1.3 definicié. FEgy R linedris teret n-dimenziésnak nevezink, ha léte-

zik benne n linedrisan figgetlen vektor, de nem létezik ennél nagyobb szdmi
linedrisan figgetlen vektor. Jeldlje ezt a teret R,,.

Példaul a geometriai tér vektorai kozott lehet talalni harom linearisan
fiiggetlen vektort, de barmely négy — vagy tobb — vektor mar linearisan 6sz-
szefiiggd. Ezért a geometriabol ismert hdromdimenziés tér a linearis algebra
értelmezése szerint is haromdimenzios!

Algebrai példaként a rendezett szam-n-esek terében meg lehet adni n li-
nearisan fiiggetlen vektort, pl.:

(1,0,...,0);
(0,1,...,0);
(ana' 71)7

de barmely m vektor, ahol m > n, mar linearisan Osszefiiggd. Tehat a ren-
dezett szam-n-esek tere n-dimenzids.

A legfeljebb n-edfoku polinomok terében megadhato n + 1 lineéarisan fiig-
getlen polinom, pl.: 1,t,¢%,...,t", de meg lehet mutatni, hogy ennél tébb
nem talalhat6. Ezért ez a tér (n + 1)-dimenzios.

Megjegyzés. Nem nehéz példat megadni olyan linearis térre, amelyikben barmilyen N
esetén talalhaté N-nél tobb linearisan fliggetlen vektor. (Ilyen pl. a [0, 1] intervallumban
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folytonos fliggvények tere.) Az ilyen linearis teret végtelen dimenziésnak nevezziik. E
konyv keretei kozott azonban csak véges dimenziéja linearis terekkel foglalkozunk.

2.1.4 definici6é. Az n-dimenzios R, linedris tér barmely n szdmd linedri-

san fiiggetlen ey, es, ..., e, vektordbol dllé rendszert a tér egy bazisanak, e
vektorok mindegyikét pedig bazisvektornak nevezziik.

Példaul geometriai térben bazist alkot barmely hédrom, nem egy sikban
fekvg vektor.

2.1.2 tétel. Az n-dimenzids R, linedris tér barmely x vektora egyértelmien

elddllithato a bdzis vektorainak linedris kombindcidjaként.

Bizonyitds. Legyen az n-dimenzios linearis tér egy bazisa ej,es, ..., e, és
vegylk hozza az @ vektort. Mivel ez Gsszesen n + 1 vektor, ezért linearisan
Osszefliggbek, vagyis az

(2.1.3) oz +are; +agzes+ -+ ane, =0

egyenléségben nem lehet mindegyik «; zérus. Mivel g biztosan nem zérus,
mert kiilonben (2.1.3) alapjan az e, e, ..., e, vektorok nem lennének li-
nearisan fiiggetlenek, az x vektor tehat kifejezhets a (2.1.3) egyenletbdl:

g a2 Qn
T=——e — —€ey— - — —e,.
Qo Qo Qo

Az egyértelmiiséget indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy az x vek-
tornak létezik két elsallitasa a bazis vektoraival:

T =Clert et o+ e, & T=Eeit et o+ e
Képezziik e két Osszefliggés kiilonbségét:

(Gr—¢&er+ (&2 —&ea+ -+ (& — & )en = 0.

Az ey, e, ..., e, vektorok linearisan fliggetlenek, amibdl kovetkezik, hogy
G-&=-§&==0,

tehat
=85 &=§& . L=§,

és ezzel az elGallitas egyértelmiiségét bebizonyitottuk. l

2.1.5 definicié. Ha ey, es, ..., e, az n-dimenzids tér egy bdzisa, és

(214) T 25161 +§2e2+"'+£nena
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akkor a &1,&,...,&, szamokat az x vektor eq,es, ..., e, bdzisra vonatkozd
koordinatainak nevezziik.

Ez a definicio 0sszhangban all azzal, ahogyan az analitikus geometriaban
egy vektor (nem feltétleniil derékszogi koordinata-rendszerben vett) koor-
dinatait definialjuk.

Adott x vektor koordinéatai tehat a bazis megvalasztasatol fliggnek.

A koordindtak definiciojabol kévetkezik, hogy a vektorok osszeadasakor
a koordinatak osszeadodnak, valamint hogy a Ax vektor koordinatai az x
vektor megfelels koordinatainak A-szorosai.

A legfeljebb n-edfoku polinomok terében példaul egy

P(t) = ag +ait +ast® + -+ apt"

polinom koordinatai az

e1=1; ex=t; es=1t> ...; ey =1t"
bazisra vonatkozdan az ag, a1, as,...,a, egyitthatok. Ha viszont tekintjik
az

e =1, ex=t—a; e=(t—a)? ...; €u1=({t—a)

vektorokat, melyekrsl konnyt belatni, hogy a legfeljebb n-edfoki polinomok
terében bazist alkotnak, akkor a P(t) polinom koordinatai erre a bézisra vo-
natkozoan a megfelels Taylor-polinom egyiitthatoi. Ugyanis a P(t) polinomot
az a hely koriil sorbafejtve,

r” p®)
P(t) = P(a) + P'(a)(t—a) + 2('“) (t—a)®+---+ %(t e
tehéat a koordinatak most valoban a kdvetkezdk:
P’ (a) pm) (a)
P(a); P'(a); S T

Az eddig vizsgélt feladatokban elGfordultak olyan linearis terek, amelyek a
vizsgalt tulajdonségok szempontjabol (példaul bazis, dimenzio, koordinatéak)
nem kiilénboztek egymastol. Most megadjuk annak a definiciojat, hogy mi-
lyen linearis tereket tekintiink majd egymassal ,egyenrangtnak”, azaz izo-
morfnak.

2.1.6 definicié. Az R és az R’ linedris teret izomorfnak nevezziik, ha
x € R ésx’ € R vektorok kizétt olyan kélcsindsen egyértelmi megfeleltetést
lehet létrehozni, amely kielégiti a kévetkezd feltételeket: ha az x vektornak az
x’ vektor, az y vektornak az y' vektor felel meg, akkor

(2.1.5)  az x+y wvektornak az x' +vy' wvektor,
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(2.1.6) a Az wvektornak a Ax' wvektor

felel meg.

Koénnyen meggy6zédhetiink arrél, hogy kiilonb6z6 dimenziéju lineéris te-
rek nem lehetnek izomorfak egymassal (lasd [8]).

2.1.3 tétel. Adott n esetén az n-dimenzids terek izomorfak.

Bizonyitds. Legyen R és R’ két n-dimenzios linearis tér. Valasszunk az R-
ben egy ey, ..., e, bazist, és R'-ben egy €/, ..., e, bazist. Tekintsiink egy
tetszGleges « vektort az R linearis térben:

(2.1.7) x=%&ei+ -+ &€,
Feleltessiik meg az « vektornak az
¥ =il ot G,

vektort az R’ linearis térben. Ez a megfeleltetés koleséndsen egyértelmii,
hiszen az x vektor (2.1.7) eldallitasa egyértelmtd. Ezért a & (i = 1,...,n)
szamok, és igy az x’ vektor is egyértelmiien meghatarozott. Hasonldé meg-
fontolassal adodik, hogy minden =’ vektornak egy és csak egy x vektor felel
meg. Ezek alapjan (2.1.5) és (2.1.6) teljesiil, tehat az R és az R’ linearis tér
izomorf egyméssal. B

Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy véges dimenzioju linearis tér egyetlen
lényeges adata a dimenzidja.

2.1.7 definici6. Az R tér R alterének nevezzik R elemeinek olyan
részhalmazdt, amely az R-ben értelmezett dsszeadds és szammal vald szorzds
mduveletére maga is linedris teret alkot.

Ha példaul R a geometriai tér és egy olyan sikot tekintiink, amely atmegy
a koordinata-rendszer kezdSpontjan, akkor e sik vektorainak Gsszessége az R
tér egy RW alterét alkotja.

A rendezett szam-n-esek terében alteret alkotnak pl. mindazok a
(&1,&, ..., &) vektorok, amelyekre &, = 0. Belathato, hogy altalanosabban
ugyanezen linearis térben alteret alkotnak az Osszes olyan vektorok, ame-
lyekre teljesiil a c1&1 4+c2&o+- - -+ &, = 0 feltétel, ahol ¢y, co, . . ., ¢, rOgzitett
szamok.

Minden R térben alteret képezhetiink tugy, hogy kivalasztjuk az R tér
tetsz6leges x1, 2, ..., x, vektorait és képezziik ezek linearis kombinacioit.
Az igy nyert RW alteret az T1,T2,...,x, vektorok dltal generdlt altérnek
nevezziik. Lineéarisan fiiggetlen, k szamu eq, es, ..., e, vektor altal generalt
RW altér k-dimenzios, és az ey, e, ..., € vektorok benne béazist alkotnak.
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2.2 AZ EUKLIDESZI TER

Mint mar hangsulyoztuk, a lineéris terek legszemléletesebb példaja a geo-
metriai tér. Mivel azonban a lineéris tér definici6jahoz csak a vektorok 6sz-
szeadasanak és szammal vald szorzasanak értelmezésére van sziikség, ez nem
teszi még lehetévé, hogy a geometria szamos egyszert fogalmanak és feladata-
nak megfelel§ altalanositasat elvégezziik. Ez indokolja, hogy a geometriabol
ismert skalaris szorzat fogalmét bevezessiik a linearis terek elméletében is.
A skaléaris szorzat segitségével definialjuk az euklideszi teret, amelyben le-
het6évé valik a vektorok hosszanak, két pont tavolsaganak, valés euklideszi
térben két vektor szogének az értelmezése. Bevezetjik az ortonormaélt bazis
fogalméat és ramutatunk annak néhéany elényos tulajdonsagéara. Eloljaroban
is hangsilyozni kivanjuk, hogy fogalmainkat &ltalaban a komplex linearis
térben értelmezziik és egyes esetekben ramutatunk arra, hogy ezek hogyan
modosulnak valos linearis tér alkalmazasa esetén.

2.2.1 definicio. Az R komplex linedris térben skalaris szorzat™ van értel-
mezve, ha a tér barmely két x, y € R vektordhoz hozzdrendelink egy (x, y)-nal
jelélt, x és y skaldris szorzatdnak nevezett komplex szamot a kévetkezd tulaj-
donsdgokkal:

2.21)  (a) (

~

z,y) = (y, );
Az, y) = Nz, y) (ahol X komplex szdm);

(d) (z,x) >0, ha x#0 és (xr,x)=0, ha x=0.

Az (a) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy (x, ) mindig valos.

Az (a) és (b) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha a skalaris szorzat ma-
sodik tényezd§jébsl emeljiik ki a skalar szorzot, akkor az a kiemelés soran
konjugaltjara valtozik. Ugyanis

(2.2.2)  (x,\y) = Oy, 2) = Ay, ) = Az, y).

Valos lineéris térben a skalaris szorzatot valés szamként értelmezziik és igy
az (a) tulajdonsag az egyszerd

(223) (z,y)=(y,2)

alakot veszi fel.
A skalaris szorzat értelmezésével vezetjiik be az euklideszi tér fogalmaét.

2.2.2 definicio. Az olyan linedris teret, amelyben a (2.2.1) feltételi egyenle-
teket kielégitd szorzat van értelmezve, komplex euklideszi™* térnek vagy

*A skaléris szorzatot szoktdk belsd szorzatnak is nevezni.

“*Bukleidész (i. e. 365-300) alexandriai matematikus.
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unitér térnek nevezzik és E-vel jeloljik. Ha valds linedris térben van de-
finidlva a skaldris szorzat, vagyis (2.2.3) érvényes, akkor valos euklideszi
térrdl beszélink.

A valos euklideszi térre konkrét példa a szokasos értelemben hasznalt geo-
metriai tér, amelyben az euklideszi geometria érvényes (és amelyet ezért
szintén euklideszi térnek szoktak nevezni).

Ebben a térben — a skalaris szorzat megszokott geometriai jelentésének
megfelelGen — két vektor skalaris szorzatat tgy értelmezhetjiik, mint hosz-
szuknak és a kozbezart szog koszinuszanak a szorzatat (ezzel nyilvanvaloan
valos euklideszi teret értelmeziink).

A komplex szam-n-esek linearis terében a (£1,&2,...,€n) €8 (M1, 12, ..y )
vektorok skaléris szorzatat a kovetkezSképpen értelmezhetjiik:

(2.2.4) & +Taba + -+ TMpén,

vagy az 1. fejezetben alkalmazott jeloléssel [v6. (1.2.11)-gyel]:

(2.2.5)  y'x,
ahol
&1 m
&2 72
X = . 5 y= .
&n n

Az [a,b] zart intervallumban folytonos fliggvények terében az f és g fiigg-
vényeknek mint a linearis tér ,yvektorainak” skalaris szorzatéit az

b
(226) (f.g) = / £ (0500 dt

szorzatintegrallal értelmezhetjiik.

Koénnyen igazolhato, hogy mindhédrom példaban az értelmezett skalaris
szorzat kielégiti a (2.2.1) kovetelményeket.

A leggyakrabban hasznalt skalaris szorzat a geometriai tér skalaris szor-
zatanak egyenes altaldnositésa.

2.2.3 definicidé. Legyen wi, us, ..., w, az R, komplex vagy valds linedris tér
egy bdzisa és a tér minden

n n
T=) miw Y=Yy
i=1 i=1
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vektorpdrjdhoz legyen hozzdrendelve az
n

(227)  (zy)=) T
i=1

érték. Ekkor a (2.2.7) alatti (z,y) az w1, U, ..., U, bdzisra vonatkozé stan-
dard skalaris szorzat.

Annak igazolasat, hogy egy wuqi,us,...,u, béazisra vonatkoz6 standard
skalaris szorzat valoban skalaris szorzat, azaz kielégiti a (2.2.1) feltételi egyen-
leteket, az Olvasora bizzuk. Megemlitjiik, hogy példaként a szam-n-esek teré-
ben a (2.2.4) alatt definialt skalaris szorzat az

(22.8) e =(1,0,...,0) e;=(0,1,...,0)...e, = (0,0,...,1)

bézisra vonatkozo standard skaléris szorzat.
A skaléris szorzat segitségével a kovetkezdképpen értelmezziik a vektor
hosszat és két pont tavolsagat.

2.2.4 definicié. Ha x # 0 az E komplex euklideszi tér eqy vektora, akkor az
(2.29)  |x| =+/(z, )
pozitiv szamot az x vektor hosszanak nevezziik.

A vektor hosszéanak 2.2.4 definicija alapjan a kévetkezGképpen értelmez-
het6 két vektor tavolsaga.

2.2.5 definicié. Ha x és y az E komplex euklideszi tér vektorai, akkor x és
y tavolsagat a

(2.2.10) d=|z—y

képlettel értelmezziik.

Vagyis x és y tavolsaga az x — y kiillonbségvektor hossza.

A geometriaban ennek megfelelGje két pont tavolsaga, vagyis az e pontokba
mutatd helyvektorok kiilonbségének hossza.

A vektorok linearis fliggetlenségének eldontésére szolgal a kovetkezd tétel,
amelynek a bizonyitasara a 2.8.4 pontban visszatériink.

2.2.1 tétel. Ha x,xs,...,x; az n-dimenzios E, euklideszi tér vektorai,
akkor a veliik képzett

(1, @1) (@1, 22)... (21, %)

2.211) Glay, @, ... ) = | @) (@232) (@2, 2)
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in. Gram-féle* determindns nemnegativ, €s zérussal akkor és csak akkor
egyenld, ha az xy, xa, ..., @, vektorok linedrisan osszefiiggdek.

Miel6tt a kovetkezs alapfogalmat — a valés euklideszi tér két vektoranak
hajlasszogét — definidlnank, bebizonyitunk egy egyenlStlenséget, amit a
matematika kiilonb6z6 teriiletein igen gyakran alkalmaznak. FEz az un.
Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenltlenség, amit a szog fogalmanak be-
vezetéséhez is fel fogunk hasznélni.

2.2.2 tétel (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség).”™ Ha
x és y a komplex euklideszi tér tetszdleges két vektora, akkor fenndll az aldbbi
egyenldtlenség:

(2212) |(z, y)| < | - |y|.

Az egyenldséqg jele csak akkor érvényes, ha x €s y linedrisan 0sszefiiggdek.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.2.1 tételt k = 2 esetén. Legyen x = x és
o = Y.

(2.2.13)

(©,2) (z,9)
(%.2) (v y)‘ 20,

azaz (2,) - (y,9) — (2.9)(y.2) > 0, |2 [yf° — |(2.9)[* > 0, ahonnan a
(2.2.12) kovetkezik. Mivel (2.2.13)-ban az egyenlGség akkor és csak akkor ll
fenn, ha x és y linearisan Osszefiiggdek, ezért (2.2.12)-ben az egyenlGségre
ugyanez érvényes. B

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség jelentGsége igen nagy,
ezért felirjuk specialis alakjat a rendezett szdm-n-esek terében és az [a, b] zart
intervallumban folytonos fiiggvények terében is. Az el6z6 esetben a (2.2.4)
Osszefiiggés alapjan

Zﬁifi
i=1

(2.2.14)

n n

2 2

< Z\§i| Z|le|;
i=1 j=1

az utobbi esetben — (2.2.6) felhasznalasaval —

b b b
(2.2.15) / FOFD dt| < / )2 dt / l9(0)[2 dt.

*J. P. Gram (1850-1916) dan matematikus.

**A. L. Cauchy (1789-1857) francia matematikus, V. J. Bunyakovszkij (1804-1889)
orosz matematikus, H. A. Schwarz (1843-1921) német matematikus.
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Legyen most x és y a valés euklideszi tér két vektora. Térjiink vissza
a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenség (2.2.12) alakjara. Vegig-
osztva |x| és |y| szorzataval, a kivetkezs alakot kapjuk:

(z,y)
| - [y —

(2.2.16) —1<

Ebbd6l mar kovetkezik, hogy az egyenlGtlenségben szerepld tortkifejezés fel-
foghato pl. egy sz0g koszinuszaként, mivel az altala felvehet6 értékek a [—1,1]
intervallumba esnek. Az x és y vektor altal bezart szog tehéat definidlhato
agy, hogy koszinusza a (2.2.16) egyenlStlenségben fellépd tort legyen.

2.2.6 definicié. Ha x és y az F valds euklideszi tér vektorai, akkor az dltaluk
bezdrt széget a

(z,y)

(2.2.17) cosp = ——=
2| - [y]
osszefliggéssel értelmezzik.

Ebbdl a definiciobdl kozvetleniil adodik két vektor ortogonalitdsanak a
fogalma: a geometriai tér két vektorardl akkor mondjuk, hogy egymésra

merdlegesek (ortogonalisak), ha az altaluk bezart szog —, azaz, ha a skalaris

szorzatuk zérus. Ennek megfeleléen kapjuk valos és komplex euklideszi térre
egyarant a kovetkezd definiciot.

2.2.7 definici6. Az E komplex euklideszi tér  és y vektordt akkor nevezziik
ortogonalisnak, ha

(2.2.18) (x,y) =0.

Az x és y vektor ortogonalitasara a geometriabol ismert @ L y jelolést
alkalmazzuk.

A bevezetett fogalmak és mitiveletek alkalmazasaként bebizonyitjuk, hogy
az euklideszi térben is érvényes a geometriaboél ismert Pitagorasz-tétel és a
héromszog-egyenlGtlenség.

2.2.3 tétel (Pitagorasz-tétel).” Ha x és y az E komplex euklideszi tér
egymdasra ortogondlis két vektora, akkor

(2.2.19) |z+y* = |z* + 3>
Bizonyitds. Irjuk fel |z + y| négyzetét, a skalaris szorzat segitségével:
2
le+y" = (@+yzt+y =(z.2)+(zy) +(y,2)+ (y,9)

*Piithagorasz (kb. i.e. 580-500) gorog matematikus és filozofus.
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Az x és y vektorok ortogonalitdsa miatt
(#,y) = (y,2) =0, tehit |z+y* = (&,2) + (y.9) = |2l” + 9",

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

A geometriai tér x és y vektora az ortogonalitias miatt linearisan fiiggetlen,
tehat egy sikot hataroz meg. Az x és az y vektor e sikban egy derékszogi
haromszog befogoi, az atfogd pedig x +y.

2.2.4 tétel (haromszog-egyenlStlenség). Az E komplex linedris tér tet-
szbleges x €s y vektordra fenndll az

(2.2.20) |z+y| < |a] + |y|

egyenldtlenség.

Bizonyitds. Hatarozzuk meg az |z + y\z kifejezést:

(2221) |z+y’ = (e+yz+y) = (@2 + (29 + (v,2) + (y,9) =
=(@z)+ (zy) + (z,9) + (3, 9).

Mivel konjugalt komplex szamok Gsszege valos résziik kétszerese, tovabba egy

komplex szam valds része nem lehet nagyobb a szam abszolut értékénél, ezért

(z,y) + (z,y) = 2Re (z,y) < 2((z, y)|.

Itt alkalmazhatjuk a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-féle egyenlGtlenséget, s
igy az (x,y) + (x, y) mennyiségre az

(z,9) + (z.y) < 2/(x, y)| < 2[a] - |y|

becslést kapjuk. Ha (z, y) + (x, y) helyébe e becslést irjuk, a (2.2.21) egyen-
16ségbdl az

|2+ yl* < [af +2|a] - [y] + |y* = (2l + |y))*

egyenlGtlenséget nyerjiik. Minthogy itt az egyenl6tlenség mindkét oldalédn
nemnegativ szam négyzete all, igy az egyenlStlenség a gyokvonas utén is
érvényes, azaz

|+ y| < |z| + [y],
amit bizonyitanunk kellett. B

Ortogonalis vektorok segitségével lehetévé valik az euklideszi térben spe-
cialis bazis, in. ortogonalis bézis bevezetése, ami itt ugyanazt a szerepet tolti
be, mint az analitikus geometridban a derékszogi koordinata-rendszer.
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2.2.8 definicio. Az ey, es, ..., e, vektorok az n-dimenzids euklideszi térben
ortogonalis bazist alkotnak, ha pdronként ortogondlisak, azaz ha

(2.2.22) (ejej) =0, ha i#j.
Ha az ortogondlis bdzis vektorai eqységnyi hosszusdgiak, azaz ha
(2223) (eiej) = 5ij7

akkor az e, es, ..., e, vektorok ortogondlis normdlt bdzist, réviden ortonor-
malt bazist alkotnak.

Ez a definicio természetesen csak akkor van 6sszhangban a bazis defini-
cidjaval, ha a (2.2.22) tulajdonsagu ey, es, ..., e, vektorok valoban bazist
alkotnak, vagyis linearisan fiiggetlenek. Az alabbi tételben ezt bizonyitjuk
be, majd a kiovetkezSkben azt, hogy az n-dimenziés euklideszi térben létez-
nek ortonormaélt bazisok, és egyuttal megmutatjuk, hogy tetszéleges bazisbol
hogyan nyerheté ortonormaélt bazis.

2.2.5 tétel. Ha ey, es,...,e, az n-dimenzids euklideszi térben eqymdsra
pdronként ortogondlis (zérustdl kilonbozd) vektorok, azaz fenndll a (2.2.22)
dsszefiliggés, akkor ey, ea, . .., e, vektorok linedrisan filiggetlenek.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy
(2.2.24) Mier+Xea+ -+ Ae, =0

csak akkor allhat fenn, ha \y = Ay = --- = A\, = 0. Szorozzuk meg
ebbdl a célbol (2.2.24) mindkét oldalat (jobbrol) skalarisan rendre az e;
(i=1,2,...,n) vektorokkal:

)\1(61, ei)—|—/\2(62, ei)—i-- . -+)\i(ei, ei)—i-- . -+)\n(en, ei) =0 (7, =1,2,... ,n).

A (2.2.22) Osszefiiggés szerint (e;, e;) = 0, ha i # j. Az Osszeg tehat csak
akkor lehet 0, ha a A;(e;, e;) tag szintén 0:

)\i(ei, ei) =0.
Mivel (e;, e;) # 0, ezért ez csak gy teljesiilhet, ha
AN=0  (i=1,2,...,n);

ezzel bebizonyitottuk, hogy az ey, es, ..., e, vektorok valoban linearisan fiig-
getlenek, tehat bazist alkotnak az n-dimenzios euklideszi térben. l

2.2.6 tétel. Minden n-dimenzids euklideszi térben létezik ortonormdlt bdzis
(Schmidt-féle* ortogonalizdldsi eljdrds).

*E. Schmidt (1876-1959) német matematikus.
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Bizonyitds. Legyen az n-dimenzids euklideszi tér egy tetszGleges bazisa
fi,fas o F,- Legyen az 1j bazis els6 vektora e; = fi, és keressiik a kovetkezs
vektorat

es :f2+)\61

alakban. A )\ egyiitthato értékét abbol a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy es
ortogonalis az e; vektorra, vagyis

(e2,e1) = (fy + Ner, e1) = (f, e1) + A(e1, e1) = 0.

, € . P 1.
Innen A = —%. Tegyiik most fel, hogy mar ismerjiik az ortogonalis
€1, €1
bazis ey, es, ..., e,_1 vektorait és keressiik e, vektorat

(2.2.25) e, = .fk + Aer+Xoeg + o+ Ap_1€r_1

alakban. A A1, Ao, ..., A\p—1 egylitthatok értékét abbol a feltételbsl hataroz-
zuk meg, hogy e; ortogonélis legyen az ey, es, ..., ex_1 vektorok mindegyi-
kére, vagyis teljesiiljenek az alabbi 6sszefliggések:

(f + et +Xoea+ -+ Ap_1ep_1, €1) =0

(fu +Aier+Xoe+ -+ Ap_1ep_1, €2) =0

(fi +Mer+Xea+ -+ Np_1ep_1,€5-1) =0.
Kihasznalva az ej, es, ..., e;_1 vektorok ortogonalitasit, ebbdl kovetkezik,
hogy

(fre1) + Ai(er, er) =0

(fir €2) + A2(e2, €2) =0

(fe, €r—1) + Ao—1(€n—1, €ex—1) =0,

(fk:vel)‘ Ao = (-fk:aeQ). (fk?ek—l)

; 2 = — ; —
(e1, er) (€2, €2) (ex—1,€x—1)
Be kell még latnunk, hogy ey, nem lehet a zérusvektor. Vegyiik figyelembe,
hogy a fenti konstrukcional az e; vektor‘el()’éllitaséban csak az fi, fo, ..., f;
vektorok lépnek fel (i =1,2,...,k —1). Igy az e, vektor elgallitasa (2.2.25)
alapjan

ahonnan \; = — co o Mgl = —

(2.2.26) e =fi, +aufy +aofy +--- +ar1fi
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alakban frhato, ahol ai,as,...,ax—1 a (2.2.25) alatti linearis kombinacio \;
egylitthatoibol szamithato. Ebben az elgallitasban azonban fj, egyiitthatoja
nem zérus, igy az fi, fo, - . . , f, vektorok linearis fiiggetlensége miatt a (2.2.26)
alatti linearis kombinacié nem allithatja el§ a zérusvektort, tehat valéban
€ 7é 0.
Az ey, es, ..., e, ortogonalis bazisbol az
! €; €;

e = — = —— :1,2,...,77;)
L el (e, e)

normaléssal kapott €}, €, ..., €/, bazis ortonormélt. B
1. Példa. A szamhéarmasok euklideszi terének legyen egy bazisa f; =(1,1,1),

fo=1(1,0,1), f3=(0,1,1). A Schmidt-féle ortogonalizalasi eljarassal képez-
ziink ezekbdl egy ortonormalt bazist.

Megoldds. Legyen az 0j bazis els6 vektora e; = f; és keressiik a kovetkezs
(f2e1)

(ere1)

vektorat es = f, + Ao1eq alakban, ahol Ay = — . Mivel (eje;) = 3,

2
(f2el) = 27 igy )‘21 =% és

3
1 1 1
2 3 2
€y = o] —=1|1| = —% ; (6262):—.
3 1 3
1 1 5
Hasonloképpen es = f5 + Az1e1 + Asqez, ahol
)\31 N (fdel) )\32 _ (fdeQ)
(6161) (6262)

. 1 2 1 i
Mivel (f3el) = 2, (f362) = —5, 12y /\31 = —5, /\32 = 5, tehat
0 1 i -1

2 1] 3 2 1
e3= 1| —=|1| + = —3| = 0] ; (6363): —.
3 2 1 X 2
1 1 3 2
A keresett ortonormalt bazis:

1 1 1

V3 V6 V2

el er es 1 | _2

\/6161 \/6262 \/6363 A V6
1 1 1
V3 V6 V2
* % ok
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2. Példa. Hatarozzuk meg a [—1,+1] intervallumon az ortogonélis és nor-
malt k-adfoka polinomokat (az an. Legendre-féle polinomokat™) k=0,1,2,...,5
esetén!

Megoldds. Mivel egy paros és egy paratlan fliggvény szorzata paratlan fligg-
vény, amelynek a O-ra szimmetrikusan elhelyezkeds [—1,+1] intervallumra
vett integrélja 0, ezért elegendd, ha kiilon megkeressiik a paratlan, ill. a pa-
ros Legendre-polinomokat a Schmidt-féle ortogonalizalasi eljarassal.

a) Legyen a paros polinomok bazisa

flzla f2:$2, f3:$4.

Az 14j bazis els6 vektora legyen e; = f; = 1 és keressiik a kovetkezd vektorat

ey = fy + Ao1ep alakban, ahol gy = f@. Mivel

(ere1)
+1

+1
2 1
(6161) = /d.]? = 2, (f261) = /l‘zdl‘ = §, /\21 = —5, fgy
-1

-1

1 T 1\” s (2 2\
21
Hasonloképpen
e3=Jf3+ As1€1 + Azzez, ahol Mg =— (Fser) Az =— (f3e2)
(ere1) (e2e2)
Mivel
+1 ) +1 . 6
(Fre) = [t =25 (fyen) = [ * <x2 - 5) dr = 1o gy
1 1 1 6 3
A31 = 5 Azg = —g, tehat e = 2t — v g (x2 — §> =t - ?x2+£;

1 6 3 2 8 2
_ 4 T2 el NG )
(ese3) = / (m 2T + 35) dr = <105\/_)

b) Legyen a paratlan polinomok bazisa
fi=z, fy =, I =2

*A-M. Legendre (1752-1833) francia matematikus.
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Az 1j bazis els6 vektora legyen e; = f; = x és keressiik a kovetkez6 vektorat
+1

2
ey = f5 + Aa1ey alakban, ahol Ay = 7M' Mivel (eje;) = /m2dm =2
(6161) . 3
+1 ) ;
(fre1) = /x4dm = g; Aol = 5 igy
-1
+1 4\ 2 . ) 75
’ T F = 3 - = = — = — —
ey =z z;  (ezez) / <x 53;) de — (5 7)
Z1
Hasonloképpen es = f5 + Asier + Aszeq, ahol A3 = _gszlg és Agy —
(fze2) T 2 7 13 1 16
3€2 . ,
— _(eZez)' Mivel (f5eq) :/deﬂc: ?; (f362):/w5 <w‘3— gw> dx:ﬁv

igy

T 10 5 5 \? s [2)
L) — 5_ V3, 2 _(5. /2
(eses) /(ac T —|—21x) dx (63 11)
“1

A normalt ortogonéalis polinomokat megkapjuk, ha az ortogonélis bazis vekto-
rait osztjuk az abszolut értékiikkel (azaz négyzetintegraljuk négyzetgyokével).
Igy a normalt Legendre-polinomokra az alabbi kifejezéseket kapjuk:

Po(z) = %; Py(z) = \/gx; Py(z) = ; g <m2 - %) :

_5 T (s 3. _ 105 /4 6 5, 3,
Pg(l’)—2 Q(m 5:10), P4(:v)78\/§ <m 7:10 +35),
6

Vizsgaljuk most meg, hogy ortonormalt bazis valasztasa mellett az n-
dimenzios E (komplex) euklideszi térben hogyan fejezhetd ki a tér két vek-
tordnak skalaris szorzata a vektorok koordinatdinak segitségével. Legyen
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e, e, ..., e, egy adott bazis, és legyen x és y a két vektor, amelyek az
adott bazisra vonatkozo koordinataikkal felirva: € = {1e1 +&ex+-- -+ & en,
ésy=ne +nex+---+n,e,. Ha most képezziik az (x, y) skalaris szorzatot,
akkor

(2.2.27) (z,y) Zgzez,Zmej :Zzn_j'fi(eiaej)

i=1 j=1

adodik. Ez a kifejezés, mint lathato, altalaban tartalmazza a bazisvektorok
paronként vett (e;, e;) skalaris szorzatat, valamint az x és y vektorok ko-
ordinataibol képezett 7;¢; alaki szorzatokat. Ortonormaélt bazis valasztésa
esetén azonban a (2.2.27) kifejezés lényegesen egyszeriibb alakot 6lt. Ebben
az esetben ugyanis a bézis vektoraira fennall a (2.2.23) Osszefiiggés, és ennek
behelyettesitésével a (2.2.27) skalaris szorzat az alabbi egyszeri alakot veszi
fel:

(2.2.28) (z,y) angz

Kimondhato tehat a kovetkezd tétel.

2.2.7 tétel. Ortonormdlt bdzis vdlasztdsa esetén az n-dimenzids komp-
lex euklideszi tér két vektoranak skaldris szorzata egyenld az elsé vektor
koordindtdinak €s a mdsodik vektor megfeleld koordindtdai konjugdltjinak
szorzatosszegével.

Megjegyzés. Figyelembe véve egy adott bazisra vonatkozo standard skalaris szorzat 2.2.3
definiciojat, a tétel a kovetkezSképpen fogalmazhatd: Az euklideszi tér skaldris szorzata
barmely ortonormdlt bazisra vonatkozdan standard.

Az ortonormalt bazisokat tehat az tiinteti ki, hogy rajuk vonatkozoan a
skaléris szorzat standard. A 2.2.6 tétel alapjan pedig mindig van olyan bézis,
amelyre vonatkozoan a skalaris szorzat standard.

Vezessiik be az x és y vektornak a tér egy adott ey, es,..., e, bazisara
vonatkozo &1, &a, ..., &, 1. n1,m9, ..., n, koordinataibol alkotott

&1 m

X = és y=|:

gn ’r]n
koordindatavektorokat. A 2.2.7 tétel szerint tehat, ha eq, es,..., e, ortonor-

malt bazis, akkor az (x, y) skalaris szorzat az 1. fejezet jeloléseivel, a koor-
dinatavektorok segitségével a kovetkezd alakban irhato:

(2.2.29) (z,y) =y 'x.
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A valos euklideszi térben a konjugalas természetszertien feleslegessé valik,
ekkor tehat a két vektor skaléris szorzata az

(2.2.30) (z,y)=y'x

képlettel szamithato.

Most azt mutatjuk meg, hogy ortonormalt bazis valasztasa esetén, az eukli-
deszi tér tetszbleges x vektoranak a koordinatait is egyszertien hatarozhatjuk
meg. Legyen ugyanis € = £1e1 +&ex+ - -+ &, e, és szorozzuk meg mindkét
oldalt jobbrol skalarisan az e; vektorral. Azt kapjuk, hogy

(z,e1) =&i(er, er) +&(ez, e1) + -+ &nlen, 1) =&,

2.2.31
( ) tehat & = (z, e1); ¢ésugyanigy & = (x,e2);...;60 = (T, €n).

Ezek szerint egy vektornak egy ortonormalt bazisra vonatkozé koordinatai
a vektornak a megfelel§ bazisvektorokkal képezett skalaris szorzatai. Az x
vektornak az e; egységvektorral képezett skalaris szorzatat — a geometriaban
szokésos elnevezést atvéve — az x vektornak az e; vektorra vald merdleges ve-
tiletének nevezziik. Azt kaptuk tehat, hogy egy vektornak egy ortonormalt
bazisra vonatkozo koordinatai a vektornak a bazisvektorokra (a koordinata-
tengelyekre) vett vetiiletei.

3. Példa. Tekintsiik a [0, 27] intervallumon az

(2.2.32) 1, cost, sint, cos2t, sin2t, ..., cosnt, sinnt

fiiggvényrendszert. E fliggvények P(t) = % + Z (ay cos kt + by, sin kt)

k=1
alaku linearis kombinaciojat n-edrendd trigonometrikus polinomnak nevez-

ziik. A legfeljebb n-edrend trigonometrikus polinomok halmaza egy (2n+1)-

dimenziés linearis teret alkot. A skalaris szorzatot e lineéris térben, ha
27

= Pi(t) és y = Po(l), az (z,y) = /Pl(t)Pg(t) dt integrallal definialjuk.

0
A (2.2.32) fiiggvényrendszer ortogonalis bazist alkot, ugyanis

27 27
/cos ktcosltdt = oy, /sin ktsinlt dt = dg,
0 0

2m 2
/sin ktcosltdt =0, /1 dt = 2m.
0 0
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Innen az is kovetkezik, hogy az

1 1 1 1 1

——, —cost, —sint, ..., —cosnt, —sinnt

Vor' T VT VS N3

fiiggvények az n-edrendd trigonometrikus polinomok (2n + 1)-dimenzios teré-
ben ortonormalt bazist alkotnak.

Ugyantgy, mint a lineéris terek vizsgalatanal, itt is felmeriil az a kérdés,
hogy az euklideszi terek koziil melyek a valoban kiilonbozéek, és melyek te-
kinthetsk ,egyenrangtaknak”. Ehhez meg kell adnunk az euklideszi terek
izomorfidjanak a definiciojat.

2.2.9 definicié. Az E és E euklideszi teret izomorfnak nevezziik, ha az
x € E és o € E wvektorok kézitt olyan kéleséndsen egyértelmii megfeleltetést
lehet létrehozni, amely kielégiti a (2.1.5), (2.1.6) dsszefiiggéseket, és a meg-
feleld vektorparok skaldris szorzatai egyenldek, azaz

(2.2.33) (z,y) = (2, 9).

Ha az E és E euklideszi terek izomorfak, akkor az E euklideszi térben
bebizonyitott tételnek megfelels tétel igaz E'-ben is.

2.2.8 tétel. Az dsszes n-dimenzios euklideszi terek izomorfak.

Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy az 6sszes n-dimenzios euklideszi tér izomorf
egy specialisan valasztott ,standard” n-dimenzios térrel.

Ilyen standard n-dimenziés E' euklideszi tér a szam-n-esek tere. Ebben a
térben az @ = (&1,...,&,) ¢ésaz ¥y = (m,...,nn) vektorok skalaris szorzata
az

(22.34) (2, 9) =T+ + &

Osszefiiggéssel van megadva.
Legyen adott egy n-dimenziés F euklideszi tér. Valasszunk ebben a térben

egy ey, ..., e, ortonormalt bazist (minden euklideszi térben van ilyen bazis).
Feleltessiik meg az & = & e + - - - + &, e, vektornak az E' tér
@ = (fl, s 7§n)
vektorat!

Most megmutatjuk, hogy ez a megfeleltetés izomorf. A miivelettartas
((2.1.5) és (2.1.6) osszefliggés) nyilvanvalo, csak a skalaris szorzatok egyen-
16ségét kell igazolni. Tudjuk, hogy ortonormalt béazis esetén a skalaris szorzat

(¢, y) =& + - + &l
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Ez megegyezik az (', y') = &1 + -+ - + &7y, skaléris szorzattal:

(z,y) = (¢, 9),

vagyis bebizonyitottuk a skalaris szorzatok egyenléségét. M

2.3 LINEARIS FUGGVENYEK, BILINEARIS
ES KVADRATIKUS ALAKOK

Ebben a szakaszban a komplex linearis tér vektorainak egyszerd szamértékd
fliggvényeit vizsgaljuk, azaz olyan fliggvényeket, amelyek a linearis térben
minden vektorhoz, ill. vektorparhoz egy komplex szamot rendelnek hozza.
Elgszor definialjuk a komplex linearis térben az elsG- és masodfaju lineéris
fliggvényeket, majd bevezetjiik a bilinearis és a kvadratikus alak fogalmét.
Megmutatjuk, hogy adott béazis esetén a bilinearis alakhoz hozzarendelhets
egy matrix. Ezutan azt mutatjuk meg, hogy a komplex linearis térben min-
den bilinearis alakot egyértelmiien meghataroz a hozza tartozé kvadratikus
alak. Bevezetjiik az Hermite-féle bilinearis alak fogalméat, majd sziikséges
és elégséges feltételeket adunk arra, hogy egy bilinearis alak Hermite-féle
legyen. Megismerkediink az Hermite-féle kvadratikus alak, mésképpen az
hermitikus alak fogalmaval és megmutatjuk, hogy az unitér tér meghataroz-
hat6é mint olyan komplex linearis tér, amelyben értelmezve van egy pozitiv
definit hermitikus alak. Végiil, speciélis esetként, megkapjuk a valés linearis
térre vonatkozo eredményeket.

2.3.1 definicié. Legyen f(x) az R komplex linedris tér x vektorain értel-
mezett (komplex) szamértékd fiigguény. Az f(x) figgvényt els6faja linearis
figgvénynek nevezzik, ha eleget tesz az alabbi feltételeknek:

() flz+y =[f(@)+f(y =2yeck

3D ) fow) = M@ Ne K

ahol K jeldli a komplex szdmok testét.
Az f(x) figgvényt masodfaja linearis fliggvénynek nevezzik, ha az
alabbi feltételeknek tesz eleget:

(2.3.2) (@) f@ty=/@)+/y =oyck;
0 f0w) = () reK.

Valos linedris tér esetében az elsd- és mdasodfaju linedris fiigguény fogalma
egybeesik, ezért linearis fliggvényrdl beszélink.

Legyen ey, es,..., e, az n-dimenzios R, komplex linearis tér egy bazisa.
Az z € R, vektor ekkor felirhaté a kovetkezs alakban:

(233) :1:25161 +§2e2 +"'+£nena
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ahol &1,&,...,&, az x vektornak az ey, es, ..., e, bazisra vonatkozd koor-
dinatéi.
A 2.3.1 definici6 alapjan az f(x) els6faju linearis fiiggvény felirhaté mint

=f (Z fz‘ez) =Y &f(e)
i=1 i=1
Bevezetve az

(2.34) a;=f(e) (i=1,2,...,n)

Osszefiiggéssel definialt a; szamokat, az elséfaji linearis fliggvényre azt
kapjuk, hogy

(2.35)  f(x) =&a1 + &ag + - -+ Enan,

ahol az a; szamok csak a bazis megvalasztasatol fiiggnek, a &; szamok pedig
az x vektornak ugyancsak a béazistol fliggs koordinatai. A méasodfaju linearis
fliggvény

=f (Z §i€i> =Y &if(e)
i=1 i=1
alakban irhato; a (2.3.4) Osszefliggések alapjan ez esetben
(2'3'6) f(:lﬁ) = Elal + 52a2 +oeee Enan-

2.3.2 definici6é. Legyen x és y az n-dimenzids R, komplex linedris tér tetszd-
leges két vektora. Az A(x;y) figguény az x és y vektor bilinearis alakja, ha
(a) rogzitett y esetén A(x;y) elsdfaju linedris fliggvénye x-nek;
(b) rogzitett x esetén A(x;y) mdsodfaji linedris fiigguénye y-nak.

Részletesen felirva ez a kovetkezst jelenti:

A(CB1+CB2, ) A(wh )+A(CB2, )a
\x; AA ,
(2.3.7) A(Az; y) = AA(z; y)
Al y) + 4) = Al y1) + Az 9,),
A(z; Ay) = AA(z; y).
4. Példa. A komplex szam-n-esek n-dimenziés terében bilinearis alak az a
fiiggveny, amely a (£1,&2,...,&,) és (m,n2,...,1,) szam-n-es parhoz az
n n
(2338)  Almy) =Y > may
j=1i=1
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kifejezést rendeli, ahol a;; (i = 1,2,...,n) adott komplex szamok. Kénnyen
belathato, hogy a (2.3.8) alatti kifejezésre a (2.3.7) alatt megadott feltételek
teljestilnek. Ha a szam-n-eseket egy-egy m-elemii oszlopvektorba foglaljuk
Ossze, akkor az 1. fejezet jeloléseivel [v6.: (1.2.21)-gyel] a (2.3.8) bilinearis
alak a kovetkez§ alakban irhato:

(2.3.9)  A(zy) = yHAx,

ahol A = [a;;] az adott a;; szamokbol allé matrix.
Legyen példaul az A(x; y) bilinearis alak megadva az

A(z; y) = 2617, + E17p + &7y + 32Ty + €373

képlettel. A (2.3.9) sszefliggés szerint ez a kovetkezs alakban irhato:

M M M2 1 0] [4
Az y) = 1 3 0f |&
00 1| |&

* * k

5. Példa. Az [a,b] zart intervallumban folytonos fiiggvények lineéris terében
az f és g vektorok bilinearis alakja az alabbi integral:

b b
A(fig) = / / K (s:4)(s)g(0) ds dt.

ahol K (s;t) az s és t valtozo valamilyen folytonos fliggvénye.
x % x

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy az n-dimenziés komplex térben min-
den bilinearis alak egy matrix segitségével irhato fel, ha meg van adva a tér
egy bézisa. Legyen ej,es,..., e, az n-dimenziés R, komplex linearis tér
egy béazisa, tovabba legyenek (£1,&a,...,&n), ill. (N1,72,...,Mn) 82 © € R,
ill. y € R,, vektor adott bazisra vonatkozo koordinatai. Az R, térben ér-
telmezett A(x;y) bilinearis alak a (2.3.7) tulajdonsagok felhasznalasaval a
kovetkezSképpen irhato:

n n

Almy) = A D &Gesd me | =D > WéAes;e).
j=1 i=1

i=1 j=1

Ha a bilinearis alaknak a béazisvektorokon felvett értékére bevezetjiik az alabbi
jelolést:

(2.3.10) a;; = A(e;; &),
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akkor a térben értelmezett barmely bilinearis alak felirhaté a kovetkezSkép-
pen:

(2.3.11) A(zmy) =YY maié,

i=1 j=1

ahol az a;; szamokbdl alkotott A = [a,;] matrixot az A(x, y) bilinearis alak
adott ey, eo, ..., e, bazisra vonatkoz6 matrixanak nevezziik.
A (2.3.11) bilinearis alak tehat az
&1 m

xX=|: és y=|:
&n Mn
koordinatavektorokkal — az 1. fejezet jeloléseit hasznalva — a kovetkezd alak-
ban irhato:

(2.3.13) A(zy) =y " Ax.

6. Példa. Hatarozzuk meg az 1. példaban megadott bilineéris alak matrixat,
ha a szamharmasok terében bazisnak valasztjuk az
e = (1, 1, 1) €y = (0, 1, 1) e3 = (0, 0, 1)
vektorokat!
Megoldds. Az

A(xy y) = 2617, + &7 + &7y + 36T, + 373

bilinearis alak adott bézishoz tartoz6 méatrixanak elemei a (2.3.10) képlet
szerint szamithatok ki:

ai; = A(e;e) =8,

a1z = ag = A(ez; €1) =5,

IS
fin
w

I

Q
w
—
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Q
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www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

170 2. A LINEARIS ALGEBRA ALAPJAI

2.3.3 definici6. Ha a komplex linedris térben értelmezett A(x;y) bilinedris
alakban y helyére az x vektort irjuk, akkor az igy kapott A(x; x) kifejezést (a
komplex linedris térben) kvadratikus alaknak nevezziik.

2.3.1 tétel. A komplex linedris térben minden bilinedris alakot egyértelmien
meghatdroz a hozzd tartozo kvadratikus alak.

Bizonyitds. Legyen A(x; x) egy kvadratikus alak a komplex linearis térben és
legyen x és y a tér két tetszsleges vektora. A bilinearis alakok (2.3.7) tulaj-
donséagai alapjan felirhatok az alabbi azonossagok (itt i a képzetes egységet
jeléli):

2.3.13) Alz+y,z+y) = Az z) + Ay, ) + Az y) + A(y; v),
2.3.14) A(x+iy;z+iy) = Az x) +iA(y; ) — iA(z y) + Ay ),
2.3.15) Alz—yz—y) = Almz) — Aly; o) — A(m; y) + A(y; ),
2.3.16) Az —iy;xz—iy) = Az, x) — iA(y; z) + 1Az y) + A(y; v).

Ha a (2.3.13) azonossagot 1-gyel, (2.3.14)-et i-vel (2.3.15)-6t —1-gyel,
(2.3.16)-ot —i-vel megszorozzuk és az igy kapott azonossagokat osszeadjuk,
akkor a jobb oldalon A(x; y) kivételével valamennyi tag kiesik és igy az alabbi
adodik:

(2.3.17) A(z;y) —{A T+ yz+y) HiA(z+ iy T+ iy)—

—Alx—yz—y) —iA(z— iy, z—iy)}.

A jobb oldalon all6 kifejezés a kvadratikus alaknak az €+ y, € — y, ¢ + iy
és x — iy vektorokra felvett értékeibdl all, tehat az A(x; y) bilineéris alakot a
hozzé tartozd kvadratikus alak valoban egyértelmiien meghatéarozza. B

Sziikségiink lesz a tovabbiakban A(y; ) kifejezésére is. Ezt ugy nyerjiik, ha
a (2.3.13)—(2.3.16) azonossagokat rendre az 1, —i, —1, i szamokkal szorozzuk
és Osszeadjuk. Ebbdl adodik, hogy

1
(2.3.18) A(y;x) = Z{A(:IH— yx+y) —iA(z+iy, T+ iy)—

—Alw—yz—y) +id(z—iyz—iy)}.

2.3.4 definici6. A komplex linedris térben az A(xm;y) bilinedris alakot
Hermite-félének vagy hermitikusnak nevezzik, ha fenndll az

(23.19) A(my) = Ay, )

dsszefliggés.
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2.3.2 tétel. Az A(x;y) bilinedris alak akkor és csak akkor hermitikus, ha
mdtriza valamilyen bdzisban hermitikus mdtrix.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A(x; y) bilinearis alak hermitikus, és legyen
az ey, €y, . .., €, bazisra vonatkozé matrixa A = [a;;]. A (2.3.19) Gsszefliggés
alapjan

ai; = Alej; &) = Ales; €;) = Tji.

Most megforditva: tegyiik fel, hogy A hermitikus matrix, azaz A" = A,
vagyis (ai; = @j;). Ekkor

n n n n

Alzyy) =D Y Thayé =YY mazl; = Aly; @),

j=1i=1 j=1i=1
és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

A tételbol kovetkezik, hogy ha a bilinearis alak matrixa valamely bazisban
hermitikus matrix, akkor barmely mas béazisban is hermitikus.

2.3.5 definicié. Az hermitikus bilinedris alakhoz tartozo kvadratikus alakot
hermitikus alaknak nevezzik.

A 2.3.2 tétellel ekvivalens tétel a kovetkezd:

2.3.3 tétel. Az A(x;y) bilinedris alak akkor és csak akkor hermitikus, ha a
hozzd tartozo A(x; @) kvadratikus alak barmely x vektorra valds.

Bizonyitds. Legyen A(x;y) hermitikus bilinearis alak, vagyis teljesiiljon a
(2.3.19) feltétel. Ha most y helyére az x vektort irjuk, akkor a feltétel alapjan
A(x; ) = A(z; ), amibdl kovetkezik, hogy A(x; x) valos.

Most megforditva: legyen A(x; ) minden x vektorra valos; tehat valos

Alz+yz+y), Alzt+iyztiy), Alz-yz—y), Alx—iyz—iy).

A (2.3.17) és (2.3.18) azonossagok egybevetésével rogton kiolvashato, hogy
A(x; y) és A(y; ) egymasnak konjugaltjai, vagyis A(x; y) hermitikus. B
Ebbél a tételbsl kozvetleniil adodik a 2.3.4 tétel.

2.3.4 tétel. Egy kvadratikus alak akkor és csak akkor hermitikus, ha csak
valds értéket vehet fel.

Hermitikus alak példaul a komplex euklideszi tér egy « vektorédnak on-
magaval valo skalaris szorzata: (x,x). Ugyanis a komplex euklideszi tér-
ben értelmezett skalaris szorzat (2.2.1) (a), (b), (c) tulajdonsagai értelmében
(z, y) hermitikus bilinearis alak, ezért (a, ) hermitikus alak.
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2.3.6 definicio. A komplex linedris térben értelmezett A(x, x) hermitikus
alakot pozitiv definitnek nevezzik, ha minden x # 0 vektorra fenndll az

(2.3.20) A(x;x) >0
egyenldtlenség.

Legyen most A(x; ) egy pozitiv definit hermitikus alak, és A(x; y) a hozza
tartozé hermitikus bilinearis alak. A 2.3.2, 2.3.4 és a 2.3.6 definici6 alapjan

ekkor
(a) Az y) — Ay, @),
2321) (P Al@+zmiy=Alz;y) + Alziy),
T @ AGay) = \(z;y),
(d) Az =) >0, ha x#0.

Latjuk, hogy ezek a tulajdonsagok megegyeznek a komplex linearis térben
bevezetett skalaris szorzat (2.2.1) alatti tulajdonsagaival. Ebbdl kovetkezik,
hogy a skaldris szorzat mindig pozitiv definit hermitikus alakhoz tartozo bi-
linedris alak és minden ilyen bilinedris alak felfoghato skaldris szorzatként,
amellyel eqy euklideszi teret definidlhatunk.

Ennek alapjan tehat a kovetkezSképpen is értelmezhetjiik a 2.2.2 defini-
cioval bevezetett unitér vagy komplex euklideszi teret.

2.3.7 definici6é. Unitér térnek nevezzik az olyan komplex linedris teret,
amelyben ki van tintetve egy rogzitett A(x; x) pozitiv definit hermitikus alak,
és a hozzd tartozé A(wm;y) bilinedris alakot az x és y vektor skaldris szorza-
taként értelmezziik.

Belattuk, hogy barmely A(x; x) pozitiv definit hermitikus alakhoz tartozo
A(x; y) bilinearis alak felfoghato mint valamilyen euklideszi tér skalaris szor-
zata. Figyelembe véve a 2.2.3 definiciot, ha az w;, us, ..., w, bézis olyan,
hogy az A(x;y) bilinearis alak mint skalaris szorzat e bazisra vonatkozdan
standard, akkor az A(x; y) bilinearis alaknak — s igy az A(x; x) pozitiv definit
hermitikus alaknak — e bazisra vonatkoz6 matrixa az egységmatrix.

2.3.8 definicié. Ha az A(x; x) pozitiv definit hermitikus alaknak, s igy a
hozzd tartozé A(m;y) bilinedris alaknak, az uy, us, ..., w, bdzisra vonatkozd
mdtriza az B egységmdtriz, akkor az wi, us, ..., w, bdzist az A(x;x) hermi-
tikus alak (ill. az A(x;y) bilinedris alak) standard bazisanak nevezzik.

A 2.2.6 tétel e definici6 szerint éppen standard bazis létezését mondja
ki. Igy a 2.2.6 tétel altalanosabb megfogalmazasa hermitikus és bilinearis
alakokra a kdovetkezd.

2.3.5 tétel. Bdrmely A(x; ) pozitiv definit hermitikus alakhoz — s igy a
hozzd tartozo A(x;y) bilinedris alakhoz — megadhatd standard bazis.
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Megemlitjiik még, hogy a komplex linearis térben most megismert fogal-
mak és tételek értelemszertien atvihet6k a valds linearis térre. Mivel a szamér-
tékd linearis fliggvények esetén (lasd a 2.3.1 definiciot) az els- és masodfaja
linearis fiiggvény fogalma egybeesik, ezaltal egyszertibbé valik a bilinearis alak
definicioja is; adott bazisban felirva a bilinearis alakot, elmarad a masodik
helyen all6 vektor koordinatainak konjugélasa.

Az hermitikus alak helyére a valos térben a kvadratikus alak 1ép, ennek
maéatrixa tetszéleges bazisban valos szimmetrikus matrix*. Az hermitikus bi-
linearis alakot a valdés térben szimmetrikus bilinearis alaknak nevezziik, tet-
sz6leges bazisban ennek matrixa is valos szimmetrikus matrix. Egy adott
A(z; ) kvadratikus alakhoz tartozé A(x; y) szimmetrikus bilineéris alakot a
kvadratikus alak poldris bilinedris alakjinak nevezziik.

A legfontosabb észrevétel, amit a valos térben definialt bilinearis és kvadra-
tikus alakokra vonatkozoé tételekkel kapcsolatban meg kell tenniink, az, hogy
a 2.3.1 tétel nem érvényes minden valtoztatas nélkiil a valés térben: nem igaz
az, hogy minden bilinearis alakot egyértelmtien meghataroz a hozza tartozo
kvadratikus alak. A tétel a valos térben a kovetkezsképpen modosul:

2.3.6 tétel. A valds linedris térben az A(x;y) poldris bilinedris alakot egyér-
telmien meghatdrozza a hozzd tartozo kvadratikus alak.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasahoz kihasznaljuk, hogy a polaris bilinearis alak
szimmetrikus, azaz

(2.3.22) A(zy) = A(y; ).
A bilinearis alak értelmezésébdl adodik, hogy
Alz+yz+y) = Alz o) + Az y) + Aly; 2) + Ay 9),

és innen (2.3.22) behelyettesitésével és atrendezéssel

(23.23) Azy) = %{A(m—k yx+y) — Az x) — Ay y)}-

Ebbdl mar kiolvashato, hogy a kvadratikus alak valéban egyértelmtien meg-
hatarozza polaris bilinearis alakjat. H

7. Példa. Tekintsiik a (&1, &2,&3) valos szamharmasok terében megadott
A(y; y) = Eim + 262m2 + 3&373

*Itt fel kell hivni az Olvasé figyelmét arra, hogy a kvadratikus alak kifejezés kétféle
értelemben honosodott meg. A komplex linearis térben a 2.3.3 definicié értelmében tetszd-
leges A(x; Y) bilinearis alakhoz tartozdo A(@x; ) kifejezést neveziink kvadratikus alaknak
(ennek speciélis esete az hermitikus alak, amelyhez hermitikus matrix tartozik). A valds li-
neéaris térben A(T; ) akkor kvadratikus alak, ha a hozza tartozé méatrix valos szimmetrikus
matrix (ez tehat az hermitikus alak valos esete).
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bilinearis alakot. Hatarozzuk meg ennek a matrixat az
= (27 _17 1)7 € = (17 07 72)7 €3 = (07 37 1)

béazisra vonatkozoan!

Megoldds. A méatrix elemeit a (2.3.10) képlet segitségével szamithatjuk ki.
Megjegyezziik, hogy mivel az adott bilinearis alak szimmetrikus, a keresett
matrix is szimmetrikus lesz.

ayr = (617 61)
as = aiz = (61 ) —4,
az1 = a3 = A(es; 63) -3,
22 = (627 2)
aze = a3 = A(ez; e ) -6,
ags = A(es; e3) =

A bilinearis alak matrixa az adott bazisra nézve tehét

9 —4 -3
A=| -4 13 -6
-3 -6 21

2.4 LINEARIS TRANSZFORMACIOK

Ebben a szakaszban olyan linearis fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az n-
dimenziés R,, komplex linearis teret énmagaba képezik le, azaz R,, minden
vektorahoz R, egy vektorat rendelik hozza. Igy jutunk a linearis transzfor-
méaci6 fogalmahoz és megmutatjuk, hogy adott bazis esetén minden linearis
transzforméciohoz egyértelmten hozzarendelheté egy maéatrix. Ezért a bili-
nearis és kvadratikus alakok vizsgélatahoz hasonléan, a lineéris transzforma-
ciok targyaldsaban is lényeges a méatrixelmélet alkalmazasa. Definidljuk a
linearis transzformaciok kozotti miiveleteket, majd megmutatjuk, hogy ezek
a muveletek hogyan végezhetdk el a linearis transzformaciokat adott bazisban
reprezentald méatrixokkal.

2.4.1 definicié. Ha az n-dimenzios R,, komplex linedris tér minden x vek-
tordnak az R, tér eqy y = A(x) vektora felel meg és teljesiilnek az aldbbi
feltételek:

(a) Az + z2)=A(z1) + A(z2);

G ) Ao — ),
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s s s

A linedris transzformdcio jelolésére A(x) helyett ezentil az Az szimbslumot
hasznaljuk” .

8. Példa. Tekintsiik a geometriai térnek azt a transzforméciojat, amely a
térnek az origon athalado valamilyen tengely koriili adott szogi elforgatasa.
Barmely x vektornak az az Ax vektor felel meg, amelybe az illet6 vektor az
adott forgatas révén atmegy.

Xk ok

9. Példa. Tekintsilk a komplex szam-n-esek linearis terét. Minden
(&1,&2, ..., &) szam-n-eshez azt az A(&1, &2, ..., &) = (N1, M2, - ., M) SZAM-

n

n-est rendeljiik, amelynek i-edik elemét az n; = Zaikfk képlet alapjén
k=1
szamithatjuk, ahol a;; (i,k = 1,2,...,n) adott komplex szdmok.

* * *

10. Példa. Tekintsiik a legfeljebb n-edfokt polinomok (n + 1)-dimenzios
terét és legyen AP(t) = P'(t), ahol P'(t) a P(t) polinom derivaltja.
x %

11. Példa. Ha a [0, 1] zart intervallumban értelmezett f(t) folytonos fiigg-

t
vények terét tekintjiik, akkor az Af(t) = / f (1) dr transzformacio is linearis.

0
* * *

Megjegyzés. Tekintettel arra, hogy az e konyv keretei kozott targyalt transzformaciok
kizardlag linearis transzformaciok, ezért a tovabbiakban transzforméciéon mindig linearis
transzforméaciot értiink akkor is, ha — egyszertiség kedvéért — a ,linearis” jelz6t elhagyjuk.

2.4.1 tétel. Ha A az R tér linedris transzformdcidja, akkor az Ax alaki
vektorok R™ halmaza, ahol x befutja az egész R teret, az R tér egy alterét
alkotja.

Bizonyitds. Legyen y, € RW ¢s Yy € R(l), vagyis y; = Az, és y, = Axp.
Ekkor y;+vy, = Azi+Axy = A(z+a2), és igy Y, +y, € R™ . Hasonloképpen,
ha y = Az, akkor Ay = AAz = A(A\x), tehat Ay € RW. Vagyis RV valsban
az R tér altere. B

2.4.2 definici6. Az R, linedris tér y = Az alaki vektorai dltal alkotott
alteret az A transzformdcio képterének nevezzik és R(A)-val jeloljik.”™

*Linearis transzformacion tagabb értelemben egy n-dimenzids lineéris tér leképezését
értjiik egy m-dimenzios linearis térre (n és m nem sziikségképpen egyenld). E konyv keretei
kozott csupan az n-dimenzios lineéris tér Snmagaba valo leképezéseit vizsgaljuk.

**Az A transzformacioé képterére hasznalatos az Im A jeldlés is.
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Az R(A) képtér tehat nem mas, mint az y = A(x) fliggvény értékkészlete.

Ugyancsak konnyen beladthato, hogy az R,, lineéris tér azon = € R,, vek-
torainak a halmaza, amelyeket az A transzforméacio a zérusvektorba képez le,
vagyis amelyekre Az = 0, az R,, egy alterét alkotjak.

2.4.3 definicié. Az R, linedris tér azon x € R, wvektorai dltal alkotott
alteret, amelyekre Ax = 0, az A transzformdcid nullterének (magterének)
nevezzik, és N(A)-val jeloljik.”

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az n-dimenzios lineéaris vektortérben
értelmezett linearis transzforméciok mindig reprezentalhatok métrixokkal,
maés szoval a matrixok alkotjak azt az apparéatust, amellyel a linearis transz-
formaciok az n-dimenzios terekben egészen &altalanosan vizsgalhatok. Bebi-
zonyitjuk e célbol, hogy adott bazisban minden transzformacionak megfelel
egy és csakis egy méatrix.

Legyen ey, e, ..., e, az n-dimenzios tér egy bazisa és legyen A ennek a
térnek egy linearis transzformécioja. Mindenekel6tt azt mutatjuk meg, hogy
az A transzformaciot egyértelmilen meghatdrozzdk a bdzisvektorok transzfor-
mdltjai, legyenek ezek

(24.2) g, =Ae1r, g,=A~Aes, ..., g,=Ae,.
Ekkor barmely @ = &1e1 + &se0 + - - - + &, €, vektor transzformaéltja

Az =A(&1e1 +&ex+ -+ &pe,) =
=&Ae + A+ -+ & Ae, =619 &g+ -+ 608,

vagyis Az valoban egyértelmtien meghatarozott a g, gs,- .., g,, képvektorok
ismeretében.

Ezen tulmenden még az is igaz, hogy tetszdleges gy, gy, - - -, g,, vektorokhoz
és e1,es,...,e, bazishoz létezik olyan A linearis transzformacio, amelyre
Ae; = g,,Aex = g,, ..., Ae, = g,. Haugyanisaz e;, ez, .. ., e, vektoroknak

megfeleltetjik a g;, gs, ..., g, vektorokat, és a tetszbleges © = &1 e; + &aea+
+ -+ &y e, vektornak az Az = &1 g, +&29, + - - - + En g, vektort, akkor az x
vektor egyértelmi elGallitasa miatt Ax is egyértelmiien van meghatarozva, és
a transzformacio linearis.
A transzformaciot egyértelmtien meghataroz6 g, vektoroknak az e, e,
.., e, bézisra vonatkozo koordinatait jeldlje aix, ask, - - -, ank, azaz

(24.3) g, =Ae, = Z eair, (E=1,2,...,n);

i=1

*Az A transzformAcié magterére hasznélatos a Ker A jelolés.
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tekintsiik ezeket a koordinatékat az A = [a;;] matrix elemeinek. Ezzel bebi-
zonyitottuk a kovetkezd tételt.

2.4.2 tétel. Bdrmely A linedris transzformdcichoz egy adott bdzisban a
(2.4.3) dsszefiiggés alapjan egyértelmien hozzdrendelhetd eqy mdtriz és meg-
forditva, tetszdleges [a;;] mdtriz egy adott bdzisra vonatkozdan egyértelmien
meghatdroz eqy linedris transzformdciot.

A mondottakat szemléletesebbé tehetjiik, ha a méatrixalgebraban definialt
szorzasra bevezetett sor—oszlop konvenciét formalisan kiterjesztjiik a bazis-
vektorokkal vald szorzas esetére is. Ekkor ugyanis a (2.4.3) Osszefiiggésben
szerepls ey, e, . . ., e, bazisvektorokat és ezek g, g5, . . ., g,, transzformaltjait
egy-egy sorba, a linearis kombinaciok a;; egyilitthatoit pedig értelemszertien
megfelel§ oszlopokba elrendezve, a (2.4.3) Osszefiiggés az alabbi alakban ir-
hato fel:

[61 € ... en] ail aig...01n

(2.44) (g1 92---9,] =

Ismételten hangsilyozzuk, hogy itt nem ,sorvektorokrol” van sz, hanem a
megfelel§ vektorok ,sorba” rendezésérdl; ez a formalis irasmod azonban meg
fogja konnyiteni a tovabbi Osszefiiggések felismerését.

Példaként irjuk fel néhény egyszert lineéris transzformacié méatrixat egy
adott bazisban.

12. Példa. Legyen R a geometriai tér, A pedig az a lineéris transzformécio,
amely a tér vektorait egy derékszogl x1, xo2, s koordinata-rendszer x1, xo
koordinatasikjara vetiti. Bazisként valasszuk a koordinatatengelyek iranyaba
mutato e, ey, e egységvektorokat, ezek tehat a lineéris tér egy ortonormaélt
béazisat alkotjak. A vetités sordn e; és e; nem valtozik meg, az ez vektort
viszont az adott transzformécio a zérusvektorba viszi at:

g =e; gy =e; g=0.
A transzformaciot tehat a (2.4.4) dsszefiiggésnek megfelelGen felirva:

&1 e e3l[1 0 O

&, 8 8= 0 1 0f;
0 0 0
10 0
ezért a transzformacié matrixa: A = |0 1 0] , oszlopai ugyanis g;, g, 83
0 00

koordinétait tartalmazzak az e, e, es bazisban.

* * *
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13. Példa. Legyen az R linearis tér ismét a geometriai tér, és irjuk fel an-
nak a transzformécionak a méatrixat, amely a tér vektorait egy derékszogi
koordinata-rendszer x5 tengelyére titkrozi. Bazisként valasszuk ismét a koor-
dindtatengelyek iranyaba es6 e, ey, es egységvektorokat. A tiikrozés itt azt
jelenti, hogy e; és e a transzforméacio soran elGjelet valt, e pedig valtozatlan
marad:

B = —€; B> = —€; g3 e

A transzformécio tehat a kovetkezd Osszefliggéssel jellemezhetd:

e1 e e3][-1 0 0
g1 8 8= 0 -1 0f,
0 0 1

ahol a transzformacié matrixa

-1 00
A=| 0 -1 of,
0 0 1

mivel oszlopal g;, g, és g; koordinatéit tartalmazzak az e;, ez, e3 bazisban.

* * *

14. Példa. Azt az E transzforméciot, amely a linearis tér minden vektorat
onmagaba transzformélja, egységtranszformacionak nevezziik. Mivel tetszo-
leges e1, es, ..., e, bazis esetén ekkor

Ees =e;, Eex=es, ... Ee, = e€,,

ez azt jelenti, hogy az E egységtranszformacié métrixa minden bazisban és
barmely linearis tér esetén az egységmatrix:

E = [04].

* * *

15. Példa. Legyen R a legfeljebb (n—1)-edfokt polinomok tere és a D transz-
formacio a differencialas, vagyis DP(t) = P’(t). Irjuk fel ennek a transzfor-
macionak a métrixat az

t2 tn—l

61:1, eQZt, 6325, ey en:m

béazisban. A transzforméaciot alkalmazva a bazisvektorokra — vagyis derivalva

a fenti polinomokat —, a kovetkezsket kapjuk a béazisvektorok transzformalt-
jakeént:
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g, =De =1 =0,
g2:D62:t/:1261,

2\
93_D63_<§> :t:€2,

0100 .0
0010 .0
D:0001 0
0 . 1
0 0 0O
x ok %

A kovetkezdkben definialjuk a linearis transzforméciok kozotti mivelete-
ket, és megmutatjuk, hogy adott bazisban miként végezhetdk el ezek a mii-
veletek a linearis transzforméciok méatrixaval.

2.4.4 definicié. Ha a linedris tér bdrmely x vektordra alkalmazzuk az A
és B transzformdciot, akkor azt a C transzformdcict, amelyet az x vektorra
alkalmazni kell, hogy az Ax és a Bx vektorok dsszegél kapjuk, az A és B
transzformaciok 6sszegének nevezzik. Tehdt C = A + B azt jelenti, hogy

Cx=Ax+ Bz
A transzforméaciok Gsszegének matrixat a kovetkezs tétel alapjan kaphat-
juk meg.

2.4.3 tétel. Ha A és B az R, linedris tér két transzformdcidja, akkor ezek
osszegének adott bazisra vonatkozo mdtriza eqyenld az A és B transzformdciock
ugyanazon bdazisra vonatkozd mdtrizanak az dsszegével.

Bizonyitds. A (2.4.3) Osszefliggés felhasznalasaval irhato, hogy

n n n
Aey, = E ea;; Bep = E eibip; Ce, = E €;Cik-
i=1 =1 =1
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Igy a C = A + B transzformacio definicioja alapjan

n
Cer, = Ae; + Bey, = Z ei(ai + bir) = Z €iCik,

i=1
amibdl az egyértelmi elGallitas miatt kdvetkezik

Cik = aj + b, i,k=1,....,n, azaz C=A+B. A

2.4.5 definici6é. Az A linearis transzforméacionak A szammal valé szor-
zatan azt a AA linedris transzformdciot értjik, amely a tér bdrmely x vek-
tordhoz a A\(Ax) vektort rendeli.

A definiciobol kovetkezik, hogy ha az A transzformécio matrixa A = [ax],
akkor a AA transzformécié matrixa AA = [Aa].

2.4.6 definicié. Ha a linedris tér barmely x vektordra alkalmazzuk a B

transzformdciot: y = Bx, majd a transzformdcioval kapott y vektorra az

A transzformdciot: z = Ay, akkor azt a C transzformdciot, amelyet az x

vektorra alkalmazni kell, hogy az egymds utdn végrehajtott transzformdciokkal

nyert z vektort kapjuk, az A és B transzformaciok szorzatanak nevezziik.
Tehat C = AB azt jelenti, hogy minden x vektorra fennéall

Cz=A(Bz), azaz ABz= A(Bz).

Linearis transzformaciok szorzata is linearis transzformacio, mert teljesiil-
nek ra a (2.4.1) osszefiiggések. Ugyanis kihasznalva azt, hogy az A és a B
transzformaci6 is lineéris, a kovetkez6t kapjuk:

C((IZ1 + (L‘Q) =A [B((Lj + 1112)] =
= A(B(I}l + B(I}Q) = A(B(IZl) + A(B(BQ) = Cx; + Caxo,

és hasonloan, C(Axz) = A[B(Az)] = A(ABz) = MA(Bz) = A\Czx. Ha E az
egységtranszforméacio, A pedig tetszéleges transzformacié, akkor nyilvan-
valoan fennall, hogy
AE =EA =A.
ErtelmezhetSk a linearis transzformacio pozitiv egész kitevsjd hatvanyai is:
A% = AA, A3 = AAZ

Definici6 szerint A’ = E, tovabbé nyilvanvald, hogy APT7 = APAY.
16. Példa. Tekintsiik a legfeljebb (n — 1)-edfoka P(t) polinomok terét, és
legyen a tér egy D linearis transzformécioja a derivalas: DP(t) = P'(t). A D
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transzformécié ismételt alkalmazasaval kapjuk a transzformécié hatvanyait,
ezek esetiinkben a magasabbrendii derivalasnak felelnek meg:
D?P(t) = D(DP(t)) = (P'(t))" = P"(t).
x %
Megjegyzés. A legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomok terében mindig fennall
D"P(t) = P (t) = 0.
Vizsgaljuk most meg, hogy adott ey, e, ..., e, bazisban hogyan hatéroz-

haté meg az A és B transzformécié matrixanak ismeretében a C = AB szor-
zattranszformécié matrixa.

2.4.4 tétel. Ha A és B az R,, tér két linedris transzformdcidja, akkor ezek
szorzatanak adott bdzisra vonatkozé mdtriza egyenld az A és B transzformd-
cio ugyanezen bdzisra vonatkozé mdtrizanak — ugyanolyan sorrendben vett —
szorzataval.

Bizonyitds. Legyen az A transzformacioé méatrixa az adott bazisban A = [a;k],
a B transzformacioé pedig B = [b;x].
A bazisvektorok és ezeknek a B transzformacioval nyert leképezése kbzotti
Osszefiiggés (2.4.4) szerint:
[61 €y ... en] b11 b12 . bln

[Be; Bey...Be,] = ba1  baa...b2y

bnl bn2 o bnn
Alkalmazzuk az A transzforméaciot a kapott azonossag mindkét oldalan:
[Ael A62 . Aen] bll b12 e bln
(2.45) [A(Ber) A(Bes)...A(Bey)] = bor b2z bon

bnl bn2 L bnn

Vegyiik most figyelembe, hogy a bazisvektorok és ezeknek az A transzforma-
cioval adodo leképezése kozotti Osszefiiggés

[61 €y ... en] ail a12...01n

(2.4.6) [Aer Aey...Ae,] = as1  Qsy...as,

Jelolje tovabba a C = AB szorzattranszforméacié matrixat C = [ci], igy a
(2.4.4) szerint

[61 € ... en] C11 C12...Cin

(24.7) [Cer Cey...Ce,) = €21 Cag...C2p
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Behelyettesitve a (2.4.6) kifejezést a (2.4.5) Osszefliggésbe, (2.4.5) és (2.4.7)
azonossaga miatt fennall, hogy

[61 €y ... en] C11 C12...C1p

Mivel a tér barmely vektora a bazisvektorok segitségével egyértelmiien
allithato eld, a kapott azonosség csak akkor édllhat fenn, ha a bazisvekto-
rok szorzoi az azonossag két oldalan megegyeznek, tehat az A, B és C = AB
transzformaciok méatrixara fenn all az alabbi Gsszefliggés:

(248) C=AB.

Ezzel bebizonyitottuk a tételt. B

A 2.4.2 tétel szerint rogzitett bazis mellett az R,, tér linearis transzfor-
macioi és komplex elemi n-edrendd matrixok kézott kolcsonosen egyértelmt
Osszefiiggés 4l fenn. Ezért a matrixok alaptulajdonsigaibol kovetkeznek a
linearis transzforméaciokra vonatkozo miiveletek tulajdonsagai: az Gsszeadas
kommutativ és asszociativ, a szorzas asszociativ, de nem kommutativ (azaz
AB # BA), az Osszeadas és szorzés disztributiv.

A 2.4.4-2.4.6 definiciok alapjan most méar értelmezhets a linearis transz-
formacio) polinomja is. Ha ugyanis adott a

P(t) =ag + a1t + a2t2 + -4 am_ltm_l

valos (vagy komplex) egyiitthatos, skalar valtozoju polinom, akkor a P(A)
polinomon a

P(A) = aoE + a1 A + 02A2 4+ am71Am_1

linearis transzforméciot értjiik, ahol E az egységtranszformécié. Ennek
maétrixa — a 2.4.4-2.4.6 definiciok szerint — az A transzformécié A matrixanak
polinomja:

P(A) =aoE+ a1 A + CL2A2 44 am_lAmil’

ahol E az egységmatrix.
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Végiil definialjuk az inverz transzformacioé fogalmat, és megadjuk az inverz
transzformacio létezésének sziikséges és elégséges feltételét.

2.4.7 definici6é. Ha az R, tér adott A linedris transzformdcidja olyan, hogy
az Az, = Axy egyenldség csak x1 = a2 esetén teljesiil, akkor létezik az R,
tér egy B transzformdcidja a kévetkezd tulajdonsdggal: B(x) az R, tér egyet-
len vektora, amelyhez az A linedris transzformdcio az x vektort rendeli, azaz
amelyre

AB(z) = x.

Ezt a B(x) transzformdciot az A inverzének nevezziik és A~ *-gyel jeloljiik. A
fenti tulajdonsdgu A linedris transzformdciot nemszingularisnak mondjuk,
ha nem ilyen tulajdonsdgu, akkor szingularis.

Megmutatjuk, hogy az inverz transzformécio is linearis.

2.4.5 tétel. Ha A az R, tér nemszinguldris linedris transzformdcidja, akkor
inverze, az A™' transzformdcid is linedris.

Bizonyitds. Ha A nemszingularis, akkor a definici6 alapjan tetszéleges
Y1, Yy € R, vektorokhoz léteznek olyan z;,x2 € R, vektorok, amelyekre
Az, = y,, Ay, = y,. Ugyancsak az inverz definici6ja szerint A~'(y,) az
egyetlen vektor, amelyhez az A transzformacioé az y; vektort rendeli, ezért

(24.9) @ =A"Yy), mm=A'(y).

Hasonloan, az A(x; + x2) = y; + Yy, Osszefiiggésbdl a (2.4.9) figyelembevételé-
vel nyerjiik az

(2.4.10) Afl(yl +y)=x + 22 = Ail(i‘h) + Ail(y2)

Osszefiiggést. Mivel tetszoleges komplex A esetén A(Axy) = Ay, igy ismét az
inverz transzformacio definicidja alapjan

(2.4.11) Az = A ().

A (2.4.10) és (2.4.11) szerint tehat A~ is linedris. W

2.4.6 tétel. Az R, tér A linedris transzformdcidja akkor és csak ak-
kor nmemszinguldris, ha az R, tér biarmely fi.f,,...,f, bdzisa esetén az
Afi, Afy, ..., Af, vektorok ismét bazist alkotnak.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy A az R, tér nemszingularis transzfor-
macidja és legyen fi, f,, ..., f, a tér egy bazisa. Az Af},Af,, ..., Af, transz-
formalt vektorok linearisan fiiggetlenek — azaz bazist alkotnak —, ha a

(24.12) > cAf,=0
1=1
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egyenletbdl
(2.4.13) 61262:'”:an0

n
kovetkezik. Mivel a lineéris transzforméaciok definicidja értelmében Zci Af,=

i=1
n n

= A(Z cifi), tovabba, ha A nemszingularis, akkor az A(Z cifi) =0
i=1 =1
egyenlet fennallasabol kdvetkezik

n

(2.4.14) > eif, =0,

i=1

ezért a (2.4.12) egyenletbdl (2.4.14), és az f; bazisvektorok linearis fiigget-
lenségébol (2.4.13) adodik.

Most megforditva, tegyiik fel, hogy az Af,, Af,, ..., Af, vektorok linearisan
fiiggetlenek, hacsak fi,f,, ..., f, az R, tér egy bazisa. Azt kell belatnunk,
hogy A nemszinguléris, vagyis hogy — a 2.4.7 definici6 alapjan — a tér barmely
két kiilonbo6zs vektorat kiilonbozd vektorokba transzformalja. Ezt indirekt
modszerrel latjuk be: legyen a tér egy-egy vektora

n n

w:Zczfi és y:Zdi.ﬁa

i=1 i=1

amelyekre a transzforméciot alkalmazva, fennall:

A<§;cifi) = A<Zzn;difi).

Ekkor ismét a linearis transzforméciok definicioja alapjan kapjuk, hogy
n

Z(ci —d;)Af; = 0; innen az Af; vektorok linearis fiiggetlensége miatt ¢; = d;
i=1
(i=1,2,...,n), és ezzel a tételt bebizonyitottuk. M

A 2.4.2 tétel szerint az R,, térben a linearis transzformacio és tetszdleges
adott bazisra vonatkozo matrixa kozott kolesondsen egyértelmi kapcesolat all
fenn. Ezért az inverz matrix létezésére vonatkozo 1.2.4 tételbsl kozvetlentil
adodik az inverz transzformécio létezésére vonatkozo kovetkezd tétel.

2.4.7 tétel. Az A linedris transzformdcionak akkor és csak akkor létezik
nverze, ha mdtriza valamilyen bdzisban memszinguldris mdtriz.

Bizonyitds. Az inverz transzformacio 2.4.7 definiciojabol kovetkezik, hogy ha
az A invertalhato transzformacié inverzét B-vel és az egységtranszforméaciot
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E-vel jeloljiikk, akkor BA = E. Legyen egy tetszGleges felvett bazisban a B,
ill. az A transzformacié matrixa B, ill. A (az egységtranszformacié matrixa,
mint tudjuk, minden béazisban E). Ekkor a 2.4.4 tétel felhasznalasaval

(24.15) BA=E

irhato. Az 1.5.3 tétel szerint a (2.4.15) egyenlet akkor és csak akkor oldhato
meg B-re, ha A nemszingularis, és ekkor B = A ™!, ami egyértelmtien megha-
tarozza a B = A™! inverz transzformaciot. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

A bizonyitasbol, mint latjuk, az is kovetkezik, hogy ha az A transzformécio
métrixa egy adott bazisban a nemszingularis A matrix, akkor az A~! inverz
transzformacionak a matrixa ugyanebben a bazisban A~!. Az inverz matrix
tulajdonsagaibol az is kovetkezik, hogy ha létezik az A~" inverz transzforma-
cio, akkor az egyértelmi, tovabba, az adott A transzformécio és az inverze a
szorzasra nézve kommutativ, vagyis AA~" = A"'A = E.

A kovetkezo tétel a transzformacio képterének dimenzidjara vonatkozik.

2.4.8 tétel. Ha A az R, tér egy linedris transzformdcidja, akkor az Ax vek-
torok dltal meghatdrozott RW alter dimenzidja egyenld az A transzformdcio
tetszdleges bazishoz tartozo mdtrizanak rangjdval.

Bizonyitds. A 2.4.1 tételben bebizonyitottuk, hogy ha x az egész R,, te-
ret befutja, akkor az Az vektorok halmaza az R, tér egy R alterét al-
kotja. Legyen ej,es,...,e, az R, tér egy tetszéleges bazisa. Barmely x
vektor a bazis vektorainak linearis kombinacioja, ezért az RW altér bar-
mely Az vektora az Aey, Aes, . .., Ae, vektorok linearis kombinacidja. Legyen
az Aer, Aes, ..., Ae, vektorokbol kivalaszthato linearisan fliggetlen vektorok
maximalis szdma r. FEz azt jelenti, hogy kivalasztva az Aej,Aes, ..., Ae,
vektorok koziil r linearisan fliggetlen vektort, az Osszes tobbi Ae; vektor
~ és ennek kovetkeztében az R altér minden vektora is — kifejezhetd
ezek linearis kombinaciojaként. Tehat az RW altér r-dimenziés. Ha most
az Aei,Aes,...,Ae, vektorokat az e, eo,..., e, bazisra vonatkozd koor-
dinataikkal irjuk fel, akkor ezek éppen az A transzformécio e, es, ..., e,
bazisra vonatkozo A matrixanak az oszlopai lesznek. Igy azt kapjuk, hogy az
A transzforméciohoz tartozdé A maéatrix linearisan fliggetlen oszlopainak ma-
ximélis szdma, vagyis a matrix rangja egyenld az RW altér dimenzidjaval.
Mivel ez utobbi nem fiigg a bazistol, ezért az A transzformacio matrixanak
a rangja valéban invarians a bazis megvalasztasaval szemben; ezzel a tételt
bebizonyitottuk. H

Ez a tétel abban az esetben, ha az A transzformécio az R,, teret tnmagara
képezi le, azt jelenti, hogy a transzforméacionak barmely bézishoz tartozo
matrixa nemszingularis. Ha pedig az RW altér dimenzidja r < n, akkor
béarmely bazishoz tartozé matrixa r-edrangi szinguléris matrix.
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2.5 A BAZISVEKTOROK TRANSZFORMACIOJA

E fejezet eddigi szakaszaibol is kideriilt, milyen fontos szerepe van a lineéris
térben a bézis megvélasztasanak. A bazis vektorainak segitségével bevezet-
tiik tetszdleges vektor koordindtainak a fogalmét, a béazis megvalasztasaval
kolesonosen egyértelmii megfeleltetést létesitettiink a tér lineéris transzformé-
ci6i és adott bazishoz tartozoé méatrixuk kozott, valamint a térben értelmezett
bilinearis és kvadratikus alakok és adott bazisra vonatkozé matrixuk kozott.

Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy az n-dimenzios li-
neéaris tér egyik bazisarol mésik bazisra attérve, hogyan fejezhetdk ki a tér egy
vektoranak j bazisra vonatkozo koordinatai az eredeti bazisra vonatkozo ko-
ordinatai segitségével, tovabba hogyan fejezhetd ki a linearis transzformécio
és a bilineéris alak 0j bazishoz tartoz6 matrixa az eredeti bazishoz tartozo
matrixdnak segitségével. Végiil ezeket alkalmazzuk adott transzformaciok
matrixanak meghatirozasara.

2.5.1 A koordinatak transzformaci6éja aj bazisra valo
attérés esetén

Legyen ey, es,...,e, az n-dimenzios linearis tér eredetileg adott bazisa,
€, €és,...,e, pedig az 0j bazis. Az 0j és az eredeti bazis vektorai kozotti
kapcsolat legyen

n
(25.1) &= eicir (k=1,2,...,n),
j=1

és jelolje a ¢y, egylitthatokbol alkotott matrixot C, vagyis a C métrix k-adik
oszlopa tartalmazza az €y 0j bazisvektor koordinatait a régi bazisra vonatko-
zoan. Ha a (2.4.4) Osszefiiggéshez hasonloan a bazisvektorokat egymas mellé
egy sorba irjuk, akkor a (2.5.1) Osszefliggés azt fejezi ki, hogy az 0j bazis
k-adik vektora az eredeti bazis vektorainak a C matrix k-adik oszlopaval
képezett kompozicidja:

[61 R T en] C11 Cik Cln
(2.5.2) [e1...ex...en] = €21 2k Con
Cnl.--Cnk Cnn

Jelolje a tér egy tetszéleges x vektoranak az ej, es, . .., e, bazisra vonatkozo
koordinatéit £1,8&2,...,&n, az €1, €,..., €, bazisra vonatkoz6 koordinatait
pedig &1, &9, ...,&,. Legyen tehat

T= e+ exlo+ -+ e by = &16) + ex€a + -+ + enén,

www.interkonyv.hu

© Typotex Kiado

© Rézsa Pal



© Typotex Kiado

2.5 A BAZISVEKTOROK TRANSZFORMACIOJA 187

amit formalisan sor—oszlop kompozicioként is felirhatunk:

[61 € ... en] 61 [él é2 e én] é;l
(25.3) z= 5:2 - 5:2
£n é,

Feladatunk a ék és a & koordinatak kozotti osszefliggés meghatarozasa. He-
lyettesitsiik e célbol a (2.5.2) kifejezést a (2.5.3) Osszefiiggés jobb oldalan allo

[é1, €2, ..., &,] helyébe:
[61 € ... en] 51 [61 € ... e”] C11 Clk ---Cin §1
(2 5 4) o — 52 o C21 Cok . ..Cop 52
n Cnl  Cnk.-.Cnn ENn

Most méar a kapott egyenlet mindkét oldaldn az x vektornak ugyanabban a
bézisban valo kifejezése all, és mivel a tér barmely vektora a bazis vektorainak
linearis kombinaciojaként egyértelmden allithato eld (lasd 2.1.2 tétel), ezért

&1 i ciz.acm | (&
52 C21 C22...C2 52
(2.5.5) | = T
gn Cnl Cnp2...Cpn fn

Ezzel az x vektornak az eredeti és az j béazisra vonatkozo koordinatai kozotti
Osszefiiggést 1ényegében megkaptuk. Mi azonban a ék 1j koordinatakat szeret-
nénk a §; eredeti koordinatak segitségével kifejezni. Az 0j bézis vektorainak
linearis fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy a bazistranszformacié C matrixa
nemszingularis, tehat invertalhato; igy a (2.5.5) Osszefiiggést balrol a C~!
matrixszal szorozhatjuk és a kévetkez6t kapjuk:

-1

f~1 €11 €C12...Cin &1

52 C21 C22...C2 52
(2.5.6) | = "

an Cnl Cn2...Cnn fn

Ervényes tehat a kovetkezs tétel.

2.5.1 tétel. Adott vektornak j bdzisra vonatkozé koordindtdit az eredeti
bdzisra vonatkozo koordindtdibol gy kapjuk meg, hogy a bdzistranszformdcio
mdtrizanak inverzével szorozzuk az eredeti koordindtdk oszlopvektordt.
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Hangsulyozni kell, hogy ebben a feladatban a tér x vektora tetszéleges, de
rogzitett, az 0j béazisra vald attérés ennek a rogzitett vektornak a kiilonbozd
bézisokra vonatkozo koordinatai kozotti osszefiiggést adja meg. Eppen ezért a
bézis transzformaciojat masképpen — az analitikus geometria szohasznélatét
atvéve — a koordindta-rendszer transzformaciojanak is nevezhetjiik.

Megjegyzés. Az elmondottakat a kovetkezGkben egy egyszeri sikgeometriai koordinata-
transzforméacios példan vilagitjuk meg. El6rebocsatjuk azonban, hogy ennek az egyszeri
példénak alapvetd szerepe lesz a késSbbiekben, a tobbdimenzios koordinatatranszformé-
ciokkal kapcsolatos bonyolultabb feladatok targyalasaban.

17. Példa. Tekintsiik a sik vektorait, és eredeti e, es béazisként valasszuk a
derékszogi koordinata-rendszer egységvektorait. Az j €, € béazisvektorok
olyan egységvektorok legyenek, amelyek az e; vektorral o, ill. 3 szbget zarnak
be (lasd az abrat).

-
]

/ez ezﬁ
y, \
/ \

s
// o \ |8 &
+- 4] =7 s

“T e, \ ‘(‘;T e,

cosf3 | cos a
I

cos &

a) b)
Hatarozzuk meg a transzformaci6 matrixat (a) az altalanos esetre;
T
(b) f=a+ B esetre.

Megoldds. (a) Az eredeti és az 1j bazis vektorai kozotti Osszefliggés a
kovetkez6:

. [e1  eg] [cosa cos ﬁ]

e &f = sina  sin(

vagyis a bazistranszformécié (koordinatatranszformacio) matrixa

_|cosa cosf3
(257) €= [Sina sinﬁ] ’
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Mivel ennek determinansa |C| = sin(f — «), az inverze (§ # « esetén)

(258 Clo_—1 [ sin.3 _Cosﬂ .

sin(f —«a) |—sina  cosa

(Ha 8 = «, akkor & = €., tehat nem alkothatnak bazist.) A sik barmely
x vektordnak az j bazisra vonatkozo koordinatai tehét a kovetkezSképpen
szamithatok ki:

gl _; sin@ —cosf| [&i .
52 _Sin(ﬂ—a) —sinao cosal| |&]°

vagyis

- sinf B cos 3 _
059) b= sin(3 — «) & sin(3 — «) &2;

- sin av Cos

b2 = ~sin(f — a) St sin(8 — «) 2.

(b) Abban a specialis esetben, amikor § = o + z, tehat amikor a koordi-

nata-rendszert pozitiv iranyban « a szoggel elforgatjuk, a bazistranszformaciod
matrixa

sin o CcoS (v

(2.5.10) Q= [

cosa —sin a}

ennek inverze pedig
1 _ | cosa sinal .
(2511 Q7" = [— sin a cosa] ’

tehat Q™ = QT, azaz Q ortogonalis matrix (lasd az 1.4.10 definiciot).

18. Példa. Tekintsiik most a geometriai tér vektorainak linearis terét és
béazisként vélasszuk egy térbeli derékszogl koordinata-rendszer egymaésra
merdGleges e, ey, e3 egységvektorait. Most transzforméaljuk a koordinéata-
rendszert a kovetkezGképpen: elészor forgassuk el a koordinata-rendszert az
es tengely koriil a szoggel, az igy kapott bazisvektorok legyenek e, €, €s;
ezutan pedig forgassuk el ezt a koordinata-rendszert &, koriil v szoggel (lasd
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az abrat). Irjuk fel a transzformaci6 matrixat!

Megoldds. Az els lépésben az e3 bazisvektor a forgatis soran nem valtozott,
az e és ey bazisvektorokat pedig pozitiv iranyban o szoggel elforgattuk az
[e1,e2] sikban. A (2.5.10) alatti matrix elemeinek a felhasznalasaval tehat

[e; e e3] [cosa —sina 0
(2.5.12) [e; & e&3] = sin v cosa 0
0 0 1

Jelolje Q) ennek a transzformécionak a méatrixat:

cosaa —sina 0
(2.5.13) Q¥ = [sina cosa 0
0 0 1

A kovetkezs 1épésben az €, bazisvektor nem véaltozik a forgatds soran, és
az €9, €3 bazisvektorokat forgatjuk el pozitiv iranyban v szoggel az es, €3
vektorok sikjaban. A transzformacio az alabbi alakban irhato:

I = T-Y I 0
(2.5.14) [él €5 ég:| = 0 cosy —sinvy
0 sinvy cos 7y

Jelolje Q(l) ennek a transzformécionak a méatrixat:

1 0 0
(2.5.15) QM =10 cosy —siny
0 sinvy cos 7y
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Ha most a (2.5.12) Osszefiiggést behelyettesitjik a (2.5.14) jobb oldalaba,
akkor megkapjuk az eredeti bazisvektorok és a két elforgatas utén adodo
bazisvektorok kozotti Osszefliggést:

L [e; ey e3] [cosa —sina O |1 0 0
[él €5 ég:| = sin av cosa 0| |0 cosy —siny
0 0 1] [0 sinvy cosy

Innen kiolvashato, hogy a koordinata-rendszer kétszeri elforgatasa utan nyert
matrix az egyes elforgatasok matrixanak a szorzata. Jelolje Q a keresett
maétrixot, ekkor

(2.5.16) Q=Q®QW.
A 1.4.2 tétel értelmében ez is ortogonalis matrix.

* * *

Megjegyzés. Rovid szamolas utan meggy6z6dhetiink arrol, hogy

Q(l)Q(3) # Q(3)Q(1)’

azaz a fenti két bazistranszformacié sorrendje nem felcserélhetd!

2.5.2 Bilinearis alak matrixanak transzformacioja 1j ba-
zisra valob attérés esetén (kongruens transzformacio)

Az el6z6ekben lattuk, hogyan lehet 4j bazisra valo attérés esetén vektorok
1j koordinatait a régi koordinatak segitségével kifejezni. Most megmutatjuk,
hogyan alkalmazhato ez arra a feladatra, hogy az j bazisban meghatéarozzuk
bilinearis alakok matrixat, az eredeti bazisra vonatkoz6 matrixuk segitségével.

Tekintsiik az R,, komplex linearis térben értelmezett A(x;y) bilinearis
alakot és legyen ey, eo, ..., e, az n-dimenzids tér egy béazisa. Az x vektornak
e bazisra vonatkozo koordinatai legyenek &1,&,...,&,, az y vektoré pedig
M,M2s .-, Mn. A bilinearis alak 2.3.2 definicidja értelmében

2517) A(my)=A D &epd me | =D Y T&Ales; e);
j=1 i=1 j=1i=1

az a;; = A(ej; €;) jeloléssel a bilinearis alak:

[7_]1 My - T_]n} a1l aig...01n &

(2.5.18) A(zmy) = | =y"Ax.
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Az itt fellepd A matrix az A(x; y) bilinearis alak ej, e, ..., e, bazisra vo-
natkozé matrixa, x és y pedig a ¢;, ill. n; koordinatakbol alkotott koor-
dinatavektor. Ha most a (2.5.2) Osszefiiggés szerint egy 1j, €1, ea,..., e,
bézisra térlink at, akkor a bilinearis alak matrixanak transzformacioja a ko-
vetkezSképpen nyerhets. Az x és y vektoroknak az Gj béazisra vonatkozo ko-
ordinatai legyenek 51, 52, . ,En és 11,12, - -.,7n, ezek kapcsolata az eredeti
bézisra vonatkozo koordinatakkal a (2.5.5) Osszefliggés szerint

ci1 cz...cin | (&1 & c11 Ci2...Cin| [T m

C21  C22...Cop 52 52 C1  C22...Cop 2 2
=0 .= ;

Cnl Cp2...-Cpn &n &n Cnl Cp2...-Cpn Tin n

azaz,
(2.5.19) Cx=x%x; Cy=y.

Behelyettesitve ezeket az Osszefliggéseket a bilinearis alak (2.5.18) alatti
kifejezésébe,
(2.5.20) A(=x;y) = y'CHACK
adodik. Jeldlje A = [@;;] az A(x;y) bilinearis alaknak az Gj, €1, €,..., &,
bézisra vonatkozd matrixat:

(25.21) Az y) = y'Ax.
A (2.5.20) és a (2.5.21) kifejezések egybevetésébdl lathato, hogy A = CHAC.
Az eredmény a kovetkezd tételben fogalmazhatod meg.

2.5.2 tétel. Ha az R,, komplex linedris térben értelmezett A(w;y) bilinedris
alak mdtriza az ey, es, ..., e, bdzisban A, az e, és,..., e, bdzishan A, az ij
bdzisra vald dttérést pedig az

n
e, = E €;Cik
i—1

osszefiiggéssel definidlt C = [c;] mdtriz kozvetiti, akkor az A, A és C mat-
rizok kézott fenndll az

(25.22) A =CHAC
dsszefliggés.

2.5.1 definicié. Ha az A mdtrizot eqgy nemszinguldris C mdtrixszal jobb-
rol, C transzpondlt konjugdltjdval pedig balrdl szorozzuk, akkor azt mondjuk,
hogy az A mdtrizot kongruens transzforméaciéonak vetjik ald. A kapott
A madtrizot és az eredeti A mdtrizot egymdssal kongruenseknek nevezzik.
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2.5.3 Az z és Az vektorok koordinatai kozotti osszefiiggés

Most megmutatjuk, hogy ha A egy linearis tér adott transzformécioja, akkor
hogyan hatarozhatok meg az Az vektor (adott bazisra vonatkozo) koordinatai
az x vektor koordinatainak segitségével. Legyen ey, eo, .. ., €, az n-dimenzids
tér egy bazisa; a bazisvektorokat az A transzformécio az

(2.5.23) Aer=) ejaj (k=1,...,n)

=1

vektorokba viszi, ahol A = [a;;] most is a transzformacionak az e;, ez, ..., e,
bézisra vonatkoz6 matrixat jeloli. A (2.5.23) szemléletesen az

(2.5.24) Ales e2...e,] =[Ae; Aex...Ae,| =[e1 ex...e,]A

alakban irhat6. Az xés az y = Az vektor elGallitasa az ey, e, . . ., e, bazisban
legyen

n n
z=> e, y=Az=>) e,
i=1 i=1

ami az
[e1 ex...e,] [&1
(2.5.25) z— gf :
3
[e1 ex...en] [m
(2.5.26) y=Az= 77.2
o

alakban frhato. Alkalmazzuk az A linearis transzformaciot a (2.5.25) alatti
vektorra, és vegyiik figyelembe a (2.5.24) 6sszefiiggeést. Ekkor

le1 ex...e ] A [&
)
y:Am: .

€
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Osszevetve ezt a (2.5.26) kifejezéssel, az x és Az vektorok koordinatai kozott
a kovetkez6 Osszefiiggést kapjuk:

Uit ail a2 ... Qin &1

a1 QA22 ... Q9 52

(2.5.27) = S
Tin an1  aAp2 e Ann gn

Ervényes tehat a kovetkezd tétel.

2.5.3 tétel. Ha az A linedris transzformdcio mdtriza az e, es, ..., e, bd-
zisban A, akkor az x vektor y = Ax képének az ei,es, ..., e, bdzisra vo-
natkozo koordindtdit az x vektor ugyanezen bazisra vonatkozé koordindtdibol
ugy kapjuk meg, hogy a transzformdcio A mdtrizdval szorozzuk az x vektor
koordindtaibdl alkotott oszlopvektort.

Megjegyzés. A (2.5.24) és (2.5.27) Osszefliggések egybevetésével megéllapithato, hogy a

koz6) matrixanak az oszlopai szerint, mig egy tetszéleges vektor (ezen bazisra vonatkozo)
koordinatai a méatrix sorai szerint transzformalodnak.

2.5.4 A linearis transzforméacié matrixanak
transzformaciéja aj bazisra valo attérés esetén
(hasonlésagi transzformacio)

Jelolje A = [a;;], illetve A = [a;;] az A lineéris transzformécié matrixat az
e, e, ..., ey, illetve az ey, és, ..., €, bazisra vonatkozbdan, azaz

n

(25.28) Aer =Y ejap (k=1,...,n),

j=1

illetve
(2.5.29) Aep =Y e&a (k=1,...,n).
j=1

A (2.5.28) és (2.5.29) Osszefiiggések szemléletesen és tomoren az
(2.5.30) Aleres...e,] =[Aer...Aey) =e1... e, A,

illetve az

(25.31) Alerey...e,] =[Ae...Ae,) =[e1...e,] A

alakban irhatok. Jellje C = [¢;;] a két bazis kozotti kapcesolatot kozvetits
matrixot:

(2.5.32) [e1€2...8,] =[e1e2...€,]C,
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és alkalmazzuk az A linearis transzformaciot (2.5.32) mindkét oldalan. A bal
oldalon (2.5.31) és (2.5.32) figyelembevételével

(25.33) Alerey...e,] =[182...2,] A =[eres...e,] CA,
mig a jobb oldalon (2.5.30) figyelembevételével
(2.5.34) Aleiez...e,]C =[ejes...e,] AC.

Végiil, (2.5.33) és (2.5.34) egyenldségebsl CA = AC kovetkezik.

Az eredményt a kovetkezd tételben fogalmazzuk meg.

2.5.4 a) tétel. Ha az R, tér A linedris transzformdcidjanak a mdtriza az
e, e, ..., e, bazishan A, az ey, és,..., e, bdzisban A, és a két bdzis kozotti
kapcsolatot az

n
e, = g €;Cik
i=1

dsszefiiggéssel definidlt C = [c;;] matrix kézvetiti, akkor az A, A és C mdtriz
kézott fenndll az

(25.35) A=C'AC

osszefliggés.

2.5.2 definicié. Ha egy A mdtrizot eqy nemszinguldris C mdtrizszal jobb-
rol, ennek inverzével pedig balrdl szorzunk, akkor azt mondjuk, hogy az A
mdtrizon hasonlésagi transzformaciot végzink, az igy kapott A mdtrizot
€s az adott A madtrizot pedig hasonlé matrixoknak nevezziik.

A 2.5.4 a) tétel jelentGsége abban all, hogy a (2.3.35) képlettel megadja azt
az altalanos érvényi Osszefliggést, amely az R,, tér egy A linearis transzfor-
maécidjanak két, tetszélegesen felvett bazishoz tartozd matrixa kézott fennall.
Mivel pedig a bazis megvalasztasa — az analitikus geometria kifejezésmodjaval
—a koordinata-rendszer megvalasztasat jelenti, a 2.5.4 a) tétel a kovetkezskép-
pen is fogalmazhato.

2.5.4 b) tétel. Bdarmely linedris transzformdcionak adott koordindta-rend-
szerhez tartozoé mdtriza a koordindta-rendszer transzformdcidja esetén hason-
l6sagi transzformdcion megy dt.

Ez maés szoval azt jelenti, hogy adott lineéris transzformécié matrixa ha-
sonlosagi transzformécio erejéig egyértelmiien meghatarozott. A kiovetkezd
szakaszokban majd éppen az fogja vizsgalataink koézponti feladatat képezni,
miként célszert a koordinata-rendszert ugy felvenni, hogy az adott linearis
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transzformécié méatrixa lehetdleg egyszert legyen, és a transzformécio jel-
lemz§ tulajdonsagait tiikrozze. Azt is latni fogjuk, hogy a kapott eredmények
a linearis transzformaciok osztéilyozasat is lehetévé teszik.

Osszehasonlitva a 2.5.4 a), ill. 2.5.2 tételben is szerepls (2.5.35), ill. a
(2.5.22) osszefiiggéseket, lathato, hogy az 4 bazisra valo attérés soran al-
taladban masként transzformalodik a linearis transzforméciok matrixa és a
bilinearis alakok matrixa. E tételek az n-dimenzidés komplex linearis térre
vonatkoztak, nem volt sziikségiink sem vektorok skalaris szorzatara, sem az
ortogonalitds fogalméara. Abban az esetben, ha euklideszi térben értelme-
zett bilineéris alakot, ill. linearis transzforméciot tekintiink, ahol definidlhato
a vektorok ortogonalitasa, célszeri ortonorméalt bazisokat felvenni. A kovet-
kez6 szakaszban be fogjuk bizonyitani, hogy az n-dimenziés E,, komplex euk-
lideszi (unitér) tér két ortonormalt béazisa kozotti kapesolatot mindig unitér
maétrix kozvetit, amelyet a

(2.5.36) Cc~'=cH

Osszefiiggeéssel definialtunk. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben a (2.5.35) és
a (2.5.22) képletek ugyanazt a transzformaciot jelentik, vagyis a hasonlosagi
transzformacié megegyezik a kongruens transzformacioval.

2.5.3 definicié. Ha az A madatrizot jobbrol egy unitér mdtrizszal, balrél pe-
dig annak inverzével (vagyis transzpondlt konjugdltjdval) szorozzuk, akkor azt
mondjuk, hogy az A mdtrizot unitér transzformaciénak vetjik ald.

A 2.8.2 pontban bebizonyitjuk majd a kovetkezs tételt (lasd a 2.8.5 tételt):

2.5.5 tétel. Ha az n-dimenzios E,, unitér tér eqy ortonormdlt bdzisdrdl egy
mdsik ortonormdlt bazisra vald dttérést a C unitér mdtrixz kozvetiti, akkor az
E,, tér A linedris transzformdacidjanak és A(x; y) bilinedris alakjinak az adott
bdzisra vonatkozo mdtriza ugyanazzal az unitér transzformdcidval vihetd dt
az 1uj bdzisra vonatkozd mdtrizba.

Valo6s euklideszi tér esetén ennek a transzforméciénak a matrixa specia-
lisan ortogonalis matrix és ekkor a megfelel6 transzformaciot is ortogona-
lisnak nevezziik. Néhany egyszert lineéris transzformacié ortonormalt ba-
zisra vonatkozo matrixanak meghatarozasara a kovetkezo néhany feladatban
a koordinata-rendszer transzforméaciojaval kapcsolatos tételeket a geometriai
térben — tehat haromdimenziés valds euklideszi térben — alkalmazzuk. Ez
az oka annak, hogy a részletes targyalast megel6zve az unitér transzforma-
ci6 fogalmét és emlitett tulajdonsagait el6rebocsatottuk. E matrixok meg-
hatarozasanak alapgondolata a kovetkezs. Ha a szoban forgo transzformécio
maétrixa egy specialisan felvett koordinata-rendszerben ismert vagy konnyen
meghatarozhato, akkor a feladatot ugy oldjuk meg, hogy az adott ortonor-
malt koordinata-rendszert elGszor forgatdsokkal — azaz ortogonalis transz-
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forméciokkal — ebbe a linearis transzformécié szempontjabol kedvezs spe-
cialis helyzetbe hozzuk; ezutéan felirjuk a linearis transzformécié matrixat a
specialis helyzeti koordinata-rendszerben, majd a koordinédta-rendszert visz-
szatranszformalva, megkapjuk a lineéris transzformécio keresett matrixat az
adott ortonormalt bazisban.

Tekintsiik tehat a geometriai teret, és bazisként valasszuk egy derékszogi
koordinédta-rendszer tengelyei iranyaba mutatd e;, es, es egységvektorokat.
Ha valamelyik koordinatatengelyre vagy koordinatasikra vetitjiik, ill. tiikroz-
ziik, vagy valamelyik koordinatatengely koriil elforgatjuk az adott linearis
tér vektorait, akkor az ennek megfelel§ linearis transzformécié matrixa igen
egyszertlen felirhato. Ezeket a méatrixokat tablazatban foglaltuk Ossze.

Vetités | Tiikrozés | Forgatas
matrixa
A\ T F
r - r -
e e sikra 1 1 e; tengely koriil
0 -1 1 0 0
) ) ) ) 0 cos?d —sind
(1 | (1 | 0 sind cos v
e e; sikra 0 -1
(S 1_ (S 1_
0 - o -
eves sikra 1 1 ey tengely koriil
1 1 cos? 0 sind
- - - - 0 1 0
it 1 M1 ] —sind 0 cos?d
e tengelyre 0 -1
(S 0_ (S - 1_
0 - L -
e tengelyre 1 1 e3 tengely koriil
0 -1 cos —sind 0
) ) ) ) sin ¥ cos? O
[0 1|1 | 0 0 1
e3 tengelyre 0 -1
(S 1_ (S 1_

Ha most egy olyan lineéris transzformécié matrixat kivanjuk felirni, amely
a tér minden vektorat az origora illeszkedd altalanos helyzeti sikra vagy egye-
nesre vetiti, ill. tiikr6zi, akkor elGszor a koordinata-rendszert ugy forgatjuk
el, hogy az adott altalanos helyzetii sik, ill. egyenes az elforgatott koordinéata-
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rendszer valamelyik koordinatasikjéaval, ill. tengelyével essen egybe. A vetités-
nek vagy tiikrozésnek e koordinata-rendszerre vonatkozd matrixa az el6bbi
tablazatbol kiolvashaté. Ezutan mar csak az elforgatott koordinata-rendszert
kell wvisszaforgatnunk az eredeti koordinata-rendszerbe, ami annyit jelent,
hogy a tablazatban talalhato valamelyik egyszert matrixon egy ortogonalis
transzformaciot hajtunk végre. Az eljarast néhany példan bemutatjuk.

19. Példa. Irjuk fel annak a linearis transzformécionak a matrixat, amely
a geometriai tér minden vektorat az x + y + v2z = 0 egyenletii sikba vetiti
(lasd az abrat), ahol az x, y, z koordinata-rendszert az e;, ey, e3 paronként
merdleges egységvektorok hatarozzak meg.

Megoldds. A sik egyenletébdl kiolvashato, hogy a normalis irdnyt egységvek-
tor:

~<[134]

22" 2

Legyen az Gj bazis egyik vektora € = ng. Vegylink fel a sikban egy tetszéleges
egységvektort:

o[ v ]
€y = 7,—7, .
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Az e, e; vektorrendszert egészitsiik ki bazissa:

11 \/ir

G T e xe = li’i"?

Megjegyezziik, hogy az Gj €, €, € bazist az no, ez, e3 bazisbol a Schmidt-féle or-
togonalizalasi eljarassal is meghatarozhattuk volna.

Az e, €5, e3 bazisban a linearis transzforméacié matrixa:

oo o0
V=0 1 0f,
00 1

a bazistranszformacié méatrixa:

M1 V2 1
2 2 2
_ 1 V2 1
C= 2 T2 2
V2 0 V2
L™2 2

Ha figyelembe vessziik, hogy a C matrix ortogondlis, azaz C" =C !, akkor
a keresett V matrixot a V matrixbol a C matrixszal végzett ortogonalis
transzformacioval kapjuk:

1 V2 1710 0 O][1 1 V2
2 2 2 2 2 2
—oveT—| 1 V2 1 V2 V2 _
V=CVCT=|1 -2 11l0 1 0||¥ -£2 o
V2 V2 1 1 V2
1z 0 —Fll o1l 3 —%
[ 3 1 _ V2
4 4 4
— |1 3 _\
4 4 4
vz v21
L 4 4 2
E O S

Vizsgaljuk most meg, mi jellemzi a vetité matrixokat. Az el6bbiek-
ben talalhato legegyszertibb V vetitématrixok szerkezetébdl azonnal lathato,
hogy ezek hatvanyozas soran nem valtoznak, vagyis projektorok (megjegyez-
ziik, hogy a projektorok elnevezését éppen az itt emlitett geometriai tulaj-
donsaguk indokolja): V2 =V.

Be kell még latnunk, hogy ez a tulajdonsag a koordinata-rendszer transz-
forméciojaval szemben invarians:

(V)2=c-'vcec 've =c'v2ec=Cc 'vC = V.
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tehat ha 'V projektor volt, akkor V is az.

20. Példa. Irjuk fel most annak a transz-
forméciénak a matrixat, amely a geometriai
tér vektorait az e, tengely koril forgatja el §
szoggel pozitiv irdnyban.

Megoldds. A (2.5.10) matrix segitségével az
e, e; vektorok sikjaban a kovetkezs transz-
formaciot végezziik (lasd az abrat):

N
Il
N

J

Jelolje az €1, €y, €3 képét f1, f2, f3.

[es eq] [cosﬁ sinﬁ]

(2.5.37) [fs fi] = sin 3 cos 3

azaz
fs = ezcos G+ e sin 3,
fi = —e3 sin 3 + ey cos (3.

Mivel az ey bazisvektor a forgatas soran helyben marad, azaz f; = es, a
kapott Osszefliggéseket a szokasos sorrendbe irva,

1 ex e3] cos 0 sinfg
(2538) [fi f2 fs] = 0 1 0
—sinf 0 cosf

Jelolje F®) az e, bazisvektor koriili forgatas métrixat; ekkor

cosf 0 sinpg
(2539) F =1 0o 1 0
—sinf3 0 cosf

(Ugyeljiink a negativ elgjel helyére!)

21. Példa. Hatarozzuk meg annak a transzformacionak a méatrixat, amely a
geometriai tér valamennyi vektorat az f = (cos 1, cos pa, cos p3) egységvek-
tor koriil 6 szoggel elforgatja.
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\ ~
| €3

Megoldds. Az 1. példa megoldasahoz hasonloan, vegyiink fel egy 1j, ortonor-
malt bazist, és ebben irjuk fel elszor a lineéris transzformacié matrixat. Az
1j bazis vektorai:

e =f,
. [cosps  coser
€ = |- = ; ;
| sinps’  sings
- T
_ COS (P COS P3  COS P2 COS P3 )
€3 — , —SIn s

singps sin 3

A béazistranszformacié matrixas:

B COS Y2 COS (V1 COS Y3
Cos 1 sin 3 sin 3
— __cosp1 COS Y2 COS Y3
C= COS P2 sin 3 sin 3
COSs 3 0 —sinps

A linearis transzformécié méatrixa az €, €;, €3 bazisban:

3 1 0 0
F=|0 cosf —sinf
0 siné cos
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Figyelembe véve, hogy a C matrix ortogonalis, a keresett F matrix az F =
— CFCT 6sszefiiggés alapjan szamithato.

* * *

22. Példa. Hatarozzuk meg annak a transzforméacionak a méatrixat, amely
a geometriai tér vektorait a 3z 4+ 4y — 12z = 0 egyenlet sikra tiikrozi.

Megoldas. A sik normalis iranya egységvektora

L3 o4 1)
7113 137 13

Valasszuk meg az 4j koordindta-rendszert a kovetkezSképpen. Az e; vek-
tor essen egybe az ng vektorral. Az e, vektor legyen a sik egy tetszdleges
egységvektora, példaul

T
- 4 3
€y = |:—g, g, 0:| .
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A harmadik bézisvektor:

36 48 5T

63:el><62:|:%, %, E

igy az €1, €, €3 vektorok jobbsodrasu koordinata-rendszert alkotnak.
A koordinatatranszformécio C méatrixa

3 _4 36
13 5 65

_ | 4 3 s

(2540) C=| & 2 &
12 5

-3 0 3

_Jeldlje T az adott sikra tiikrozés matrixét az eredeti e;, ez, e3 bazisban,
T pedig a transzformélt €;, €, €3 bazisban. Mivel a sik normélvektora az
e; irdnyba mutat, T az e; €3 koordinatasikra végzett tiikrézés matrixa:

-1
(2.5.41) T = 1
1

Az eredeti és a transzformalt bazisra vonatkozé matrixok kozotti (2.5.35)
Osszefiiggés szerint

(2.5.42) T =C7'TC,

ahol C a koordinata-rendszer elforgatasat jellemz6 (2.5.40) alatti ortogonéalis
métrix: C~1=CT. A (2.5.42) osszefliggésbol tehat meghatarozhato az adott
sikra végrehajtott tiikrozés keresett T maéatrixa:

T = CTC".

Behelyettesitve C és T helyére a (2.5.40), ill. (2.5.41) métrixokat, a beszorzas
elvégzése utan megkapjuk a keresett tiikkrozématrixot:

151 145 241
T—=_— [145 137 65
169 1o41 65 —119

* * *

Vizsgaljuk most meg, milyen tulajdonsigaik vannak a tiikrézématrixok-
nak. Azok a matrixok, amelyek csupan koordinatasikokra vagy koordinéta-
tengelyekre végzett tiikrozésnek felelnek meg, igen egyszert szerkezetiiek.
Nem nehéz észrevenni, hogy mindegyiknek a négyzete az egységmatrixot adja,
ezek tehat involutdrius matrixok. Megmutatjuk most, hogy ez a tulajdonsag
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a koordinata-rendszer transzformacidjaval szemben invarians. Ha ugyanis a
T = C~!'TC matrixot négyzetre emeljiik, akkor a kovetkezs adodik:

T? = Cc~'Tcc~'TC = C~'T?C,
ami azt jelenti, hogy T? = E esetén T? = E; vagyis minden tiikrézématrix
involutoérius.

23. Példa. Hatarozzuk meg annak a transzforméacionak a méatrixat, amely
a geometriai tér minden x vektordhoz az w x x vektoriélis szorzatot rendeli
hozza, ahol w a tér egy rogzitett vektora.

Ao

Megoldds. Bézisként valasszunk egy derékszogii koordinata-rendszer tenge-
lyei irdnyaba mutato e, es, es egységvektorokat; az w vektor koordinétai
legyenek w1, wo, ws, tehat

w = wie] + woesy + wses.
Keressiik azt az A linearis transzformaciot, amelyre
(2.5.43) Ax=w x x.

A transzformécié méatrixanak egyes oszlopait megkapjuk, ha meghatarozzuk
az ey, e, ez bazisvektorok Ae;, Aey, Aes képének az eq, es, e3 bazisra vo-
natkoz6 koordinatéit. Ki kell tehat szamitani az

Ae; =w xe;, Ae; =w xXey, Aes3=w Xes

vektorialis szorzatokat. Ezek rendre a kovetkezsk:

e e €3
w1 W2 w3 = wszez — waegs,
1 0 0
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e ()] €3
w1 w2 WwW3| = —wsep + w1 es,
0 1 0

€ e €3
W1 W2 WwW3| = woe1 — wiea.
0 0 1

A transzformacié matrixa tehat

0 —Wws3 w2
(2.5.44) A=| ws 0 —-wif,
—Wo w1 0

ami ferdén szimmetrikus matrix.

Mivel a transzformaciot az adott bazisban a méatrixa egyértelmiien megha-
tarozza, és mivel a fenti példaban az w vektor koordinataira semmilyen ki-
kotést nem tettiink, ezért a példabol kovetkezik, hogy minden harmadrendt
(valos) ferdén szimmetrikus métrix egy olyan linearis transzformaciot hataroz
meg, amely a tér minden x vektorahoz egy rogzitett vektornak az x vektorral
alkotott vektorialis szorzatat rendeli hozza. A rogzitett vektor koordinatéi a
ferdén szimmetrikus matrix elemeibdl az alabbi séma szerint olvashatok ki:

Megjegyzés. A vektorialis szorzat definici6jabol kovetkezik, hogy adott w vektorral vald
vektorialis szorzas a tér valamennyi vektorat az w vektorra merdéleges sikra képezi le. Az w
vektorral végzett vektorialis szorzat olyan elfajulo (nem invertélhato) linearis transzforma-
ci6, melynek matrixa barmely ortonormaélt béazisban ferdén szimmetrikus matrix, amelybsl
az w vektor adott bazisra vonatkozé koordinatai egyértelmiien kiolvashatok. Tehéat min-
den harmadrendd, ferdén szimmetrikus méatrix jellemezhetd egy invarians vektorral, amely
egyben annak a siknak a normalvektora, amely sikba a transzforméacié a geometriai tér
Osszes vektorait leképezi.
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2.6 LINEARIS TRANSZFORMACIO
SAJATVEKTORAI ES SAJATERTEKEI

Ebben a szakaszban bevezetjiik a linearis algebra legfontosabb feladattipusa-
nak, az an. sajatérték-feladatnak az alapfogalmait. A miiszaki és a természet-
tudomanyok szamos elméleti és gyakorlati probléméajanak matematikai meg-
fogalmazasa vezet sajatérték-feladatra. E problémak egy része kozvetleniil
mint linearis transzformécios probléma fogalmazhato meg (pl. a szilardsag-
tanban a féfesziiltségek és az ezeknek megfelels f6iranyok meghatarozasa);
egy maésik jelentGs része allandd egytitthatos lineéris differencidlegyenlet-
rendszerekre vezet — amelyekrsl a 3.6 szakaszban lesz sz6 — és amelyek
megoldésa a sajatérték-feladat alkalmazasanak talan legfontosabb teriilete
(pl. tobbszabadsagfoku rendszerek kis rezgéseinek vizsgélata).

Mindenekelstt be kell vezetniink a lineéris transzformécioé invaridns alte-
reinek fogalmaét.

2.6.1 definicié. Az R linedris tér R linedris alterét a tér A transzformd-
cigjdra nézve invarians altérnek nevezzik, ha RY minden x vektordra Az
is benne van az R altérben.

Tekintsiik példaként a geometriai tér egy olyan transzformécidjat, amely
a tér vektorait egy ponton athaladoé tengely koriil elforgatja. Ennek a transz-
formécionak invarians altere pl. egyrészt a forgastengely, mésrészt a forgés-
tengelyre merd&leges és az adott ponton athaladoé sik. Az el6bbi egydimenzios
invaridns altér, az utobbi pedig kétdimenzios invarians altér.

Tekintsiik masik példaként a legfeljebb (n — 1)-ed foku polinomok terében
a differencialast mint linearis transzformaciot. Ekkor a legfeljebb k-ad foku
(k <n —1) polinomok halmaza invarians alteret alkot.

A linearis transzforméciok elméletében kiilonleges szerepiik van az egy-
dimenzids invarians altereknek. Legyen RW a zérustol kiilonbézs @ vektor
segitségével képzett ax vektorok halmaza, ahol o minden (komplex) szam-
értéket felvehet, vagyis az « # 0 vektor altal generalt egydimenzios altér. Az
RW altér akkor és csak akkor invaridns altér, ha Az is benne van RV-ben,
vagyis ha Az az x vektornak tobbszorose, mondjuk A-szorosa.

2.6.2 definicié. Ha az
(2.6.1) Azx=)\z

egyenletnek valamely \ szdmérték mellett van megolddsa, vagyis létezik olyan
x # 0 vektor, amelyet az A transzformdcid \-szorosdba visz dt, akkor a
A szdmértéket az A linedris transzformdcio sajatértékének nevezzik, az
egyenletet kielégité x vektort pedig a linedris transzformdcid (N sajdtérték-
hez tartozd) sajatvektoranak.
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Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy ha valamely & vektor kielégiti a (2.6.1) egyenletet, akkor
minden o is kielégiti (ahol o zérustél kiilonbozs tetszéleges szam lehet). Ezért ezeket
nem tekintjiik kiilonbo6zé sajatvektoroknak.

Tehét egy linearis transzformacié egydimenzids invarians alterének 6sszes,
zérustol kiillonbozs vektorai sajatvektorok. Az alabbiakban bebizonyitjuk a
sajatvektorok 1étezésére vonatkozo alapvets tételt.

2.6.1 tétel. Az R,, (komplex) linedris térben minden linedris transzformd-
cionak létezik legaldbb egy sajdtvektora.
Bizonyitds. Legyen az R, tér egy bazisa e, es, ..., e,; legyen tovabba az A
linearis transzforméci6 matrixa ebben a bazisban A = [a;;]. Ha az x vek-
tornak az ej, e, ..., e, bazisra vonatkoz6 koordindtait &i1,&, ..., &, jeloli,
akkor a sajatvektorokat definidlo Ax = Az Osszefliggésnek eleget tevs x vek-
tor &1, &9, ..., &, koordinatainak meghatarozasara az alabbi egyenletrendszer
adodik:

air...Qip 51 fl

3 &2
.......... . Al

ant .. Anpn gn fn

Ezt rendezés utan a kovetkezs alakban frhatjuk fel:

)\—(111 —aig... — A1n 51
—a A—ass... —a )

(2.6.2) 2 2 7 =o.
— Qn1 —Gnp2 . A= apn | | &n

Ennek a homogén lineéris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van a
trivialistol kiilonb6z6 megoldasa, ha az egyiitthatokbol alkotott determinans
Zérus:

(2.6.3) |\E—A|=0.

A kapott determinédnst kifejtve, A-ra n-edfoku egyenletet kapunk, amely-
nek az algebra alaptétele szerint van legalabb egy — altalaban komplex —
Ao gyoke. Ez a Ao szam a transzformacio egy sajatértéke. Ha ezt a szamot
behelyettesitjiik a (2.6.2) egyenletrendszerbe, akkor ennek van nemtrivialis
EO), 50),“.’&(10) megoldasa. Az igy kapott értékek a transzformacio egy
sajatvektoranak az adott bazisra vonatkozo koordinatai. Ezzel a tételt bebi-
zonyitottuk. H

Megjegyzés. A bizonyitas ugyanigy végezhetd akkor is, ha az A transzforméciét nem az
egész térben, hanem tetsz6leges invarians altérben tekintjiik; ezért a tétel a kovetkezSkép-
pen is megfogalmazhaté: minden invaridns altérben létezik az A transzformdcionak leg-
alabb egy sajatvektora.
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Az A lineéris transzformécié sajatértékeinek meghatarozasara szolgalo
(2.6.3) egyenletnek fontos szerepe van a linearis transzforméaciok elméleté-
ben. Célszerii ezért néhany 1j fogalmat bevezetni.

2.6.3 definicié. Bdrmely (n-edrend@) A mdtrizszal képzett
AE — A

mdtrizot, ahol \ skaldr paraméter, az A mdtrizhoz tartozo karakterisztikus
matrixnak nevezziik; a karakterisztikus mdtriz

(2.6.4) Dnp(\) =|XE - A]

determindnsdt — amely a X\ paraméter (n-edfoki) polinomja — az A mdtric
karakterisztikus polinomjanak, a karakterisztikus polinombol nyert

(2.6.5) D,(\)=|NE—-A|=0
egyenletet pedig az A mdtriz karakterisztikus egyenletének nevezzik.

Eszerint tehat a 2.6.1 tétel bizonyitasabodl az tiinik ki, hogy egy A linearis
transzformacio sajatértékeit barmely bazisra vonatkozo matrixabol megkap-
hatjuk, hiszen a sajatértékek éppen e matrix karakterisztikus egyenletének
gyOkei. Mivel pedig a transzformécio sajatértékeit a bazis megvalasztasatol
fliggetleniil értelmeztiik, ezért ebbdl az kdvetkezik, hogy a transzformaciohoz
tartozé matrix karakterisztikus egyenletének gyokei szintén fiiggetlenek a ba-
zis megvalasztasatol. Az alabbi tételben bebizonyitjuk, hogy nemcsak a gyo-
kok, hanem maga a karakterisztikus polinom is fiiggetlen a bazis megvalasz-
tasatol.

2.6.2 tétel. Egy A linedris transzformdcio mdtrizdnak karakterisztikus poli-
nomja a bdzis transzformdcidjdval szemben invaridns.

Bizonyitds. Legyen az A lineéris transzformacié matrixa az e, es,..., e,
béazisban A. Attérve az

[61 €ey... en] Cc11 C12...Cin
(@182, 8] = e

transzforméacioval az e, ey, . . ., €, 0j bazisra, az A linedris transzformécionak
ezen 0j bazisra vonatkozo A matrixat (2.5.35) alapjan az alabbi hasonlosagi
transzformécioval kapjuk meg:

(26.6) A =C'AC.

Az A matrix karakterisztikus polinomja |[AE — 1~X| Ebbe behelyettesitve a
(2.6.6) Osszefliggest,

IAE — A| = |\E — C"'AC]|
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adodik, ahonnan az E = C71C 6sszefiiggés felhasznalasaval, majd C~1 és C
kiemelésével kovetkezik, hogy

IAE—A| = |AC"!C - C'AC| = |CY|]AE — A||C| = |]\E — A|,
és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

E tétel alapjan a tovabbiakban beszélhetiink a linedris transzformdcio ka-
rakterisztikus polinomjdrdl, hiszen megmutattuk, hogy ez nem fiigg a bézis
megvalasztasatol.

A 2.6.1 tételben belattuk, hogy minden linearis transzformécionak van leg-
alabb egy sajatvektora. A kovetkezGkben feltételeket adunk meg, amelyeknek
segitségével a transzformaciokat osztalyozhatjuk; majd azzal foglalkozunk,
hogy a kiilonb6z6 osztalyokhoz tartozo sajatérték-feladatokat milyen tulaj-
donsagok jellemzik, és ezek alapjan hogyan lehet a transzforméacié méatrixat
legattekinthet6bb és legegyszeriibben kezelhets alakban megadni.

Méar most ramutatunk arra, hogy az n-dimenziés lineéris tér linearis
transzformacioit aszerint oszthatjuk két nagy csoportra, létezik-e n linearisan
fliggetlen sajatvektoruk vagy sem. Ugyanis, ha a linearis transzformacionak
van n linearisan fiiggetlen sajatvektora, akkor a transzformécié matrixa igen
egyszerd alaki lehet. Erre vonatkozik az alabbi tétel.

2.6.3 tétel. Ha az n-dimenzids linedris tér eqy A linedris transzformdcidjd-
nak n linedrisan fliggetlen sajdtvektora van, akkor ezeket vdlasztva bdzisnak,
a transzformdcio matriza diagondlmdatriz.

Bizonyitds. Legyen uy, us, . .., u, a linearis transzformacio n linearisan fiig-
getlen sajatvektora, azaz

AU1 = /\1 u,
Auy = Xouy,
Au, = A\, u,
Ha most az uqi, us, ..., u, sajatvektorokat valasztjuk bézisnak, akkor az A

linearis transzformaci6é matrixa ebben a bazisban — a 2.4 szakasz alapjan —

At 0...0

0 A2...0
A =

0 0...M,

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. l

Megjegyzés. A bizonyitasboél egyébként kovetkezik, hogy a tétel megforditasa is igaz: ha
egy bézisban a transzformacié matrixa diagonalmaéatrix, akkor a bazis Gsszes vektorai e
transzforméacié linearisan fiiggetlen sajatvektorai.
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A kapott tételbsl lathato, miért olyan nagy jelentdségii a sajatvektorok
vizsgalata. Ha ugyanis egy linearis transzformécionak van n linearisan fiig-
getlen sajatvektora, akkor a lineéris transzformacié matrixa — barmilyen ba-
zisban legyen is adott — a 2.5.4 tétel értelmében a koordinata-rendszer alkal-
mas transzformaciojaval, vagyis hasonlosagi transzformacioval diagonalalakra
hozhato.

A kovetkezdkben linearisan fiiggetlen sajatvektorok létezésére vonatkozo
tételeket bizonyitunk be.

2.6.4 tétel. A linedris transzformdcio eqy sajdtértékéhez tartozo sajatvekto-
rok alteret alkotnak.

Bizonyitds. Legyen x; és xp ugyanahhoz a Ag sajatértékhez tartozd egy-
egy sajatvektor, azaz Ax; = \gxy és Axy = Aoaxe. Ekkor o és xy tetszGleges
linearis kombinacioja szintén a \g sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ugyanis

A(a1w1 + 0421112) = a1Az; + asAxy = )\0(0[11111 + 0421112).

Vagyis A ugyanahhoz a A\ sajatértékhez tartozoé sajatvektorai valoban alteret
alkotnak. Ennek az altérnek a dimenzidja egyenld a \g sajatértékhez tartozo
linearisan fiiggetlen sajatvektorok szaméaval. B

2.6.5 tétel. A linedris transzformdcio kiilonbozd sajatértékeihez tartozo sa-
jatvektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. Legyenek A1, Ao, ..., A\; az A lineéris transzformacio kiilonbozd
sajatértékei, wuy, us,...,u; pedig hozzajuk tartozo sajatvektorok. A tételt
teljes indukcioval bizonyitjuk. Egyetlen sajatvektorra az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik most fel, hogy k — 1 kiillonbo6z6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok
linearisan fiiggetlenek, és ebbdl kovetkeztetiink arra, hogy k kiilonbo6zé sa-
jatértékhez tartozo sajatvektorok is azok. Ezt indirekt modszerrel lathatjuk
be: feltessziik, hogy az w;, us, ..., uw; sajatvektorok linearisan Gsszefiiggdek,
vagyis

(2.6.7) arw + aus + -+ agu = 0,

és valamelyik egytlitthato — pl. a; — nem zérus. Alkalmazzuk az A transzfor-
méaciot a (2.6.7) Osszefiiggésre. Mivel a zérusvektort barmely linearis transz-
formacio a zérusvektorba viszi at, ezért

Alarug + asug + -+ - + aguy) = 0.
A transzforméaciot tagonként hajtjuk végre:
(2.6.8) Q1A UL + oty + -+ -+ apApur = 0.

Ha most a (2.6.7.) egyenlet Ag-szorosét levonjuk a (2.6.8) egyenletbdl, akkor
az alabbi Osszefiiggésre jutunk:

a1 (M — Ap)ur + ag(Ae — Ap)ue + - - + ag—1(Ak—1 — ) uk—1 = 0,
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ahol a fentiek szerint a; # 0 és A\; — A\ # 0. Ezek szerint az uy, us, ..., up_1
vektorok linearisan Osszefiiggéek volnanak, és igy ellentmondasra jutottunk.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. B

Ebbdl a tételbs] kovetkezik, hogy egy lineéris transzformécioé n linearisan
fliggetlen sajatvektoranak létezésére konnyen adhatod egy elégséges feltétel.
Erre vonatkozik a kovetkezo tétel.

2.6.6 tétel. Ha egy linedris transzformdcio sajdtértékei mind kilonbozdek,
akkor a hozzdjuk tartozo sajdtvektorok linedrisan fliggetlenek.

Eszerint tehat, ha egy linedris transzformdcio sajdatértékei mind kilon-
bozdek, akkor a 2.6.3 tétel szerint van olyan bdzis, amelyben a transzformdcio
matriza diagondlmadtriz. Hangsulyozni kell azonban, hogy az n kiillonb6z6 sa-
jatérték létezése elégséges, de nem sziikséges feltétele annak, hogy a linearis
transzformécio matrixa diagonalizalhatod legyen. Mas szavakkal: ha egy li-
nearis transzformacio karakterisztikus egyenletének csupa egyszeres gyoke
van, akkor a linearis transzformacio barmely béazisban megadott métrixa ha-
sonlosagi transzformacioval biztosan diagonalizalhato; abban az esetben, ha
a karakterisztikus egyenletnek van tobbszords gyoke is, altalaban még nem
lehet tudni, van-e a transzforméacionak n linearisan fiiggetlen sajatvektora.
A 2.6.4 tétel alapjan annyi mindenesetre megéllapithato, hogy amennyiben a
transzformdcio valamennyi tobbszdros sajatértékének multiplicitdsa megegye-
zik a hozzd tartozo sajdtvektorok dltal generdlt altér dimenzidjdval, akkor van
a transzformdcionak n linedrisan flggetlen sajdtvektora, tehdt a transzformd-
ci0 mdtrixa hasonldsdgi transzformdcioval diagonalizalhato.

2.6.4 definici6. Az n-dimenzics linedris tér eqy linedris transzformdcidjd-
nak n linedrisan flggetlen sajdtvektordt — feltéve, hogy létezik — egy teljes
sajatvektor-rendszernek nevezzik.

2.6.5 definicio. Azokat a linedris transzformdciokat, amelyeknek [éte-
zik teljes sajatvektor-rendszeriik, diagonalizalhato linearis transzforma-
cidoknak nevezzik.

2.6.6 definicid. A hasonldsagi transzformdcidval diagonalizalhate mdtrizo-
kat egyszeri struktiaraja matrixoknak nevezzik.

Tehat a diagonalizalhato lineéaris transzforméciok barmely bazisra vonat-
koz6 matrixa egyszerd strukturaju.

6 2 -3
24. Példa. Hatarozzuk meg az A = |4 6 —4| matrix sajatvektorait és
6 4 -3

hasonloséagi transzformacioval diagonalizaljuk az adott méatrixot!
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Megoldds. Elészor meghatarozzuk a matrix sajatértékeit. A karakterisztikus
polinomra

A—6 -2 3
DA =PDE—-A|l=| -4 X=6 4 |=X 922426\ 24.
6 -4 A+3

Koénnyen igazolhato, hogy a karakterisztikus egyenlet gyokei 2, 3 és 4, tehat
a matrixnak harom kiilonbo6z6 sajatértéke

M=2 =3 \=4.

Ebbdl kévetkezik, hogy a méatrixnak van teljes sajatvektor-rendszere, tehat
hasonloséagi transzformacioval diagonalizalhato. Rendre behelyettesitve a Ay
sajatértékeket a

()\kE - A)uk =0

egyenletrendszerbe, a sajatvektorokat az aldbbi homogén linearis egyenlet-
rendszerek megoldéasa szolgaltatja. Ay = 2 esetén

-4 -2 3 Uui1
—4 —4 4 U221 | = 0.
-6 —4 5 usl

Mivel az egylitthatoméatrix rangja 2, az ismeretlenek ardnyat az (1.7.33)
képlet alapjan példaul a harmadik sor elemeihez tartozéd elGjeles aldeter-
minansokbol szamithatjuk ki:

U1 ZU211U31:A31 2A32:A33:42418.
Ugyanigy Ao = 3 esetén

-3 -2 3 U112
-4 -3 4 U292 | = 0.
—6 —4 6 us2

Ismét a harmadik sor elemeihez tartozo elGjeles aldeterminansok segitségével
a sajatvektor elemeinek aranyara

U1QZUQQZU32:A311A322A33:12021
adodik.
Megjegyzés. Mivel az egylitthatomatrix harmadik sora az els6 sor kétszerese, ezért ebben

az esetben nem valaszthatnank a masodik sor elemeihez tartozo aldeterminansok aranyat,
mert az 0 : 0 : 0 hatarozatlan alakot eredményezne.
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Végiil \3 = 4 esetén

-2 -2 3

u13
—4 -2 4 u23 = 0.
-6 —4 7 Uuss3
A sajatvektor elemeire

U13:UQ32U33:A31ZA32:A33:—2:—42—4
adodik. A sajatvektorokat definialé egyenleteket egyetlen méatrixegyenletbe
foglalva

6 2 —=3| |1 1 1 1 1 1f (2

4 6 —4( |1 0 2{=1|1 0 2 3

6 4 3|12 1 2 2 1 2 4

irhat6. Ebbdl azonnal lathato, hogy a matrix hasonloségi transzformacio-
val diagonalizalhat6. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a sajatvektorokat
valasztjuk 4j bazisnak. A béazistranszformécié méatrixa ugyanis az

[61 €2 63} 1 1 1
[ur wy ug) = 1 0 2
2 1 2
Osszefiiggésbol
1 1 1
U=1|1 0 2f,
2 1 2

tehat az U matrixszal végzett hasonlosagi transzformacioval UTTAU = A
adodik. Figyelembe véve, hogy

-2 -1 2
ul=|2 o0 -1},
1 1 -1

a miiveletek elvégzésével a fenti Osszefiiggés helyessége kozvetleniil igazolhato.

A kovetkezdkben megismerkediink a diagonalizalhato transzformaciok né-
hény igen nevezetes osztalyaval, és megmutatjuk, hogy ezek métrixaval az 1.4
szakaszban vizsgalt specialis tulajdonsagt matrixok kézott mar talalkoztunk.
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2.7 ADJUNGALT LINEARIS
TRANSZFORMACIOK

A 2.3 és 2.4 szakaszban bevezettiik a bilineéris alak fogalméat, és vizsgaltuk
az n-dimenzids tér transzformécioit. Vizsgalataink soran azonban nem téte-
leztiik fel, hogy a térben skaléris szorzat van értelmezve. Ha feltessziik, hogy
skalaris szorzat is értelmezve van, vagyis euklideszi terekben vizsgaljuk a li-
nearis transzformaciokat és a bilinearis alakokat, akkor a kettd kozott igen
szoros kapcsolatot allapithatunk meg. Ebben a szakaszban ezt a kapcsolatot
mutatjuk meg, és ezen keresztiil bevezetjik az adjungalt transzformaécio fo-
galmét, aminek segitségével a diagonalizalhato transzforméciok néhany igen
fontos osztalya definidlhato.

Legyen E,, egy n-dimenzios komplex euklideszi tér, és jeloljon A(x; y) eb-
ben a térben egy bilinearis alakot. Legyen tovabba ey, es, ..., e, az E, tér
egy ortonormalt bézisa, és jelolje erre a bazisra nézve a tér x, ill. y vektoranak
koordinéatait &1, &2, ..., &y, ill. n1, M2, ..., nn, az ezekbdl alkotott koordinédta-
vektorokat x, ill. y, az A(x; y) bilinearis alak A matrixdnak elemeit pedig
aij = Alej; €).

Ekkor az A(x; y) bilinearis alak a kovetkezképpen irhato fel:

n = n n
Almy) = D T&Alee) =D > Mayéy =
j=1i=1 j=1i=1
ai;  ai2...01in &
TR A1 LR e ION

Apl  Ap2...Apn | |€n
Az yH Ax a matrixszorzat asszociativitasa miatt az
(2.7.1)  y"Ax =y"(Ax),
illetve az
(2.7.2)  y"Ax = (AMy)Hx
alakban irhat6. S minthogy az ej, es,..., e, béazis ortonormalt, e béazisra

vonatkozoan a skalaris szorzat standard, igy a (2.7.1), ill. (2.7.2) alaknak
megfelelGen az A(x; y) bilinearis alak kétféleképpen is felfoghato két vektor
skalaris szorzataként: (2.7.1) szerint

(2.7.3)  A(my) = (Ax, y),
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ahol A az a linearis transzformécio, melynek az eq, e, ..., e, bazisra vonat-
kozo matrixa A, (2.7.2) alapjan pedig

(2.74) Az y) = (= Ay),

ahol AM az a lineéris transzformacié, amelynek az e;, e, ..., e, bazisra vo-
natkozé matrixa az A matrix transzponalt konjugaltja.

Minthogy egy linearis transzformaciot egy adott bazisra vonatkozo matrixa
egyértelmiien meghatéroz, igy a (2.7.3), ill. (2.7.4) jobb oldalan szerepls A,
illetve A" transzformaciot is egyértelmiien meghatéarozza a (2.7.1), illetve
(2.7.2) jobb oldalan allo A, ill. A" matrix. Az A matrix viszont az A(z; y)
bilinearis alaknak az ey, es, ..., e, bazisra vonatkozé matrixa. Ilyen moédon
az B, euklideszi térben az A(x;y) bilinearis alak és az A lineéris transzfor-
macio, az A(x;y) bilinearis alak és az A" linedris transzformacio, illetve az
A és az A7 lineéris transzformécio kdlesénosen egyértelmiien meghatarozzak
egymaést az alabbi Osszefiiggések alapjan:

(27.5) Az y) = (Az.y) = (z.Ay).
Eredményeinket a 2.7.1 és 2.7.2 tételben fogalmazzuk meg.

2.7.1 tétel. Az E, (komplex) euklideszi térben minden A(x;y) bilinedris
alakhoz egyértelmien hozzdrendelhetd egy A linedris transzformdcio, amely-
nek segitségével a bilinedris alak az Ax és az y vektor skaldris szorzataként
irhato fel:

Az y) = (Az, y),

és megforditva, minden A linedris transzformdcichoz az

(Az, y) = A(z; y)
dsszefiliggéssel egyértelmiien tartozik egy bilinedris alak.

Mielstt a 2.7.2 tételt megfogalmazzuk, bevezetjiik az adjungalt transzfor-
méci6 fogalmat.

2.7.1 definicié. Ha A a komplex n-dimenzids euklideszi tér egy linedris
transzformdcidja, akkor az

(2.7.6)  (Az,y) = (z,Ay)

dsszefiiggéssel meghatdrozott A7 transzformdciét az A transzformdcic ad-
jungaltjanak nevezzik.

Megjegyzés. Az el6z6ek alapjan nyilvanvalo, hogy barmely ortonormalt bazisban az ad-
jungalt transzformacié matrixa az eredeti transzformacié méatrixdnak transzponalt kon-
jugéaltja:

2.7.7) AP =A".
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Ez indokolja, hogy a matrix transzponalt konjugaltjat egyszertien H bettivel jeloltiik. Saj-
nos nem nevezhetjiik ,adjungalt” matrixnak, hiszen ez az elnevezés a matrixalgebraban
mar méas értelemben (adj A = [A;;]) honosodott meg.

2.7.2 tétel. Az euklideszi térben minden linedris transzformdcionak eqy és
csak eqy adjungdlt transzformdcio felel meg.

Az attérés az adjungalt transzforméaciora formélisan a kovetkezSképpen
fogalmazhato: az (Awz,y) skalaris szorzatban az A transzformaciot ugy ,vi-
hetjitk at” a masodik helyre, hogy oda az adjungaltjat tessziik (H betivel
latjuk el).

A lineéris transzformaciokra megismert miveleti szabalyok alkalmazaséval
és az adjungélt transzformécié definici6javal konnyen belathatok az ad-
jungéalasra vonatkozo kovetkezd azonossagok:

(a) (AB)" =B"A",

(b) (AT = A,

(c) (A+B)H=A"4B"

(d) (DAH =2A"

(e) E"=E.

2.8 DIAGONALIZALHATO TRANSZFORMA -
CIOK, TRANSZFORMACIOPAROK, ALTA-
LANOSITOTT SAJATERTEK-FELADAT

Az adjungalt transzformacio fogalma lehetévé teszi néhany fontos, specia-
lis transzformaciotipus bevezetését. Ebben a szakaszban elGszor az elmélet
és az alkalmazasok szempontjabol egyarant jelentés onadjungélt és unitér
transzforméciokat, majd a normalis transzformaciokat vizsgaljuk. E transz-
forméaciok kozos tulajdonsaga, hogy teljes sajatvektor-rendszeriik van, tehat
valamennyien diagonalizalhatok. Az 6nadjungalt transzforméciokra vonatko-
z6an bebizonyitjuk az alapvetd fontossagai f6tengelytételt, majd altalanosit-
juk transzforméacioparokra, és igy eljutunk az altalanositott sajatérték-
feladathoz. Végiil megmutatjuk az énadjungalt transzformaciok, ill. transz-
forméacioparok sajatértékeinek egy nevezetes extremalis tulajdonségéat.

2.8.1 Onadjungalt transzformaciok

Az adjungalt transzformacio értelmezése alapjan kézenfekvs az onadjungalt
transzforméacié fogalméanak bevezetése a kovetkezé modon.

2.8.1 definici6é. Az E euklideszi tér A linedris transzformdcidjat 6nad-
jungaltnak nevezzik, ha

(2.81) A=A
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vagyis ha A megegyezik az adjungdltjdval.

A linearis transzformaéciok és a bilinearis alakok kozotti osszefiiggés alapjan
kozvetleniil belathato az alabbi tétel.

2.8.1 tétel. Az E euklideszi tér A linedris transzformdcidja akkor €s csak
akkor énadjungdlt, ha az A(x;y) = (Ax,y) bilinedris alak hermitikus.

Bizonyitds. Ha A(x; y) hermitikus alak, vagyis
Az y) = Aly; z)

akkor ebbdl a megfelels linearis transzformaciora attérve,

(Az,y) = (Ay, =) = (z,Ay),

masrészt —az adjungalt transzformacio (2.7.6) definialod Gsszefiiggése szerint —

(Az,y) = (z,A"y),

vagyis A valoban 6nadjungalt transzformacio.
Forditva, ha az A linearis transzformacié 6nadjungalt, akkor

(A:II, y) = (w? Ay) = (Ay? 33)

miatt a megfelels bilinearis alakra fennall, hogy

Az y) = Ay, z),
tehat az valoban hermitikus. l

A tételbdl kovetkezik az is, hogy az A 6nadjungalt linearis transzformécio
maétrixa barmely ortonormalt bazisban hermitikus méatrix.

2.8.2 tétel. Az euklideszi tér barmely A linedris transzformdcidja felirhato
(282) A=A +iA,

alakban, ahol Ay és As dnadjungdlt transzformdcick €és i az imagindrius
eqyséq.

Bizonyitds. Az euklideszi tér A linearis transzforméciojara felirhato az alabbi
azoNossag:

_ ! HY 4 L (A — AH
A= (A+AT) + 5 (A-AT).

Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

(A+AY), Ay = (A AM).

A =
! 2i

| —
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Azonnal lathato, hogy Ay és Ag dnadjungalt, hiszen

Al = (%(AJFA”))H =-(A"+A) = (A+A") = A,

N | —
N | —

A= (A A) =R ) = L) =

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

A kapott tétel azt fejezi ki, hogy az dnadjungdlt transzformdcick hasonlo
szerepet toltenek be a linedris transzformdciok kézott, mint a valds szdmok a
komplex szdmok korében. (A matrixokra vonatkozd megfelel§ tételt megis-
mertik az 1. fejezetben, lasd az 1.2.1 tételt.) Ez az analogia még élesebben
megmutatkozik az onadjungalt transzformacioknak abban az érdekes tulaj-
donsagaban, hogy sajatértékeik mindig a valos tengelyen helyezkednek el.
Az erre vonatkozo alabbi tétel, amely az alkalmazésok szempontjabol rend-
kiviili jelentGségt, konnyen bizonyithatd a linearis algebra imént megismert
eszkozeivel.

2.8.3 tétel. Onadjungdlt transzformdcio sajatértékei mindig valdsak.

Bizonyitds. Legyen u az A dnadjungalt transzformécio sajatvektora, és A\ a
hozza tartozo sajatérték, vagyis teljestiljon

Au= Au, ahol u#0.

Mivel A énadjungalt, vagyis A" = A, ezért (Au, uw) = (u, Au), azaz (A\u, u) =
= (u, \u). Kiemelve a \ értéket:

Au, u) = \Nu, u),

és mivel (u, u) # 0, ezért A\ = )\, amit bizonyitani kellett. H

2.8.2 Unitér transzformaciok

A linearis transzformaciok kozott — az dnadjungalt transzforméciok mellett
— sok szempontbdl kiilonleges helyet foglanak el az unitér transzforméciok
(lasd a 2.5.3 definiciot).

2.8.2 definicio. Az euklideszi tér U linedris transzformdcidjdt unitér
transzformacionak nevezzik, ha

(2.8.3) UU"=uUU!=E,
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vagyis ha
(2.84) Ut =U",
azaz ha az inverz transzformdcio megegyezik az adjungdlt transzformdcicval.

A definici6 alapjan belathato az unitér transzformacio kbvetkezs nevezetes
tulajdonsaga.

2.8.4 tétel. Az n-dimenzids euklideszi térben a tér egy linedris transzfor-

P

transzformdcid unitér.

Bizonyitds. Legyen U unitér transzformécié. Ekkor az adjungalt transzfor-
méacio (2.7.6) és az unitér transzforméacio (2.8.3) definialo egyenlete alapjan

(U:I}, Uy) = (111, UHUy) = (w? y)a

vagyis a skaléris szorzat valoban invarians.
Megforditva, ha valamely U transzformécioval szemben barmely x, y vek-
torpérra a skalaris szorzat invarians, vagyis

(2.8.5) (Uz,Uy) = (z,v),
akkor
(UHU:I:, y) = (x,y), azaz ((UHU — E)a:, y) =0.
Minthogy ez tetszGleges x és y mellett fennall, igy sziikségképpen
UlU-E=0.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. H
Az x = y esetben (2.8.5) az alabbi alakot veszi fel:

(2.8.6) (Ux,Ux) = (z, ),

vagyis az unitér transzformacié nem valtoztatja meg a vektorok hosszat.

Vizsgaljuk meg, mi jellemzi az unitér transzforméaciok matrixat. Legyen
e1, €, ..., e, az n-dimenzios euklideszi tér egy ortonormalt bazisa és U = [u;y]
az U unitér transzformacionak erre a bazisra vonatkozo matrixa. Mivel (2.7.7)
szerint az adjungalt transzformacié matrixa ortonormalt bazisban egyenls az
eredeti transzformécié méatrixanak transzponalt konjugaltjaval, tovabba az
egységtranszformécié matrixa az egységmatrixszal egyenld, az unitér transz-
forméaci6 2.8.2 definiciojabol kovetkezik, hogy az U matrix kielégiti az alabbi
azonossagot:

uvtu =Uuu" =E.
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Tehat unitér transzformécié méatrixa ortonormaélt bazisban unitér matrix.
A 2.8.4 tétel alapjan, ha ey, es,..., e, az n-dimenzios euklideszi tér egy
ortonormalt bazisa és U a tér egy unitér transzformécioja, akkor

(Uei,Uer) = (e, ex) = i,

vagyis unitér transzformacié a tér barmely ortonormalt bazisat ismét orto-
normalt bazisra transzformalja. Ugyanebbdl a tételbdl az is kovetkezik, hogy
ha egy transzformacio tetszéleges ortonormalt bazist ismét ortonormaélt ba-
zisba visz at, akkor a transzformaci6é unitér. Vagyis érvényes a kovetkezd
tétel.

2.8.5 tétel. Az euklideszi tér valamely linedris transzformdcidja akkor és
csak akkor unitér, ha bdrmely ortonormdlt bdzist ugyancsak ortonormdlt bd-
zisba visz dt.

A kovetkez6 tétel unitér transzformaciok sajatértékeinek elhelyezkedésére
vonatkozik.

2.8.6 tétel. Unitér transzformdcio sajdatértékeinek abszolut értéke 1.

Bizonyitds. Legyen w az U unitér transzformacio A sajatértékéhez tartozo
sajatvektor, vagyis

(2.8.7) Uu=XAu (u#0).

A (2.8.6) azonossaghol (2.8.7) felhasznalasaval a kovetkezs adodik:
(u, u) = (Uu, Uu) = (A\u, Au).

Mindkét tényez6bdl megfelelGen kiemelve \ értékét, azt kapjuk, hogy
(u, u) = M\(u, u),

amibél kovetkezik A\ = 1, azaz |\| = 1, amit bizonyitani kellett. l

2.8.3 Felcserélhetd és normalis transzformaciok

Az alabbiakban el6szor a felcserélhet transzformaciokkal® foglalkozunk,
majd az euklideszi térben definidlt transzforméciok egy fontos osztalyat, a
normalis transzformaciokat vizsgaljuk. Ennek jelentségét tébbek kozott az
adja meg, hogy mind az 6nadjungélt, mind pedig az unitér transzformaciok
a normalis transzforméciok egy-egy speciélis esetét alkotjak.

*Két transzforméaciét akkor neveziink felcserélhetének, ha a szorzasra nézve kommu-
tativak.
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2.8.7 tétel. Ha A és B az R linedris térben definidlt két, felcserélhetd linedris
transzformdcid, azaz

(2.8.8) AB=BA,

akkor az A transzformdcio egy \ sajatértékéhez tartozo dsszes sajdatvektorok
a B transzformdcioval szemben invaridns alteret alkotnak.

Részletesebben kifejtve ez azt jelenti, hogy ha x az A transzforméacio A
sajatértékéhez tartozo valamely sajatvektor, akkor egyuttal Bx is a A sa-
jatértékhez tartozo sajatvektor, vagyis a B transzformécié nem vezet ki az A
transzformacio A sajatértékhez tartozo linearis altérbdl:

(2.8.9) ABz= \Bz.

Bizonyitds. Mivel A és B felcserélhets, ezért ABx = BAz, ahonnan Az = \x
miatt ABx = BAx = A\Bx, és ezzel a tételt bebizonyitottuk. B

2.8.8 tétel. Bdrmely két felcserélhetd transzformdcionak van kézds sajatvek-
tora.

Bizonyitds. Legyen AB = BA és legyen RW az A transzformécio sajatér-
tékéhez tartozo valamennyi @ sajatvektoranak altere. A 2.8.7 tétel értelmében
az R altér invarians a B transzformaciora nézve, és ezért a 2.6.1 tétel utani
megjegyzés értelmében talalhatd benne olyan x vektor, amely sajatvektora
a B transzforméacionak. Ez a vektor sajatvektora az A transzformécionak is,
tehat ezzel a tételt bebizonyitottuk. Meg kell azonban jegyezni, hogy az A
transzformécié nem minden sajatvektora sajatvektora B-nek is! H

A kovetkez§ tételben a felcserélhetGség mint sziikséges és elégséges feltétel
szerepel.

Az 1. fejezetben mar ramutattunk arra, hogy két hermitikus matrix szor-
zata altalaban nem hermitikus. Ennek megfelelGen altalaban az euklideszi
térben két onadjungalt transzformécio szorzata sem onadjungalt transzfor-
méaci6. Kénnyen belathaté azonban a kovetkezs tétel:

2.8.9 tétel. Az euklideszi térben két onadjungdlt transzformdcid szorzata
akkor €s csak akkor dnadjungdlt transzformdcid, ha a két transzformdcio fel-
cserélhetd.

Bizonyitds. Legyen A és B a két 6nadjungalt transzformécié. Az AB szorzat
adjungéltja

(AB)" = BHAH = BA;
az AB szorzatra tehat akkor és csak akkor teljesiil az

(AB)" = AB
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Osszefiiggeés, azaz AB akkor és csak akkor onadjungalt, ha
AB = BA,

vagyis ha A és B felcserélhets. B

A kovetkezé tétel arra vonatkozoan mond ki sziikséges és elégséges feltételt,
hogy az euklideszi térben adott linearis transzformaciohoz létezzék olyan or-
tonormalt bazis, amelyben a transzformacié méatrixa diagonalmatrix. Ehhez
sziikséglink van a normalis transzformécio fogalmaéra.

2.8.3 definicié. Az euklideszi tér A linedris transzformdcidjat normalis
transzformacionak nevezziik, ha

(2.8.10) AA" = AHA,

azaz ha a transzformdcid felcserélhetd az adjungdltjdval.

2.8.10 tétel. Az euklideszi tér A linedris transzformdcicjihoz akkor és csak
akkor taldlhato olyan ortonormdlt bazis, amelyben a transzformdcio mdtriza
diagondlmdtriz, ha a transzformdcio normdlis.

Bizonyitds. Elszor azt latjuk be, hogy a (2.8.10) feltétel sziikséges. Legyen
egy ortonormélt bazisban az A transzformécié matrixa diagonalméatrix:

A1
A2

An

Ortonormalt bazisban az A" adjungalt transzformécié matrixa az eredetinek
transzponélt konjugaltja, ezért most az A" transzformacio matrixa:

At

A2

An

Mivel az A és A" transzformécié métrixai diagonalmatrixok, ezért felcserél-
hetsk, kovetkezésképpen felcserélheték maguk a transzformaéaciok is.

Azt, hogy a feltétel elegendd is, a kévetkezSképpen latjuk be. Feltessziik az
A és AP transzformaciorol, hogy feleserélhets. Ekkor a 2.8.8 tétel értelmében
az A és az AM transzformécionak van kozos e; sajatvektora, amelyre tehat

H
Aelz)\lel, A el = [ui1ex.
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Az e; sajatvektorra ortogonalis vektorokbol allé (n — 1)-dimenzios EW alter
invaridns mind az A, mind pedig az A" transzformaciora nézve. Ugyanis
legyen & € EWY | vagyis (z; e1) = 0; ekkor

(Az; e)) = (w, AHGl) = (z,me1) = oy (@, e1) =0,

tehat valoban Az € EW. Ezzel belattuk, hogy EY invarians az A transz-
forméacioéra nézve, és ugyanigy belathato, hogy EW invarians az A" transz-
forméaciora nézve is.

Ha ismét alkalmazzuk a 2.8.8 tételt, de most az E!) euklideszi térre, ak-
kor lathato, hogy EW ben van olyan ey vektor, amely sajatvektora mind
az A, mind pedig az A" transzformacionak. Jelolije E?® azt az (n — 2)-
dimenzids alteret, amelyet az EW altér e, vektorra meréleges vektorai alkot-

nak. Az eljarast folytatva, paronként ortogonalis ei, es, ..., e, vektorokhoz
jutunk, amelyek mindegyike sajatvektora A-nak is és A™-nak is. Ezért az
ei, e, ..., e, vektorok olyan ortogonalis bazist alkotnak, amelyben mind az

A, mint pedig az A" transzformacio métrixa diagonédlmétrix, és ezzel a tételt
bebizonyitottuk. H

Ha A énadjungalt transzformacio, vagyis AH = A, akkor AA" = AMA,
vagyis A normalis transzformécio.

Ha U unitér transzformécio, vagyis Ut = U™!, akkor — mivel béarmely
transzforméacié az inverzével felcserélhets — fennall, hogy
uut = Uy,

vagyis az unitér transzformacié szintén normalis transzformécio.

Azt 1atjuk tehat, hogy az 6nadjungélt és az unitér transzformacié a norma-
lis transzformacioknak egy-egy specialis esete; az imént bebizonyitott 2.8.10
tétel alapjan megallapithatjuk, hogy az n-dimenziés euklideszi térben mind
az onadjungdlt, mind pedig az unitér transzformdciok esetén mindig taldl-
hatd n darab, paronként ortogondlis sajdtvektor, és ezeket vdlasztva bdzisnak,
a transzformdcio mdtriza diagondlmdtriz.

A 2.8.5 tételben kimondtuk, hogy az a transzformécio, amely minden or-
tonormalt bazist (masik) ortonormalt bazisba visz at, unitér transzforméacio;
tehat az ennek megfelel koordinatatranszformécié méatrixa unitér méatrix.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy normaélis transzformacié méatrixat ismerjik
egy ortonormélt bazisban, akkor — mivel a sajatvektorokbol alkotott bazisra
unitér transzformacioval térhetiink at — a normaélis transzformacié matrixa
unitér transzformacioval diagonalizalhato:

(2.8.11) A =U"AU,

ahol A = (\) az adott normalis transzformécio sajatértékeibsl alkotott dia-
gonalmatrix, A a normalis transzformécié matrixa tetszéleges eq, ea, ..., e,
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ortonormalt bazisban, U pedig az a matrix, amelynek oszlopai az adott nor-
maélis transzformécié sajatvektorainak a koordinatai az e, es, ..., e, bazis-
ban.

2.8.4 definicié. Ha az euklideszi tér A linedris transzformdcidjanak van tel-
jes sajdtvektor-rendszere, akkor azt a mdtrizot, amelynek oszlopait a transz-
formdcio sajdatvektorainak adott bazisra vonatkozé koordindtdi alkotjik, a
transzformdcid e bazisra vonatkozé modalmatrixanak nevezzik.

25. Példa. Mutassuk meg, hogy az

1 -1 1
A= 1 1 -1
-1 1 1

maéatrix normaélis és diagonalizaljuk unitér transzformacioval.
Megoldds. Tekintettel arra, hogy

1 -1 1 1 1 -1 3 -1 -1
AAT=1] 1 1 —-1||-1 1 1|=1|-1 3 -1
-1 1 1] | 1 -1 1] -1 -1 3]
és
(1 1 =117 1 =1 1] 3 —1 —1]
ATA=1]-1 1 1 1 1 —1f{=1|-1 3 —1f,
1 -1 1] -1 1 1] -1 -1 3]

azaz AAT = ATA, tehat A normalis matrix.
Az A matrix karakterisztikus polinomja

A-1 1 -1
DAN=E-A|=| -1 Xx-1 Ll=A=12*+30—-1)=
1 -1 -1

=(A-1)[(A\-1)* +3],

tehét a sajatértékeire
M=1 X=1+iV3, N=1-—iV3

adodik. A sajatvektorok az alabbi egyenletrendszerekbdl szamithatok:
=1
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Innen w;; =u9y —=u3; =1:1:1.
Ao =1+iV3
’L\/g 1 -1 U2
-1 /3 1| |ux| =0.
1 -1 Z\/§ U32

Innen wis : ugo @ Uzy = (1 + Z\/§> : (1 - z\/g) 1 (=2).

Az =1—1iV3
—iV3 1 -1 U3
-1 —iV3 1 usg | = 0.
1 -1 —i\/§ u33

Innen w3 : ug3 : sz = (1 - Z\/g) : (1 —i—z\/g) : (—2). Mivel
lwm2=3, |uwl*=12, |u3*=12,

a normalt sajatvektorokbol alkotott modalmatrix

1 V3 1-ivB
1 2 2
U=— |1 17;‘\/5 1+;‘\/§
3 1 -1 -1
és mivel
1 1 L |1 48 1oiv3 1
UHUZE 1—;‘\/3 1+;\/§ 1 1 l=ivB  1+ivB | = 1 ,
3 1+;\/§ 1—;'\/5 1l 11 _21 _21 1

tehat az U modalmatrix unitér matrix, ennek segitségével végzett unitér
transzformacioval az A matrix diagonalizalhato:

1 1 1 1 -1 1 1+;\/§ 175‘\/5
i 17;\/§ 1+;\/§ 1 1 1 —1 1-iv3  1+iV3 i:
V3 1+iv3  1=iv3 g | =1 1 1] 1 _21 _21 V3

2 2

1
= 1+iv3 :
1—iVv3
x k%
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2.8.4 Pozitiv definit transzformaciok

Most bevezetjiik a pozitiv definit transzformaciok fogalmét, majd ezek fon-
tosabb tulajdonsagait vizsgaljuk.

2.8.5 definicio. Az euklideszi tér A linedris transzformdcidjat pozitiv de-
finitnek nevezzik, ha A dnadjungdlt és (Azx,x) > 0 minden x # 0 vektorra,
és pozitiv szemidefinitnek nevezzik, ha (Az, ) > 0 minden x # 0-ra.

A 2.8.2 tételben lattuk, hogy a komplex szamok algebrai alakjanak analo-
gidjara minden linearis transzformécio felirhato A; + iAs alakban, ahol Ay
és Ay 6nadjungalt transzformaciok. A kovetkezSkben a komplex szamok és a
linearis transzforméciok kozotti tovabbi analdgiara mutatunk ra. Emlékezte-
tiink arra, hogy egy (zérustol kiilonb6z6) komplex szam exponencialis alakja
(0€'?) egy pozitiv valos szamnak (o) és egy egységnyi abszolut értéki komp-
lex szamnak (€'?) a szorzata. Miel6tt a linearis transzforméciokra vonatkozo
analog tételt kimondanank, bebizonyitunk a pozitiv definit linearis transz-
forméciokra vonatkozo néhany tételt.

2.8.11 tétel. Ha A az euklideszi tér nemszinguldris linedris transzformd-
cidja, akkor az AAP transzformdcio pozitiv definit.

Bizonyitds. Mivel
(AAT)T = (AF)PAR — AAR

tehat AAM onadjungalt; tovabba mivel az A" transzformacio is nemszingularis
linearis transzformécié és minden = # 0 vektorra A"z # 0 (ha ugyanis
A"z = 0 allna fenn, akkor az inverz transzformécio alkalmazéaséval z = 0
adodna), ezért (AH:B, AH:B) > 0; ennek felhasznalasaval

(AA"z, z) = (A"z, AMz) > 0,

azaz AAM a 2.8.5 definicié értelmében valoban pozitiv definit transzforméa-
cio.

2.8.12 tétel. Az euklideszi tér A onadjungdlt transzformdcidja akkor és csak
akkor pozitiv definit, ha minden sajdtértéke pozitiv.
Bizonyitds. Legyen az A transzformacio \ sajatértékéhez tartozo sajatvektor
u; ekkor Au = Au, és igy (Au, u) = (A\u, u) = A(u, w). Ha A pozitiv definit,
akkor a 2.8.5 definici6 értelmében (u, u) > 0 és (Au, u) > 0; ebbdl kévetkezik,
hogy A > 0, vagyis a feltétel sziikséges.

Tegyiik most fel, hogy az A énadjungalt transzforméacio mindegyik sajatér-
téke pozitiv, és legyen uq, us, ..., u, a transzformécio sajatvektoraibol alko-
tott ortonormaélt bazis; legyen tovabba x a tér tetszéleges vektora, amelynek
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koordinétai az uq, us, ..., u, bazisra nézve &1,&o, ..., &,, azaz

n
T = Zfzuz
i1

Képezziik az (Az, x) skalaris szorzatot:

n n n
(Az, z) = Z@AuJ,Zm =) Gnu > Gui | = NG
j=1 =1 =1

Mivel az 6sszes \; sajatértek pozitiv, ezért minden x # 0 vektorra (Az, ) > 0,
tehat A porzitiv definit, vagyis a feltétel elégséges is. B

Most térjiink vissza a 2.2.1 tétel bizonyitasara. E tétel szerint, ha
Ty,..., 2T az n-dimenzioés F,, euklideszi tér vektorai, akkor a

Gy, o @) = [ .

Gram-féle determinans nemnegativ, és zérussal akkor és csak akkor egyenld,

ha az a1, ..., z; vektorok linearisan GsszefiiggGek.
Bizonyitds. Az x, ...,z vektorok linearisan fliggetlenek, ha a

(2.8.12) i+ - tepx =0

Osszefliggeés csak ¢; = ¢ = -+ = ¢ = 0 esetén all fenn. Képezve a (2.8.12)
egyenlet skalaris szorzatat rendre az x, ..., zx vektorokkal, a ci,..., ¢k is-
meretlenekre egy homogén linearis egyenletrendszert kapunk:

a(z, )+ +ep(e,z) =0

(g, @)+ -+ cp(ap, m,) =0.
Irjuk fel a (2.8.13) egyenletrendszert matrixegyenletként:
(2.8.14) Ge = 0.

A (2.8.14) egyenletnek akkor és csak akkor létezik ¢ # 0 megoldésa, ha az
T, ...,z vektorok linearisan Osszefliggéek. Ekkor a Gram-féle determinéns
értéke zérus: |G| = 0. Ha a (2.8.14) egyenletnek csak a ¢ = 0 megoldasa
létezik, akkor az @, ..., vektorok linearisan fliggetlenek, azaz |G| # 0 és
értéke valos (G hermitikus méatrix).
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Az x, @, ...z linearisan fiiggetlen vektorok kifeszitik az FE,, tér egy k-
dimenziés Ej alterét, ami szintén euklideszi tér és egy bézisa: x,...xx.
Vegyiik észre, hogy a

Gz, 22, ... 1) = [(2, 25)]
maétrix felfoghatod ugy, mint az Fj euklideszi térben értelmezett
(2.8.15) A(u;v) = (u; v)

hermitikus bilineéris alaknak az @, ...z, bazisra vonatkoz6 matrixa. De a
(2.8.15) bilinearis alaknak az Ej, tér barmely fi, fs, ..., f, ortonormalt ba-
zisra vonatkozo matrixa az E egységmatrix. Legyen C a bazistranszforméacio
matrixa, azaz

[wl QOk]:[fl fsz}c
Ekkor a 2.5.2 tétel alapjan
(i, ;)] = cHE,Cc = cCMc.

Ezért a 2.8.11 tétel szerint a G = CHC matrix pozitiv definit, és igy
|G| >0. 1

2.8.13 tétel. Minden pozitiv definit A transzformdciohoz taldlhato olyan
pozitiv definit B transzformdcis, amelyre B> = A; a B transzformdcidt az
A transzformacié négyzetgyokének nevezzik és ra a B = VA = Al/?
jelolést haszndljuk.

Bizonyitds. A 2.8.10 tétel értelmében minden énadjungalt transzformacionak
van teljes ortogonalis sajatvektor-rendszere. Ezt valasztva béazisnak, az A
transzformacié A méatrixa diagonalmatrix, és mivel a transzformécié pozitiv
definit, ezért a matrix elemei a 2.8.12 tétel alapjan a transzformécio pozitiv
\; sajatértékei:
A1
A2

An

Képezziik most a \; sajatértékek pozitiv négyzetgyokébdl alkotott diagonal-
matrixot:

o
VA2
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Nyilvanvalé, hogy B2 = A, és mivel a B diagonalmatrix elemei mind po-
zitivak, a hozza tartozo (6nadjungalt) transzformécio is pozitiv definit. H

Ezek utan konnyen bebizonyithaté a lineéris transzforméciok faktoriza-
ciojara vonatkozo alabbi tétel.

2.8.14 tétel. Az euklideszi tér barmely nemszinguldris linedris transzfor-
mdcidja elddllithaté egy pozitiv definit (onadjungdlt) transzformdcio és egy
unitér transzformdcio szorzataként.

Bizonyitds. Legyen A tetszGleges, nemszingularis transzformécio. A 2.8.11
tétel szerint AAY pozitiv definit transzformécio, amelynek a 2.8.13 tétel
alapjan létezik pozitiv definit négyzetgyoke:

(2.8.16) H= VAA".

Bebizonyitjuk, hogy a (2.8.16) képlettel definialt H transzformacio segitségé-
vel képzett

(2.8.17) U=H"'A
transzformécio unitér. Ugyanis figyelembe véve, hogy
(H'A) " = AH(HH)" = APH
(mivel dnadjungalt transzformaci6 inverze szintén énadjungalt),
UUM = H'A(HT'A) = HTAARH  — HTH2H ! =
= (H'H)(HH™") = E.

Igy (2.8.17)-bél felirhato, hogy A = HU, tehét a nemszingularis A transzfor-
méaciot valoban sikeriilt felbontani a pozitiv definit H és az unitér U transz-
formécio szorzatara. B

A 2.8.3 tételbsl tudjuk, hogy az 6nadjungalt transzformacié sajatértékei
mindig valosak. Mivel két Snadjungalt transzformacié szorzata altalaban
nem 6nadjungalt, ezért a szorzat sajatértékeirsl sem allithato altalaban, hogy
valosak. A szorzat sajatértékeinek valos voltat biztositja azonban az, ha
legalabb az egyik tényez6 pozitiv definit. Erre vonatkozik a kovetkezd tétel,
amelynek a bizonyitasdhoz felhasznaljuk a pozitiv definit transzformaciok
négyzetgyokének a fogalmat.

2.8.15 tétel. Legyen A és B egy-egy onadjungdlt transzformdcio. Ha A
pozitiv definit, akkor az AB transzformdcio sajdtértékei valdsak.

Bizonyitds. Mivel A pozitiv definit transzformacio, ezért a 2.8.13 tétel
szerint létezik az ugyancsak pozitiv definit A2 transzformacio. Legyen
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e, e, ..., e, az E, euklideszi tér egy bazisa és jelolje A és B az A, ill. B
transzformacio e bazishoz tartozé matrixat. Az AB szorzattranszformacionak
e bazishoz tartozé matrixa AB. Ha most az AB métrixon az AY? transz-
forméciohoz tartozo A'/? matrixszal hasonlosagi transzformaciot végziink —
azaz 0j bazisra tériink at:

(A1/2)71(AB)A1/27

akkor a sajatértékei nem valtoznak meg. A kapott matrix hermitikus, ugyanis
figyelembe véve, hogy

(AI/Z)_lA _ (AI/Z)_1A1/2A1/2 _ A1/2,
ezért
(A1/2)_1(AB)A1/2 — Al/2BAL/2
és
(A1/2BA1/2)H _ (AI/Z)HBH(AI/Z)H _ A1/2BA1/2.
A kapott matrix sajatértékei — és igy AB sajatértékei is — valosak. FEzzel a
tételt bebizonyitottuk. H

2.8.5 Fétengelytétel és altalanositasa

A 2.8.1 tételben bebizonyitottuk, hagy az euklideszi térben minden hermiti-
kus bilinearis alakhoz egyértelmiien hozzarendelhets egy 6nadjungélt linearis
transzformécié. Az alabbi tételben azt mutatjuk meg, hogy minden hermiti-
kus alakhoz talalhaté olyan bézis, amelyben az hermitikus alak négyzetsz-
szegként irhato fel. Azt a transzforméciot, amellyel ezt megkapjuk, fGten-
gely-transzformécionak nevezziik.

2.8.16 tétel (fotengelytétel). Ha A(x;y) az n-dimenzids euklideszi térben
egy hermitikus bilinedris alak, akkor mindig létezik olyan ortonormdlt bdzis,
amelyben a megfeleld A(x; y) hermitikus alak négyzetdsszegként dllithato eld:

(2818) A(mz) =) Nl
i=1

ahol a \; szdmok valdsak, a & értékek pedig az x vektornak erre az ortonor-
malt bdzisra vonatkozo koordindtds.

Bizonyitds. Az A(x; y) hermitikus bilinearis alaknak a 2.8.1 tétel szerint az

Az y) = (Az, y) = A(y; x)
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azonossag alapjan megfelel egy 6nadjungalt transzformécio; ennek a 2.8.10
tétel szerint viszont létezik n, paronként ortogonalis sajatvektora, jelolje
ezeket ej, es,...,e,. Valasszuk a sajatvektorokat bazisként és legyenek
az x, ill. y vektor koordindtai erre a bazisra vonatkozdan &i,&s, ..., &,
ill. 1, m2, .yt

n n
T=) Lie, y=> mner.
=1 k=1

Mivel az e; vektorok sajatvektorok, ezért Ae; = \;e;, és mivel a sajatvek-
torok ortogonalisak egymaésra, ezért (e;, ex) = ik, ahol d;; a Kronecker-féle
szimbolum. Behelyettesitve ezeket az A(x; y) hermitikus alakba,

A(z; y) = (Az, y) (Z &iAe;, Z TIk:ek> =
- (zm,zwk) _ S
i=1 k=1 i=1

ahonnan x = y esetén azt kapjuk, hogy

(2.8.19) A(z; x) ZA &2,

amit bizonyitani kellett. H

Az ey, es, ..., e, sajatvektorok irdanyat az hermitikus alakhoz tartozo
fotengelyeknek nevezziik.

A fotengelytétel altaldnositasaként most azt vizsgaljuk meg, hogy két adott
hermitikus alakhoz taladlhato-e és ha igen, milyen feltételek mellett, olyan
béazis, amelyben mindkét hermitikus alak négyzetosszegbe megy at. Erre
vonatkozik a kovetkezd tétel.

2.8.17 tétel. Legyen A(w;x) és B(x; x) az n-dimenzids linedris tér egy-egy
hermitikus alakja és legyen B(x; x) pozitiv definit. Ekkor a térnek mindig van
olyan bdzisa, amelyben mindkét hermitikus alak négyzetosszegként dllithato
eld.

Bizonyitds. Mivel B(x; ) pozitiv definit hermitikus alak, az adott linearis
térben definidlhato a skaléris szorzat az

(2.8.20) (z,y) = B(=z; y)

eloirassal. Ezaltal az adott n-dimenziés linearis teret euklideszi térré tet-
tiik. A 2.8.16 tétel szerint létezik tehat olyan — a (2.8.20) skalarszorzatra
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nézve ortogondlis — ey, eq, . . ., e, bézis, amelyben az A(x; x) hermitikus alak
négyzetosszegre redukalodik:

(2.8.21) A(:I}, II}) = )\1|£1|2 + )\2|£2|2 + -4 )\n|£n 2

Mivel ortonormélt bazisban
(z.2) = 6 + &+ + |6l
ezért esetiinkben (2.8.20) alapjan
(2.822) B(mz) = |G+ + &%

Mivel az ey, es, ..., e, vektorok az R, térben is bazist alkotnak, igy belat-
tuk, hogy az R, térnek van olyan bazisa, amelyben az A(x; x) és a B(x; x)
hermitikus alak egyidejiileg redukalodik négyzetosszeggé; ezzel a tételt bebi-
zonyitottuk. H

Hatéarozzuk meg a (2.8.21) négyzetosszegben szerepld \; egyiitthatokat.
Mivel az ey, eq,..., e, bazisban az A(x;xz) és a B(x;x) hermitikus alak
egyidejiileg négyzetosszegként irhato fel, a (2.8.21) és a (2.8.22) kifejezések
alapjan ebben a bazisban a fenti hermitikus alakok matrixa diagonalmétrix:

A1 1
A2 1

(2.823) A = A3 ., B= 1
An 1

TetszGleges ey, éa, ..., €, bazisra attérve, az hermitikus alakok méatrixa az

n
e, = E €;Cik
i—1

bazistranszformacio C = [¢;] matrixaval képzett kongruens transzformécio-
val (lasd a 2.5.2 pontot) transzformalodik, tehat ha A és B jeloli a megfelels
hermitikus alakok matrixat az 4j bazisban, akkor

A =CcHAc, B=cC"Bc=_cCtc.

A keresett \; értékek a |[AB — A| polinom gyokei, ugyanis A és B (2.8.23)
alatti kifejezését figyelembe véve,

(2.8.24) |AB - A| = ﬁ()\ — ).

k=1
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Az 1j bazisra attérve, a megfelel |)\]~3 — :&| determinéns csak egy allando
szorzoban tér el a (2.8.24) determinanstol. Ugyanis

IAB - A| = |A\C"BC - C"AC| = |C"| . |AB — A| - [C| =

~ (eI T2 = [B T2,

k=1

tehat a keresett \; értékeket a

(2.8.25) ‘,\E - 11‘ =0

egyenlet gydkei szolgaltatjak, ahol A és B az A(x; x) és B(x; ) hermitikus
alakok matrixa tetszGleges bazisban. A 2.8.17 tételbdl kovetkezik, hogy ha
B(x; x) pozitiv definit hermitikus alak, akkor a (2.8.25) egyenletnek csupa
valos gyoke van és mindig talalhato olyan — a (2.8.20) skalaris szorzatra nézve
ortogonélis — bazis, amelyben az A(x; ) hermitikus alak métrixa a A; valos
szdmokbol alkotott diagonalmatrix, a B(a; ) pozitiv definit hermitikus alak
matrixa pedig egységmatrix.

Tekintettel arra, hogy az euklideszi térben minden hermitikus alakhoz
egyértelmiien hozzarendelhetd egy 6nadjungélt linearis transzforméacio, a két
hermitikus alak egyideji négyzetosszegre redukalasa ekvivalens a lineéris
transzforméciok sajatérték-feladatanak altalanositasaval.

2.8.6 definici6é. Legyen A és B az n-dimenzios euklideszi tér két linedris
transzformdcidja. Azokat a \ értékeket, amelyekre létezik olyan u # 0 vektor,

hogy
(2.8.26) Au= \Bu

teljesiil, az A, B transzformdciopdr altalanositott sajatértékeinek, az
egyenletet kielégité w vektorokat pedig (a X\ dltaldnositott sajatértékhez tar-
tozd) altalanositott sajatvektorainak nevezzik. Legyen egy tetszdleges
bdzisban az A, ill. B transzformdcio mdtriza A, ill. B; ekkor a \B — A mdt-
rizot az A, B mdtrizpdr altalanositott karakterisztikus matrixanak, a
D, (\) = |AB — A| polinomot altalanositott karakterisztikus polinom-
nak, a

(2.8.27) |AB—A|=0
egyenletet pedig az A, B transzformdciopdr (vagy az A, B mdtrizpdr) al-
talanositott karakterisztikus egyenletének nevezziik.

Konnyen belathaté, hogy az altalanositott karakterisztikus polinom — a ka-
rakterisztikus polinomhoz hasonléan (lasd a 2.6.3 definiciot) — a bazis transz-
forméacidjaval szemben invarians; ugyanis — tekintettel arra, hogy barmely C
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nemszingularis matrixra CC~! = E és ezért determinansukra |C| ’Cfll =1,
— felirhat6, hogy

AB—A|=|C!|-|]A\B—A|-|C|=|A\C"'BC - C'AC],

ahol a jobb oldal éppen a transzformalt bazisban felirt altalanositott karak-
terisztikus polinom.

2.8.7 definicié. Legyen B az n-dimenzios euklideszi tér pozitiv definit énad-
Jungdlt transzformdcidja. Akkor a (Bx,x) = B(x; x) dsszefiggéssel definidlt
hermitikus alak pozitiv definit s igy van standard bdzisa. Az uy, us,..., Uy,
vektorrendszert B-unitérnek nevezzik, ha standard bdzisa a B(x; x) pozitiv
definit hermitikus alaknak.

Legyen most a B transzformacionak — s egyben a B(ax;x) hermitikus
alaknak, ill. a B(z; y) bilinearis alaknak — a tér valamely eq, e, ..., e, orto-
norméalt bézisara vonatkoz6 méatrixa az hermitikus B matrix, és a B-unitér
vektorrendszer uy, vektoranak koordinatavektora uy (k =1,2,...,n). Jelolje
U azt a matrixot, amelynek k-adik oszlopa ug. Ha most az ej, ez, ..., e,
bazisrol attériink az uy, us, ..., u, bézisra, akkor a B(z;y) bilinearis alak
matrixa — 1évén az 4j bazis standard — az egységmatrix lesz, s ezt az U
maétrixszal végzett kongruens transzformacioval nyerjiik:

(2.8.28) U"BU =E,
vagy elemenként felirva:

u'Bu; =6 (i,j=1,2,...,n).
Ez pedig felfoghato, mint a

(Bu;, uj) =6;; (1,7=1,2,...,n)

Osszefliggéseknek az eq, es, ..., e, bazisban felirt alakja. (Ez indokolja az
Uy, Ug, . . ., U, rendszerre a B-ortogondlis elnevezést is.)

A 2.8.5-2.8.7 definiciok segitségével megfogalmazzuk a 2.8.17 tételt linearis
transzformaciokra.

2.8.18 tétel. Legyen A és B az n-dimenzids euklideszi tér egy-eqy onad-
Jjungdlt transzformdcidja. Ha B pozitiv definit transzformdcio, akkor az A, B
transzformdciopdr N\ dltaldnositott sajdatértékei valdsak, a hozzdjuk tartozo
uy, dltaldnositott sajdatvektorok pedig (teljes) B-unitér vektorrendszert alkot-
nak.

Bizonyitds. Legyen az A, ill. B transzforméciéonak valamely ej, es,..., e,
ortonormalt bazisra vonatkozé matrixa A, ill. B, és a sajatvektorok koor-
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dinatavektoraibol alkotott matrix U. Ekkor az U maétrixszal végzett kongru-
ens transzformacio az A matrixot a sajatértékekbdl allo A = (\y) diagonal-
maétrixba viszi at:

(2.8.29) U"AU = A.
A (2.8.29) osszefliggés kozvetleniil adodik az altalanositott sajatvektorokat
definialo (2.8.26) egyenletbdl, ha figyelembe vessziik a (2.8.28) Osszefliggést.

A (2.8.26) egyenlet ugyanis az e, es, ..., €, bazisban az A, B, ill. U méatrix
segitségével

(2.8.30) AU = BUA

alakban irhat6. Balrol megszorozva a (2.8.30) egyenlet az U™ matrixszal,
(2.8.28) behelyettesitésével valoban a (2.8.29) tsszefliggeést kapjuk. W

2.8.6 Sajatértékek extremalis tulajdonsaga

Most megmutatjuk az énadjungalt transzforméaciok sajatértékeinek egy neve-
zetes extremalis tulajdonsagat. Ezzel a sajatértékek és sajatvektorok 1étezésé-
nek egy masik bizonyitasat adjuk, ami egyuttal lehet6vé teszi a sajatértékek
kiszamitasat egy minimumfeladat megoldasa utjan. Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkezd tételre:

2.8.19 tétel. Ha A a (komplex) euklideszi tér egy pozitiv szemidefinit énad-
Jjungdlt transzformdcidja, vagyis barmely x # 0 vektorra

(2.8.31) (Az,x) >0,

akkor ebben az egyenldtlenségben az egyenldség csak olyan x = w vektorra
teljestilhet, amelyre

Au = 0.

Ez mas szavakkal annyit jelent, hogy ha valamely w vektorra a (2.8.31)
Osszefiiggésben az egyenl@ségjel érvényes, akkor w az A transzforméacio null-
terében (magterében) van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (Au,u) = 0 és legyen t tetszdleges valos szam,
y pedig a tér tetszdleges vektora. A feltétel értelmében

(A(u+ty), u+ty) >0,
vagy részletesen kifejezve:

(Au, w) + t[(Au, y) + (Ay, w)] + t*(Ay, y) > 0.
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Mivel (Au,u) = 0, a kapott kifejezés csak akkor lehet a ¢ valtozo minden
értékére nemnegativ, ha t egyiitthatdja zérus, azaz

(2.8.32) (Au,y)+ (Ay,u) = 0.
De (Ay, u) = (y, Au) = (Au, y). Igy a (2.8.32) feltétel ekvivalens a
(2.8.33) Re(Au,y) =0

feltétellel, és mivel ez az azonossidg minden y vektorra érvényes, ezért Au = 0,
amit bizonyitani kellett. l

Ezek utan bebizonyitjuk az 6nadjungalt transzforméciok sajatértékeinek
extremaélis tulajdonsagara vonatkozé kovetkezd fontos tételt.

2.8.20 tétel. Bdrmely A énadjungdlt transzformdcichoz rendelt (Ax, x) kvad-
ratikus alak az (x, ) = 1 feltételt kielégité x vektorok halmazdin felveszi mini-
mumdt. Ha uy minimumbhely, akkor az uy vektor az A transzformdcido A1 leg-
kisebb sajatértékéhez tartozo sajdtvektor, a minimum értéke pedig éppen A1.

Megjegyzés. A geometriai térbdl vett szemlélet alapjan az adott feltételt kielégits vektorok
halmazat ,egységgémbnek” nevezhetjiik.

Bizonyitds. Az analizis elemeibdl kovetkezik, hogy az egységgémb az n-
dimenzios tér korlatos, zart halmaza és (Az, x) ezen a halmazon folytonos
fiiggvény, ezért valamilyen wu; helyen felveszi minimumaét. Jeldlje A\; a mini-
mum értékét; tehat

(2.8.34) (Az,x) > A\, ha (z,z) =1,
és
(Aui,u1) = Ay, ahol (w,u;) =1.
A (2.8.34) egyenlétlenség az alabbi alakban is irhato:
(2.8.35) (Az,x) > A\ (z, ).
(Ez az egyenlStlenség tetszGleges hosszusagu x vektorokra érvényes, mivel
mindkét oldala szorozhat6 az x vektor abszolut értékének négyzetével.)
A (2.8.35) egyenl6tlenséget hozzuk a kovetkezd alakra:
(Az— Mz, z) = (A—\ME)x, ) > 0.
A mondottak értelmében x = wu; esetén az egyenlGségjel érvényes:

((A — )\1E)U1, U1) =0.
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Az A — \E transzformacié tehat kielégiti a 2.8.19. tétel feltételeit, ezért
(A= XE)u; = 0, azaz Au; = Aju;. Tehat uy az A transzformacio A; sajatér-
tékéhez tartozo sajatvektor. A \; sajatérték egyuttal az A transzformécio
legkisebb sajatértéke. Ha ugyanis az A transzformacionak lenne egy \g < Ay
sajatértéke, akkor a hozza tartozo wugy sajatvektorra fennallna a kiovetkezd
Osszefliggés:

(Aug, up) = (Moo, ug) = Ao,

tehat az (Ax, z) kvadratikus alaknak az ug helyen felvett értéke — feltevésiink-
kel ellentétben — kisebb lenne, mint A;. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. B

A kovetkez§ sajatérték ugyanazzal a gondolatmenettel hatarozhato meg,
ahogy a 2.8.10 tételt bizonyitottuk. Az FE térnek az wu sajatvektorra or-
togonalis vektorai az A transzformaciora nézve invarians (n — 1)-dimenzios
alteret alkotnak. Ha tehat ebben az altérben keressiik az (Az, «) kvadratikus
alaknak az (x,x) = 1 feltétel melletti minimumat, akkor egy Ao sajatér-
téket és hozza tartozod us sajatvektort kapunk. Mivel (Az, ) minimuma az
egész térben nem lehet nagyobb, mint barmely alterében, ezért nyilvanvaléan
Ao > \1. Tovabbi sajatértéket kapunk, ha ugyanezt a feltételes minimumfel-
adatot az u; és wup sajatvektorokra ortogonalis, (n — 2)-dimenzi6s invarians
altérben oldjuk meg. Az eljarast folytatva, meghatarozhato a transzformacio
valamennyi sajatértéke és sajatvektora.

Az 6nadjungalt A transzforméacio sajatértékei, amelyek valos szamok, ezzel
a modszerrel nagysag szerinti sorrendben adédnak:

)\IS/\ZS"'SA”-

A (2.8.35) egyenlStlenség alapjan a legkisebb sajatérték az alabbi minimum-
feladat megoldasaként nyerhets:
A
(2.836) A — min A%
e (z,z)

ahol x befutja a tér Gsszes vektorainak halmazat.

Egészen hasonl6 meggondolassal belathato, hogy a legnagyobb sajatértéket
a megfelel6 maximumfeladat megoldasa adja:

B (Az, z)
(2.8.37) Ay = max @)

Lathato, hogy az itt szereplé

(Az, x)

(z, )

(2.8.38) R
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hényados szerepe jelentfs a sajatértékek extremalis tulajdonsagainak a
vizsgalataban. Célszert ezért néhany 1j fogalom bevezetése.

2.8.8 definici6é. Fuklideszi térben értelmezett tetszdleges, onadjungdlt A
transzformdcichoz €és a tér tetszéleges x vektordhoz hozzdrendelt (2.8.38)
értéket az A transzformdcid x vektorhoz tartozé Rayleigh-féle* hanya-
dosanak nevezzik.

2.8.9 definicié. Az A dnadjungdlt transzformdcio Rayleigh-féle hdnyadosa
dltal felvett értékek dsszességét, mialatt az x vektor az egész teret befutja, az
A transzformdcio értékkészletének nevezzik és [A]-val jeloljik.

Az 6nadjungalt transzforméciohoz rendelt hermitikus alakok csak valos
értékeket vehetnek fel; ebbdl kovetkezik, hogy minden 6nadjungélt transzfor-
macio6 értékkészlete a valos szamok egy részhalmaza, s minthogy a Rayleigh-
féle hanyados folytonos, igy legnagyobb és legkisebb értéke kozott minden
értéket felvesz, vagyis ez a halmaz a szamegyenes egy zart intervalluma. Az
imént bebizonyitott 2.8.20 tételbdl pedig az kivetkezik, hogy az 6nadjungalt
transzformécio sajatértékei ebben az intervallumban helyezkednek el.

A 2.8.17 tétel meghatarozza, hogy két hermitikus alak milyen feltételek
mellett redukalhato egyidejileg négyzetosszeggé (ha legalabb egyikiik pozitiv
definit). Ennek kapcsan bevezettiik az A, B transzformaciopar altalanositott
sajatértékeinek és sajatvektorainak fogalméat. Az ott kovetett gondolatme-
net alkalmazaséaval és a sajatértékek most megismert extremalis tulajdonsa-
gainak ismeretében eredményeink konnyen kiterjeszthetSk az altalanositott
sajatértékek esetére. Ha ismét feltessziik, hogy A és B dnadjungalt linearis
transzformaciok, és B ezen feliil pozitiv definit, akkor a skaléris szorzatot
(2.8.20) szerint a

B(z;y) = (Bz, y)

elGirassal értelmezve, a legkisebb altalanositott sajatértéket ismét az (Awx, x)
hermitikus alak minimuma fogja szolgéltatni, ezuttal azonban a (Bx, x) = 1
mellékfeltétel mellett. Ha tehat az A, B transzformaciopéarra a Rayleigh-féle
héanyadost az

(2.8.39) R=

Osszefliggéssel definialjuk, akkor — mivel a 2.8.18 tételben mar bebizonyitot-
tuk, hogy az altalanositott sajatértékek valdosak — a legnagyobb, ill. legki-
sebb altalanositott sajatértéket a (2.8.39) Rayleigh-féle hanyados maximuma,

*J. W. Rayleigh (1842-1919) angol matematikus.
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ill. minimuma szolgaltatja:

A1 = min (Az, ) n = max (Az, z)

z (Bx,x)’ x  (Bx,x)

A Rayleigh-féle hanyados altal felvett értékek Osszességét — amely ebben az
esetben is a valds szdmegyenes egy zart intervallumat fedi le — az A, B transz-
formdciopar értékkészletének fogjuk nevezni.

Megjegyzés. Az O6nadjungalt transzformaciok, ill. transzforméciéparok értékkészletének
fogalma kiterjeszthetd altalanosabb transzformaéaciotipusokra is, ez azonban altaldban nem
a valOs szamegyenes egy intervalluma, hanem a komplex szamsik egy tartoménya lesz.

2.9 LINEARIS TRANSZFORMACIOK
A VALOS LINEARIS TERBEN

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy az eddig megismert f6bb fogalmak
és tételek hogyan modosulnak abban a specialis esetben, amikor a valos tér
linearis transzformacioit tekintjiik. Mint majd latjuk, a valos térben nem
minden linearis transzformécionak létezik valos sajatértéke és igy hozza tar-
toz6 sajatvektora, tehat nem mindig 1étezik egydimenzios invarians altere.
Megmutatjuk azonban, hogy a valos tér minden lineéris transzformaciéjanak
van egy- vagy kétdimenzios invarians altere. Térgyaljuk a komplex térben
diagonalizalhato transzforméaciok normalalakjat a valos térben, majd részle-
tesebben ismertetjiik a szimmetrikus és az ortogonalis transzforméaciok f6bb
tulajdonsagait, és megadjuk ezek méatrixanak kanonikus alakjat.

Végiil néhany geometriai feladaton szemléltetjiik a kvadratikus alakokra
vonatkozé fontosabb megéallapitasainkat.

2.9.1 Linearis transzformacié normalalakja

2.9.1 tétel. Az n-dimenzids R wvalds linedris tér minden A linedris transz-
Bizonyitds. Legyen A az R tér A transzformaciojanak matrixa az eq, es, ..., e,
bazisban. Mivel R valos, tehat a skaldrral valo szorzas csak valos szamokra
van értelmezve, ezért a koordinatdk minden bazisban csak valésak lehetnek.
A 2.6.1 tétel bizonyitasanak gondolatmenetét kévetve, a sajatértékekre a

(2.9.1) |NE—A|=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk. Ennek gyokeitsl fliggGen, két esetet kell
megkiilonboztetniink.

(1) Ha Ao a karakterisztikus egyenlet valos gyoke, akkor ezt behelyettesitve
a sajatvektorokat meghatarozo

(2.9.2) (AME—A)ju=0
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egyenletbe, ennek van nemtrivialis valés megoldasa, amely R egy vektoranak
az e, eo, ..., e, bazisra vonatkozo koordinataibol all; tehat ebben az esetben
van egydimenzios invarians altér.

(2) Ha Mg a (2.9.1) karakterisztikus egyenlet komplex gydke:

)\0:a+iﬁ7

akkor ezt a (2.9.2) egyenletbe behelyettesitve, annak megoldasaként komplex
szamokat kapunk; ezek nem hatarozzédk meg a valos euklideszi tér egyetlen
vektorat sem, vagyis ehhez a \¢ értékhez nem talalhato egydimenzios inva-
ridns altér. A kapott megoldés viszont felirhaté u + ¢v alakban, ahol u és v
elemei valos szamok:

{(a +iB)E— A} (u+iv) =0,
illetve beszorzéas utan
ou—pv—Au+i{av+pfu— Av} =0.

Ebbdl kovetkezik, hogy a bal oldalon mind a valds résznek, mind a képzetes
résznek zérusnak kell lennie, vagyis

(2.9.3) Au=oau-— v, Av = av + Su.

Ez azt jelenti, hogy az u és v valos vektorok altal generélt kétdimenzios altér
invaridns az A transzformaciora nézve, hiszen (2.9.3)-bol kovetkezik, hogy
u és v tetsz6leges linearis kombinéciojara alkalmazva az A transzforméaciot,
ismét az u és v valamely linearis kombinaciojat kapjuk. H

A 2.6 szakaszban lattuk, hogy ha a komplex linearis térben a transzfor-
mécié minden sajatértékéhez annyi linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik,
amennyi e sajatérték multiplicitasa, akkor a transzformécié matrixa egyszert
strukturaja, vagyis valamilyen bazisban diagonalmatrix. Természetesen a
sajatértékek és a diagonalmatrix elemei altalaban nem valos szamok.

A valos linearis tér egy linearis transzformécioja csak akkor diagonalizal-
hato, ha karakterisztikus egyenletének csupa valés gyoke van és ezek mind-
egyikéhez annyi linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik, amennyi a gyok
multiplicitasa. Ha viszont a karakterisztikus polinomnak van komplex gyoke
(amelynek ekkor konjugéltja is gyok), akkor a transzformacié nem diago-
nalizalhato. A 2.9.1 tétel szerint az ilyen konjugalt komplex gyokparhoz a
transzformécio kétdimenzios invarians altere tartozik.

2.9.2 tétel. Legyen A az n-dimenzids valds linedris tér eqy transzformdcidja,
amelyhez tartozo karakterisztikus egyenlet gyokei

Aop—1 =0 + Bk, Aox =0 —iBk, G#0 (E=1,2,...,q),
N=a (I=2¢+1,...,n),
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ahol az « és (B értékek valosak. Ekkor létezik olyan bdzis, amelyben a transz-
formdcio mdtriza az aldbbi normdlalakot veszi fel:

(2.94) | S RSN S A

Bizonyitds. Helyettesitsiik az Aw = Aw egyenletrendszerben A helyébe a
A2k—1 €8 gk értékeket; az ekkor kapott wy, (trivialistol kiilonboz6) megolda-
sok k= 1,...,q esetén konjugalt komplex elemt vektorok. Jeltlje ezeket

(2.9.5)  Wap—1 =ug +ivy, W =u;—ivg, (k=1,2,...,9).

A X helyébe a A; értékeket irva, ezek sajatértékek, és a hozzajuk tartozo
w; = w (I =2+ 1,2¢ + 2,...,n) megoldasok sajatvektorok. Ha most a
valos euklideszi tér bazisaul az igy nyert

(2.9.6) vi,uy,va,Ug,..., Vg, Ug, U2gt1,--., Uy
vektorokat valasztjuk, akkor ezek segitségével (2.9.3) alapjan

Avy =i + Srue (E=1,2,...,q),
Auy = —Fpvi + aguy,
Ay =ou (I=2¢+1,...,n)

irhato, és igy a (2.9.6) bazisban valoban megkapjuk a (2.9.4) norméalalakot. H

Megjegyzés. A tételt itt csak arra az esetre mondtuk ki, ha a transzformacié karakte-
risztikus egyenletének valamennyi gyoke egyszeres. Ugyanezzel a gondolatmenettel be-
bizonyithaté azonban, hogy tObbszords gyokok esetén is érvényes a tétel, feltéve, hogy
minden gyokhoz az Aw = Aw egyenletrendszernek annyi linearisan fliggetlen megoldasa
van, amennyi a gyok multiplicitasa.

A (2.9.4) normalalakot kvdzidiagondl alaki matrixnak nevezziik, és rovi-
den a kovetkezSképpen jeloljiik:

(ol 2[5 e onnen)
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Abban a specialis esetben, amikor a karakterisztikus egyenlet gyokei mind
a képzetes tengelyen helyezkednek el, vagyis mindegyik «; zérus, a transzfor-
méacié matrixa a kdvetkezd normalalakra hozhato:

0 =Bl |0 —p2 0 -8
2.9.7 910...0).
] P
A 3.1.8 tételben majd bebizonyitjuk, hogy ilyenek pl. a ferdén szimmetri-
kus matrixok, ezek tehat a (2.9.7) normalalakra hozhatok.

2.9.2 Szimmetrikus és ortogonalis transzformaciok

A kovetkezokben a valos euklideszi térben értelmezett 6nadjungalt és unitér
transzforméciokkal foglalkozunk. Az 6nadjungélt transzformacio 2.8.1 defini-
civjabol és a 2.8.1 tételbdl kovetkezik, hogy a valos tér 6nadjungalt transzfor-
macioinak méatrixa ortonormalt bézisban mindig valds szimmetrikus matrix.
Ez indokolja a kovetkezd elnevezés bevezetését.

2.9.1 definicié. A wvalds euklideszi térben értelmezett énadjungalt transzfor-
mdciot szimmetrikus transzformacionak nevezziik.

A 2.8.3 tétel alapjan a szimmetrikus transzformaciok karakterisztikus
egyenletének valamennyi gyoke valos, a 2.9.1 tételbél kovetkezik tehat, hogy
mindegyik gyok sajatérték és mindegyikhez tartozik (legalabb egy) sajatvek-
tor. A 2.8.10 tétel bizonyitasaban kovetett gondolatmenet segitségével az is
belathato, hogy az n-dimenzios valés euklideszi tér szimmetrikus transzfor-
maciojanak van n egymadsra paronként ortogonalis sajatvektora. (Itt is azt
kell el6szor belatni, hogy az e sajatvektorra ortogonalis vektorokbol allo
(n — 1)-dimenzios EW altér invarisns az A transzformaciora nézve. A meg-
gondolast folytatva, megkapjuk a teljes ortogonalis sajatvektor-rendszert.)
Ebbdl kévetkezik, hogy a sajatvektorokat valasztva bazisnak, a szimmetrikus
transzformécié matrixa valos elemii diagonalmatrix. Tehat valos térben a
f6tengely-transzformacio a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg.

2.9.3 tétel. A wvalds euklideszi tér eqy A szimmetrikus transzformdcidjihoz
egyértelmien hozzdrendelhetd egy A(x;x) = (Ax, ) kvadratikus alak. Ha
ezt a kvadratikus alakot az A transzformdcio sajatvektoraibol alkotott bazis-
ban irjuk fel, akkor olyan négyzetdsszegbe megy dat, amelynek egyiitthatdi a
transzformdcid sajdtértékei (ldsd a 2.8.16 tételt).

A 2.8.17 tétel mintajara megfogalmazhato két kvadratikus alak egyideji
négyzetosszeggé transzformalasra vonatkozo tétel.

2.9.4 tétel. Legyen A(x;x) és B(x;x) az n-dimenzids valds euklideszi tér
egy-egy kvadratikus alakja és legyen B(x; @) ezenkivil még pozitiv definit. Ek-
kor mindig van a térnek olyan bdzisa, amelyben mindkét kvadratikus alak
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négyzetiosszegként dll eld. E bdzis a kvadratikus alakokhoz az A(x; ) = (Awx, x)
és B(x; x) = (Bx, x) dsszefiiggésekkel hozzdrendelt (szimmetrikus) transzfor-
mdaciopar dltaldnositott sajdatvektoraibol dll, amelyek B-ortogondlis rendszert
alkotnak.

Jelolje az altalanositott sajatvektoroknak a tér egy ortonormaélt bazisara
vonatkozé koordinataibol képzett koordinatavektorokat uy, us,...,u, és az
ezekbdl alkotott matrixot U; ekkor az altalanositott sajatérték-feladat az
alabbi alakban irhato fel:

AU = BUA.
Ha ezt beszorozzuk balrol az UT matrixszal és figyelembe vessziik az
(29.8) U'BU=E
Osszefiiggést, akkor azt kapjuk, hogy
(2.9.9) UTAU = A.

A (2.9.8) és (2.9.9) Gsszefiiggésekbdl kiolvashatoé az a kongruens transzforméa-
cio, amellyel az A és B matrix egyidejtileg négyzetosszegbe vihets at.

A valés tér szimmetrikus transzforméaciojanak definiciojabol kovetkezik,
hogy egy ey, es,..., e, ortonormalt bazishoz tartozé matrixa valds, szim-
metrikus matrix. A valds tér unitér transzformacidjanak egy ortonormalt
bézishoz tartoz6 Q matrixa valos unitér, tehat ortogondlis mdtrix, azaz

(2.9.10) Q'=Q".
Bevezetjiik tehat a kovetkezd elnevezést.

2.9.2 definicid. A valds euklideszi térben értelmezett unitér transzformdciot
ortogonalis transzformacionak nevezzik.

A)?

Valtozatlanul érvényes a 2.8.4 és 2.8.5 tétel, csupan az ,unitér
méaci6é helyett mindeniitt ortogonalis transzforméaciot kell érteni:

Barmely két vektor skalaris szorzata — tehdt specidlisan bdarmely vektor
hossza — a tér ortogondlis transzformdcidjaval szemben tnvaridns.

A valds euklideszi tér eqy transzformdcidja akkor és csak akkor ortogondlis,
ha bdrmely ortonormdlt bazist ortonormdlt bdzisba visz dt.

transzfor-

A 2.8.6 tétel is érvényes, tehat ortogonalis transzformaciok karakterisztikus
egyenletének a gyokei a komplex szamsik egységkorén helyezkednek el; ez
azonban azt jelenti, hogy amennyiben komplex gyokpéar lép fel, akkor ehhez
a 2.9.1 tétel értelmében kétdimenzios invaridns altér tartozik.

A (2.8.3) és a (2.9.10) osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy barmely ortogona-
lis matrix determinénsanak négyzete egyenls az egységgel; ugyanis (2.9.10)
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alapjan ’QQ*1| = ’QQT| = |E|, és igy |Q|*> = 1. Ez azt jelenti, hogy
ortogonalis transzforméacio ortonormalt bazishoz tartozé méatrixanak deter-
minansa vagy +1 vagy —1.

2.9.3 definicié. Azokat az ortogondlis transzformdciokat, amelyek mdtrizd-
nak a determindnsa +1, valéodiaknak, azokat pedig, amelyeké —1, nem-
valédiaknak nevezziik.

Vizsgaljuk meg az egy- és a kétdimenzios euklideszi tér ortogonalis transz-
formacioit.

Tekintsiik elgszor az egydimenzios teret. Legyen e egy, a teret generdld
vektor, és legyen Q a tér egy ortogonalis transzformacidja. Ekkor teljesiilnie
kell valamilyen A-ra a Qe = e Osszefiiggésnek. Mivel a (2.8.4) tétel szerint
(Qe,Qe) = (e, e), ezért \*(e,e) = (e, e), vagyis A\ = +1. Az egydimen-
zi6s térben tehat csak két ortogonalis transzformacio létezik: az egyik valodi
ortogonalis transzformécié, mégpedig Qx = x, a masik pedig nemvalddi or-
togonélis transzforméacio, mégpedig Qe = —x.

Megjegyzés. Eszerint az egydimenzids valédi ortogonalis transzformécié az azonos leképe-
zés, azaz a tér mindegyik vektorat onmagéaba transzformaélja; az egydimenziés nemvalédi
ortogonalis transzformécioét pedig — a geometriai szemléletbsl kolesonzott kifejezéssel —
pontra valo tiikrozésnek nevezhetjiik.

Vizsgaljuk a kétdimenzios, valos euklideszi tér ortogonélis transzformaéci-
oit. Legyen ey, e a tér egy ortonormélt bazisa és a Q transzformacioé matrixa
ebben a bazisban

(29.11) Q= {‘CI Z} .

(a) Tegyiik fel elészor, hogy Q determinansa +1:
(2.9.12) ad—bec=1,

tehat hogy Q valddi ortogonélis transzformécio. Abbol, hogy a Q transzfor-
maci6 ortogonalis, kovetkezik (2.9.10) alapjan, hogy Q™' = QT, vagyis

L -[

masrészt (2.9.12) figyelembevételével

-

Igy a {—c _Z} = {Z ccl] egyenléség miatt a transzformacio matrixa:
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ahol a? + ¢ = 1. Ezért a és ¢ a kovetkezdképpen helyettesithets: a = cos ¢,
c = sin p. Ervényes tehat a kovetkezo tétel.

2.9.5 tétel. A kétdimenzids tér minden valddi ortogondlis transzformdcidjd-
nak mdtriza ortonormdlt bdzisban

Q= {cosgo —sin@}

sin ¢ cos ¢

A 2.5.4 pontban bemutatott 20. Példa alapjan tudjuk, hogy ez a transz-
formacio a kétdimenzios geometriai térben, azaz sikban, ¢ szogt, origo koriili
elforgatéast jelent. A tételbsl kovetkezik, hogy a transzformécié karakterisz-
tikus egyenlete

A2 —2\cosp+1=0;
ennek diszkriminansa
4(cos® p — 1) < 0.

A triviadlis ¢ = 0 esettdl eltekintve — ami az azonos transzformacionak felel
meg — a diszkriminans negativ, tehat a transzformécionak nincs (valos) sa-
jatértéke.

(b) Legyen most Q nemvalddi ortogonalis transzformacio, vagyis deter-
minansa —1:

(2.9.13) ad —bec= —1.

Ekkor a Q matrix ortogonalitasabol az (a) pont alatti gondolatmenethez
hasonléan kovetkezik

a b fa c
c d b dl”
és innen (2.9.13) figyelembevételével
—d bl la ¢
c —al |b d|’
A transzforméacioé matrixa tehat
a c
o=t .

ahol ismét a4 ¢? = 1. Tehat a és ¢ értékét ismét trigonometrikus fiiggvények-
kel helyettesitve, pl. a = cos ¢ és ¢ = sin ¢ valasztassal

Q- |:COS © sin <p}

sing —cosy
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adodik, vagyis a transzformécié karakterisztikus egyenlete
(A + cos ) (X — cos @) — sin® p = 0,

amibdl A\; = 1 és Ay = —1. Tehat a nemvalodi ortogonélis transzforméacionak
van két (valos) sajatértéke”. A hozzajuk tartozo ug, us sajatvektorokat a

Qui=uw & Qu=-w

egyenletekbdl hatarozzuk meg. Azt kapjuk, hogy a sajatvektorok koordinatai
az ep, ey bazisban

cos & ) —sin &
u; = - €S Ug = ol
sin £ cos £

2 2

Az uy, uy sajatvektorok ortogonélisak és ha ezeket valasztjuk bazisként, ak-
kor ebben a bazisban a nemvalodi ortogonalis transzformécié méatrixa

(2.9.14) Q:[(l) _ﬂ

Hasonloképpen kaphatjuk meg a kétdimenzios valos euklideszi tér mésik nem-
valodi ortogonalis transzformaciojat, amelynek matrixa

Q—H ﬂ

Mint a 2.5.4 pontbdl tudjuk, a sikban ez a két transzformacié egy-egy
koordinatatengelyre valo tiikrozésnek felel meg.

Tetszoleges dimenzidja térben az ortogonalis transzformaciok matrixanak
legegyszertibb alakjara vonatkozik a kévetkezs tétel.

2.9.6 tétel. Ha Q az n-dimenzids E,, wvalds euklideszi tér eqy ortogondlis
transzformdcidja, akkor van az E, térnek olyan ey, eq, ..., e, ortonormdlt

*Mivel a kétdimenziés tér minden nemval6di ortogonalis transzformaciéjanak méatrixa
szimmetrikus, ebbdl kévetkezik, hogy mindkét sajatértéke valos és egységnyi abszolit ér-
téki, tehat csak +1 és —1 lehet.
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bdzisa, amelyben az ortogondlis Q transzformdcio mdtriza a kovetkezd alaki:

(2.9.15) A

cosp1 —sing .
sin 1 cos 1

L cos g —sin ¢g
rsinpy  cosey

Bizonyitds. A 2.9.1 tétel értelmében az E térben talalhato egy- vagy kétdi-
menziés EWY invarians altér. Ha EW egydimenzios, akkor jelolje e; ennek
az altérnek az egységvektorat. Ha EW kétdimenzios, akkor jeldlje ennek egy
ortonormalt bazisat eq, es.

Ha EW egydimenzids, akkor benne a Q transzformacio alakja

Qr= il. Qr=-—-=

Ha az EW altér kétdimenzios, akkor benne a transzformaécié valodi or-
togonalis transzformacio (kiilénben EW tartalmazna egydimenzios invaridns
alteret), ezért a Q transzformécionak a matrixa az EW altérben

(2.9.16) [Cf’w _Slw].
sin cos

Az EW altér dsszes vektorara ortogonalis vektorok E halmaza ismét inva-
rians altér. Legyen ugyanis « € E, vagyis legyen (x, y) = 0 minden y € E )
vektorra. Mivel a 2.8.4 tétel értelmében (Qx, Qy) = (x,y), ezért egyuttal

(Qz,Qy) = 0. Mivel tovabba z = Qy befutja az egész E‘(l) alteret, ha y
befutja azt, ezért (Qz, 2) = 0 minden z € E vektorra, vagyis Qz € E .

Az E altér (n— 1)-dimenzios, ha E®V egydimenzios, és (n — 2)-dimenzios,
ha B kétdimenzios. Valoban, az cls6 esetben E az e vektorra, a masodik
esetben pedig a e;, e; vektorparra ortogonalis vektorok halmaza.

Az E invarians altérben ismét talalhato, egy egydimenzios vagy egy két-
dimenzids invarians altér; ebben az altérben ismét kivalasztva egy bézist, és
az eljarast folytatva, n paronként ortogonalis egységvektort kapunk, amelyet
FE bézisanak valaszthatunk. A transzformécio métrixa ebben a bazisban a
(2.9.15) alakot veszi fel.
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A {64tl6 mentén elhelyezkedd +1 értékek az egydimenziés invarians alte-
reknek, a (2.9.16) alaka blokkok pedig a kétdimenziés invarians altereknek
felelnek meg. W

Megjegyzés. Ha a geometriai térbsl vett szemlélet alapjan egyszerd forgatdsnak nevezzik
az olyan valodi ortogonélis transzforméaciot, amely kétdimenzids sikbeli forgatast jelent, de
valtozatlanul hagyja a sikra meréleges (n — 2)-dimenzios alteret, akkor ennek matrixa az
alabbi alakra hozhato:

1 cosp —sing |
isingp cose !

1

Ha a geometriai térbdl vett szemlélet alapjan egyszerd tikrozésnek nevezziik az olyan
nemvalodi linearis transzformaciot, amely ellenkezGjére valtoztatja egy egydimenzios altér
vektorainak elGjelét, de valtozatlanul hagyja az erre ortogonalis (n — 1)-dimenzids altér
vektorait, akkor ennek matrixa valamilyen béazisban az alabbi alakot veszi fel:

r1 .

1

A 2.9.6 tétel segitségével megmutathatdé, hogy minden ortogonalis transzformaéacio
elgallithato bizonyos szamu egyszerd forgatas és egyszerd tiikrozés szorzataként.

Megemlitjiik még, hogy a valds euklideszi térben a 2.8.14 tételhez hason-
l6an bizonyithaté a kdvetkezd, vele analog tétel.

2.9.7 tétel. Az n-dimenzids valds euklideszi tér barmely nemszinguldris A
transzformdcidja elddallithato

(2.9.17) A=5SQ

alakban, ahol S pozitiv definit (valds) szimmetrikus transzformdcio, Q pedig
(valds) ortogondlis transzformdcid.

Adott bazis felvételével megkapjuk a megfelels tételt métrixokra megfo-
galmazva:

2.9.8 tétel. Bdrmely nemszinguldris valds elemd mdtrix eldallithato egy
pozitiv definit szimmetrikus mdtriz és eqy ortogondlis mdtrix szorzataként.
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1
-1 1
metrikus méatrix és egy ortogonélis méatrix szorzataként!

Megoldds. Els6 lépésként irjuk fel az AAT szorzatot:

w35 -1

Mivel A nemszingularis, AAT pozitiv definit matrix. Abbél a célbol, hogy a
négyzetgyokét megkapjuk, hatarozzuk meg a sajatértékeit és a sajatvektorait.
A karakterisztikus polinomja

26. Példa. Allitsuk els az A = matrixot egy pozitiv definit szim-

=X —3\+1.

D(\) = |AE — AAT| = ’A_l !

1 /\—2’

BHV5 és Ay = 5~ 5. Egyszert szamolassal

A sajatértékei tehat \; =
igazolhato, hogy

3+¢5_<1+¢5>2 . 35 1

2 2 -

TN A
2

és vezessilk be a tovabbi szamoléds egyszertisitése kedvéért a ¢ =

S

1+
1 2
jelolest.* Ezzel a sajatértékek A\, = ¢2, Ay = E alakban irhatok. A sajat-

vektorokat az alabbi egyenletrendszerek megoldasa szolgaltatja:
M=¢>=0+1

A —1 1 ui| | 1 U | _
1 A =2 uor| |1 ¢—1| |uar|

. . . 1
A mdsodik sor elemeihez tartozo ,,aldeterminansok® aranyaval {Un} = { } .

u21 ¢
3-Vh _ ., 1+V5

Mivel = , azaz Ao = 2 — ¢, a masodik sajatértékekhez

tartozo sajatvektort a

Ao — 1 1 uz|  |1—¢ 1| |up2 —0
1 Ao — 2| |ua| 1 —¢| |u22|

*Csupéan az érdekesség kedvéért jegyezziik meg, hogy ¢ az aranymetszés néven ismert
nevezetes arany, amely kielégiti a ¢ = ¢ + 1 Osszefiiggést.
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egyenletrendszer megoldésa szolgaltatja, amelyet most az elsd sor elemeihez

tartozo ,aldeterminédnsok” aranyaval fejeziink ki: [512] = ﬁﬁ] A sajatvek-
22

torok definicioja alapjan felirhato

1 -1 [-1 ¢ -1 ] [4?
pr— 1
-1 2|]| ¢ 1 6 1 pe
Most szorozzunk jobbrol a
-1 97" 1 [-1 ¢
o 1] @ +1 o 1
inverz matrixszal:
_ _ 2 _
1 1 - 1 ¢ o X 1 ¢ 1
-1 2| | ¢ 1 ¢ 1| ¢2+1"

¢
Azt latjuk, hogy az adott méatrix és a sajatértékekbdl alkotott diagonalmatrix
hasonloak. A matrix négyzetgyokét tehat ugy kapjuk meg, hogy a sajatér-

tékek pozitiv négyzetgyokét vessziik és ugyanazt a hasonlosagi transzforma-
ciot végezzik:

11 - _

1 -1 B 1 ¢] o (1) 1o¢]

-1 21 | ¢ 1|10 p ¢ +1| o241
. ., 1 . )
Figyelembe véve, hogy E = ¢ — 1, a szorzast elvégezve
1

1 -1z ¢ 2 -1

-1 2  e+1[-1 3

Lo . 10} 1 1
adodik. Mivel = =,
?+1 o+1 V5

a pozitiv definit szimmetrikus méatrix

w5

A masodik tényezdt, az ortogonélis matrixot megkapjuk, ha ennek inverzét

1L
megszorozzuk az adott matrixszal: U = (AAT) > A. A fentiek alapjan

aan =2
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igy az ortogonalis matrixot
v Y53 1o _1[21
o5 1L 2] -1 1] S|-1 2

alakban kapjuk. A keresett elGallitas tehat
rop_ 1 p2 -1 121
-1 1] 5|1 3 5 |-1 2|7

2.9.3 Kvadratikus alakok

Legyen A(x;x) az n-dimenzios valos euklideszi térben értelmezett kvad-
ratikus alak. Tekintsiik az x vektor egy ey, eo, ..., e, bazisra vonatkozd
T1,Ta, ..., T, koordinatait valtozoknak és legyen A a kvadratikus alak szim-
metrikus méatrixa ebben a bazisban. Megvizsgaljuk az A(x; ) = 1 egyenletet
és annak geometriai jelentését az adott bazisban felirt

(2.9.18) x"Ax=1

alakja segitségével n = 2, 3 esetén, ahol x az x; koordinatdkbol alkotott
vektor.

(1) Ha A mésodrendd matrix, akkor (2.9.18) részletesen kiirva a kovetkezs
alakot veszi fel:

2 2
a11x] + 2a127172 + azgwy; = 1.

Ez — mint az analitikus geometridbol ismeretes — egy masodrendid gorbe
egyenlete, amelyet a fGtengelytétel értelmében négyzetosszegre transzformal-
hatunk. Legyen az A matrix \; és \o sajatértékéhez tartozo sajatvektor uy
és uy. A sajatvektorokat valasszuk 0j bazisként, és az x vektor 0j bazisra
vonatkozé koordinatai alkossak az y vektort. Vagyis legyen Uy = x, azaz

(2.9.19) y=U'x.

Behelyettesitve a (2.9.18) osszefliggésbe, az 1j bézisra vonatkozo yy, valto-
zOkra nézve

(2.9.20) A\yi + doys = 1.

Innen kiolvashato, hogy a mésodrendd gorbe jellegét a sajatértékek elGjele
hatarozza meg.
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Y4
1
¥,
\j‘jﬁ 1
YA
1
Vgl
— -
o %
¥
L N 7
' Wy !

A kovetkezs eseteket kiilonboztetjiik meg (csak a valos alakzatokat tekint-
jiik, lasd az abrat):

(a) mindkét sajatérték pozitiv (ellipszis);

(b) a sajatértékek kiilonbozs eldjeldek, (hiperbola);

(c) az egyik sajatérték 0, a masik pozitiv (két parhuzamos egyenes).

Parabolat nem kaphatunk az egyenletbdl, hiszen az nem tartalmaz a val-
tozokban elséfoku tagot.

A (2.9.20) képlet alapjan konnyen megallapithato a sajatértékek és az
ellipszis, ill. a hiperbola tengelyei kozotti kapesolat. A (2.9.20) Gsszefiiggésbdl

2 2
Y1 Y2 1 , 1
= + == =1, ahonnanaz a= és b=

1 1 )

S A1 Ve

jelolés bevezetésével Ay > 0 és Ao > 0, ill. A A2 < 0 esetén megkapjuk az

2
ellipszis, ill. hiperbola jol ismert kozépponti egyenletét: y_; + Z—; = 1. Ha
a
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Ao =0, A\; > 0, akkor az egyenlet a kovetkezs alakban irhato fel: Alyf =1,

1
VA
(2) Abban az esetben, ha A harmadrendd matrix, a (2.9.18) Osszefiiggés
egy méasodrendi feliilet egyenletét adja. Az eljards ekkor sem kiilonbozik
lényegesen a kétdimenzios esettsl. A sajatértékek elGjelétsl fiiggGen most a
kovetkezd eseteket kiilonboztethetjiik meg:

(a) mindharom sajatérték pozitiv (ellipszoid):

azaz Yy = * , ami valéban két parhuzamos egyenes egyenlete.

a) abra
(b) két sajatérték pozitiv, egy sajatérték negativ (egykopenyt hiperbo-
loid):
Vi Y Y5 _

as b2 2 ’

(c) egy sajatérték pozitiv, két sajatérték negativ (kétkopenyt hiperboloid):

A
vioy: o3
!
y az b c

c) abra
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(d) egy sajatérték zérus (ha a masik két sajatérték pozitiv, akkor elliptikus
henger, ha kiilonboz6 elgjeld, hiperbolikus henger)

54 vi L v
a? = b? '

(e) két sajatérték zérus, a harmadik pozitiv (két parhuzamos sikka dege-
neralt masodrendii feliilet):

e) abra
azaz Y1 = %a.

Hangsilyozzuk, hogy mind a két-, mind a haromdimenzios feladatban a
sajatvektorok a fétengelyek iranyéat jelolik ki, a sajatértékek abszolat értékeé-
nek reciprokai pedig a féltengelyek hosszanak a négyzetével egyenlék. Ebbdl
a geometriai interpretaciobol ered a ,f6tengely-transzforméacio” elnevezés.
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3. fejezet

MATRIXFUGGVENYEK

A wildgegyetem annyira egyszert, hogy egyvdltozds differencidlegyenlettel
lehet elemezni — minden csak az idd fiigguénye.
(James Peebles princetoni kozmoldgus)

Ebben a fejezetben matrixok fliggvényét definidljuk és modszereket adunk
meghatarozasukra. Felhasznaljuk a méatrixalgebranak az 1. fejezetben kozolt
alapfogalmait, tovabba a linearis transzforméciok 2. fejezetben megismert
elméletét, és megmutatjuk, hogy a linearis transzforméciok és a maéatrixok
kozotti szoros kapcesolat miként teszi lehetévé a méatrixok szerkezetének mé-
lyebb elemzését. Itt kapott helyet (téglalap alaki) méatrixoknak a szingularis
értékek szerinti felbontasa, ami az tjabb kutatasok nélkiilozhetetlen eszkozévé
valt és hozzajarul a méatrixok szerkezetérdl alkotott képlinkhoz. Latni fogjuk,
milyen Osszefiiggés talalhato a sajatérték-probléma és a méatrixok diagona-
lizalhatosaga kozott, majd megmutatjuk, hogy a matrixok a diagonalizal-
hato (egyszert strukturaju) és a nem diagonalizalhato (nem egyszerii struk-
tardjiu) matrixok osztalyara oszlanak. Bebizonyitjuk, hogy ha egy matrix
minimélpolinomjanak csupa egyszeres gyoke van, akkor a matrix fliggvénye
a Lagrange-féle interpolacié alkalmazasaval a minimalpolinom fokszamanéal
alacsonyabb foku polinomra redukalhato és ez hasonlosagi transzformacioval
diagonalizalhato. Itt targyaljuk a kommutativ blokkokbol all6 hiperméatrixok
spektralfelbontasat, és ennek specialis eseteként Kronecker-polinomok spekt-
ralfelbontasat.

Ha a minimalpolinom gyokei nem mind egyszeres gyckok, akkor az Her-
mite-féle interpoléacio alkalmazéasaval megmutatjuk, hogy a matrix fliggvénye
(ésigy a matrix is) nem diagonalizalhat6, hanem idempotens és nilpotens mat-
rixok linearis kombinaciojaként allithato els. Bevezetjiik a fGvektorok fogal-
méat és konstruktiv modszert adunk nilpotens méatrixok Jordan-féle normal-
alakra valo transzformaciojara, majd az elemi osztok elméletét ismertetjiik.

Végiil a matrixfiiggvények legfontosabb alkalmazési teriiletével, linearis
differencidlegyenlet-rendszerek megoldéasi modszereivel foglalkozunk és szé-
mos kidolgozott példa bemutatasaval igyeksziink az Olvasé érdeklgdését fel-
kelteni a méatrixelmélet alkalmazésai iréant.

255

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

256 3. MATRIXFUGGVENYEK

3.1 EGYSZERU STRUKTURAJU MATRIXOK
SPEKTRALIS TULAJDONSAGAI

3.1.1 Matrix spektralfelbontasa

A 2.6 szakaszban megismerkedtiink a linearis transzforméaciok sajatérték-
feladatanak fogalmaval. Lattuk, hogy a transzformécié sajatértékeinek és
sajatvektorainak meghatarozasa visszavezethetd a transzformacio adott ba-
zishoz tartoz6 matrixéra vonatkozd sajatérték-feladat megoldasara, vagyis
mindig megfogalmazhat6 gy is, mint matrix sajatértékeinek és sajatvekto-
rainak meghatéarozasa. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a maétrix egy
specialis diadikus elgallitasa is a sajatértékek és sajatvektorok fogalméhoz
vezet.

Legyen A egy n-edrendi kvadratikus matrix. Azt vizsgaljuk, hogy A mi-
lyen feltételek mellett allithato el olyan diddok linearis kombinaciojaként,
amelyeknek az oszlop-, ill. sorvektorai biortogonalis vektorrendszert (lasd
az 1.6.2 definiciot) alkotnak. Tegyiik fel, hogy A olyan matrix, amely
elsallithatdo a mondott alakban, és vizsgaljuk meg kozelebbrél, mi ekkor
a diadok vektortényezdinek, ill. a linearis kombinaci6é egyiitthatéinak a je-
lentése.

Legyen tehat

(3.11) A=) Nwvy,
k=1

ahol
(312) V;—ul = 6kl'

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
(313) U=[u wup...u,], V=], A=\ ... \);

ezzel a jeloléssel (3.1.1) és (3.1.2) az alabbi alakot 6lti:
(3.14) A =UAVT,
ahol

(3.1.5) V'U=E.
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A (3.1.5) Osszefiiggésbdl

(3.1.6) V'=U""

ezt behelyettesitve a (3.1.4) egyenletbe,
(3.1.7) A =UAU.

Innen kiolvashato: egy mdtriz elddllitdsa biortogondlis vektorrendszert alkotd
diddok linedris kombindcidjaként és diagonalizdldsa hasonlosdgi transzformd-
ci0 segitségével ekvivalens eqgymdssal.

A (3.1.4) és (3.1.5) dsszefiiggések alapjan felirhato:

(3.1.8) AU = UA,

ill.

(3.1.9) VTA=AVT,

azaz barmelyik uy, ill. v;cr vektorra fennall, hogy
(3.1.10) Auy = M\pug,

ill.

(3.1.11) viA = \v).

A 2.6 szakaszban hasznalt elnevezések szerint a (3.1.10) egyenlettel meg-
hatarozott \; értékek a matrix sajatértékei, az uy vektorok pedig a A\ sa-
jatértékhez tartozo sajatvektorok.

Mint a kovetkezSkben latni fogjuk, a (3.1.10) és (3.1.11) egyenleteknek
ugyanazokra a A\ értékekre van megoldasuk. Ezért a \j értékeket tovabbra
is — mindkét egyenletre vonatkozoan — sajatértékeknek nevezziik. A (3.1.11)
egyenlet megoldasait bal oldali sajdtvektoroknak nevezziik, mig a sajatvektor
elnevezésen tovabbra is a (3.1.10) egyenlet megoldasait értjiik. Ha hangsu-
lyozni akarjuk, hogy nem a bal oldali sajatvektorokrol van szo, akkor a
(3.1.10) megoldasaira a jobb oldali sajdtvektor elnevezést hasznaljuk. Konnyd
belatni, hogy a matrix (jobb oldali) sajatvektorai megegyeznek transzponalt-
janak bal oldali sajatvektoraival — és megforditva. Ezért minden olyan tétel,
amelyet a sajatvektorokra kimondunk, értelemszertien fennall a bal oldali sa-
jatvektorokra is. A matrix (3.1.7) alaku elsallitasat a matrix spektrdlfelbon-
tasdnak, a hasonlésagi transzformacié jobb oldali sajatvektorokbol alkotott
U matrixat pedig moddlmdtriznak (lasd a 2.8.4 definiciot) nevezziik.

A )\ sajatértékeket a (3.1.10), ill. (3.1.11) Osszefliggés alapjan agy hata-
rozzuk meg, hogy a

(3.1.12) (AE — A)u=0,
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ill. a
(3.1.13) vVIAE—A)=0

homogén linearis egyenletrendszernek a trivialistol kiilonb6z6 megoldasat ke-
ressiik. Ilyen megoldas létezésének sziikséges és elégséges feltétele mindkét
egyenletre nézve az, hogy a AE— A matrix szingularis legyen, azaz teljesiiljon

(3.1.14) |AE— A|=0.

A 2.6.3 definicibnak megfeleléen a AE — A métrixot most is az A matrix
karakterisztikus mdtrizanak, a

(3.1.15) D(\) = |AE — A|

A-ban n-edfoka polinomot karakterisztikus polinomjdinak, a (3.1.14) egyenle-
tet pedig karakterisztikus egyenletének nevezziik. Ha a karakterisztikus poli-
nom fokszamat is fel akarjuk tiintetni, D,,(\) jelolést hasznalunk.

A karakterisztikus polinom A hatvanyai szerint felirva:

3.1.16) D) = A" = ALY gy A2 09 TR (C1)A,
(31.16) DO DL MY (~1)"A
N (3)
ahol az Osszegzést az 1,2,...,n indexek minden megfelel6 kombinaciojara

kell elvégezni, azaz a k-adik hatvany egyiitthatoja a matrix (n — k)-adrendd
féminorainak az Osszege. Innen az is kiolvashato, hogy szingularis méatrixok-
nak mindig van zérus sajatértékiik. A (3.1.14) karakterisztikus egyenletnek
a komplex szamok korében mindig n szdma megoldasa van, amelyek kozott
azonban lehetnek t6bbszoros gyokok is.

3.1.1 tétel. Az n-edrendi A mdtriz karakterisztikus polinomjdat az aldbbi
alakban irva:

(3.1.17) Dn(A) = [J(A\ =), ahol Y o =n,
k=1 k=1

a karakterisztikus mdtriz rangja a X = A\ helyen legaldbb n — oy, azaz

(3.1.18) o(ME —A) > n — ai.

Bizonyitds. Jelolje D;j(\) a karakterisztikus matrix adjungéaltjanak elemeit:

(3.1.19) adj (AE — A) = [Dy;(N)].
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A determinans derivalasi szabalyat alkalmazva azt kapjuk, hogy a karakterisz-
tikus polinom derivaltjai a karakterisztikus matrix féminorainak 6sszegeként
fejezhetdk ki:

(3.1.20) D'(\) = En: Dii(N).

(3.1.21) D"(\) =2 (21 ?2) ),

(;‘) 1 12

ahol D <i1 .2> (A) a karakterisztikus matrix 41 és i indexi soranak és osz-

1?2
lopanak elhagyasaval ad6do (n—2)-edrendi {6minort jelenti, és az Osszegezést
az 1,2,...,n indexek valamennyi méasodosztalyt kombinaciojara kell elvé-

gezni. Hasonloképpen,

(3.1.22) D@\ =a! Y D (Z Z B :l:ak) (A);
()

. indexd

ahol D (“ 20 Za") (M) a karakterisztikus matrix iq,49,...,44
11 12 ... oy
soranak és oszlopanak elhagyasaval adodo (n — ag)-adrendid féminort je-
lenti, ahol az Osszegezést az 1,2,...,n indexek valamennyi oy elemt kom-
bindciojara kell elvégezni. A D*)(\,) # 0 feltétel miatt a (3.1.22) jobb
oldalan szereplé (n — ay)-adrendd fé6minorok a A = Ag helyen nem lehetnek
valamennyien egyenl6k zérussal, tehat \yE — A rangja legalabb n — ay,. B

Ennek a tételnek a kovetkezményeként adodik a A\, sajatértékhez tartozo
linearisan fiiggetlen sajatvektorok szamara vonatkozo kovetkezd tétel.

3.1.2 tétel. Egy mdtriz Ny sajdtértékéhez tartozo sajdatvektorok szdama leg-
feljebb annyi, amennyi A multiplicitdsa a karakterisztikus egyenletben.

A sajatérték definiciojabol kovetkezik, hogy minden sajatértékhez legalabb
egy sajatvektor tartozik.
Bizonyitds. Helyettesitsiik be a karakterisztikus egyenlet A gyokét a (3.1.12)
egyenletbe, és jelolje U az egyenlet linearisan fliggetlen partikularis megol-

dasaibdl alkotott méatrixot. Mivel a 3.1.1 tétel alapjan a A\yE — A matrix
rangja legalabb n — «ay, ezért az 1.3.13 tétel értelmében a

(3.1.23) ME-AU=0

egyenlet csak akkor allhat fenn, ha U rangja legfeljebb ay, és igy valoban
fennall a A\ sajatértékhez tartozo linearisan fiiggetlen sajatvektorok szamara

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

260 3. MATRIXFUGGVENYEK

vonatkozo
(3.1.24) 1= 0(U) < oy

becslés. B

E tételbsl kovetkezik, hogy a maéatrix (3.1.7) alaka spektralfelbontésa,
vagyis n linearisan fiiggetlen jobb és bal oldali sajatvektor csak akkor léte-
zik, ha a matrix minden sajatértékéhez pontosan annyi linearisan fliggetlen
sajatvektor tartozik, amennyi a sajatérték multiplicitasa. Specialisan, ha n
kiilonbo6zs sajatérték van, akkor ez a feltétel biztosan teljesiil.

A 2.6.6. definiciéban a linearis transzformaciok tulajdonsagai alapjan de-
finidltuk az egyszeri strukturaji matrix fogalmét. Most erre a fogalomra egy
ezzel ekvivalens definiciot adunk.

3.1.1 definicié. Azokat az n-edrendid mdtrizokat, amelyeknek n fliggetlen
jobb és bal oldali sajdatvektoruk van, egyszerd struktiraji matrixoknak
nevezzik.

Az eddig mondottakat Gsszefoglalva megallapithatjuk, hogy azok a méat-
rixok egyszert struktirajaak, amelyeknek a jobb és bal oldali sajatvektorai
teljes biortogonalis vektorrendszert alkotnak. Ezek a matrixok a modalmat-
rixszal végzett hasonlosagi transzformacioval diagonalizalhatok. A linearis
transzformaciok terminologiajaval élve azt mondhatjuk, hogy ha a linearis
transzformécié méatrixa egyszerd struktiraja, akkor talalhato olyan béazis,
amelyben diagonalmatrix.

Azt is lattuk, hogy ha egy matrix sajatértékei mind kiilonbozdek, ak-
kor biztosan egyszert strukturaji; ha van legalabb egy tobbszoros sajatér-
téke, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges annak eldontésére, hogy egyszerti
struktaraju-e.

Ezért van jelentGsége annak, hogy viszonylag egyszert feltételeket talal-
junk, amelyek alapjan eldonthets, hogy egy tetsz6leges matrix egyszerd
struktaraji-e vagy sem.

3.1.2 Projektormatrix spektralfelbontasa

Vizsgaljuk most meg az 1.6 szakaszban megismert projektormatrixok sajat-
értékeinek és sajatvektorainak tulajdonsigait (lasd az 1.6.1 definiciot). Be-
bizonyitjuk ezek spektralfelbontasara vonatkozo kovetkezs tételt.

3.1.3 tétel. Ha az r-edrangi, n-edrendd P projektormdtriz egy minimdlis
diadikus felbontdsa

s
(3.1.25) P=> wuvi=UV",

k=1
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az E—P un. komplementer projektor eqy minimdlis diadikus felbontdsa pedig

(3.126) E-P=> wz =WZ",
=1

akkor a P projektormdtriz r-szeres sajatértéke 1 és (n —r)-szeres sajdtértéke
0, teljes spektrdlfelbontdsa pedig a

[up uwy...u, wi...w,_,J[1 T _V'lr_

(3.1.27) P = 0

alakban irhato.

Bizonyitds. Az 1.6.3 tétel értelmében az uy, és v vektorok minden minima-
lis diadikus elgallitasban biortogonalis vektorrendszert alkotnak. A (3.1.25)
elsallitasbol tehat kiolvashato, hogy A = 1 a projektormatrix r-szeres sa-
jatértéke, és ehhez r linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik: ug a jobb
oldali, vg a bal oldali sajatvektorokat adja. Ha pedig a projektorméatrixok
P(E — P) = 0 definialo egyenletébe behelyettesitjiik az E — P komplementer
projektor (3.1.26) alatti felbontasat, akkor PWZ" = 0 adodik, ahonnan az
1.3.9 tétel felhasznalasaval kovetkezik, hogy PW = 0. Ez pedig azt jelenti,
hogy W barmely oszlopvektora a P matrix 0 sajatértékéhez tartozé jobb
oldali sajatvektor. Hasonloképpen az

(E-P)P=WZ'P=0

osszefiiggesbol az 1.3.8 tétel felhasznéalasaval kovetkezik ZTP = 0, azaz ZT
barmely sorvektora a P matrix 0 sajatértékéhez tartozoé bal oldali sajatvektor.
Ha a (3.1.25) és a (3.1.26) egyenleteket sszeadjuk, akkor

(3128) B, =P+(E-P)=> wv+> wz =[U W] {VT],
k=1 1=1 Al

és igy megkaptuk a P matrix sajatvektorainak egy teljes biortogonalis rend-
szerét. Tehat P spektralfelbontéasa az alabbi alakban irhato:

(3129) P=1-UV'4+0-WZ" =[U W]{E,« HVT],
0| |ZT

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W
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A 3.1.3 tétel lehet6vé teszi, hogy barmilyen nemteljes biortogonélis vektor-
rendszert teljessé tegylink. Legyen uj,us,...,u, és vi,Vva,..., v, nemteljes
biortogonalis vektorrendszer, azaz

(3.1.30) V'U=E,, ahol r<n.

Ha a VT és U matrixot forditott sorrendben szorozzuk 6ssze, akkor r-edrangi
projektormatrixot kapunk; ugyanis (3.1.30) miatt UVTUV' = UV'. Ha
tehat elkészitjilk az E— UV matrix (amely (n—7)-edrangt projektormatrix)
egy minimalis diadikus felbontésat:

E-UVI =WZT,

akkor (3.1.28) alapjan egy teljes biortogonalis vektorrendszert kapunk.

Az 1.6.4 tétel alkalmazasaval specidlis esetként adodik a kovetkezo feladat
megoldasa. Adott egy uy,...,u, nemteljes unitér vektorrendszer, amelyre
tehét

(3.1.31) U"U=E, r<n.

Egészitsiik ki ezt a vektorrendszert teljes unitér vektorrendszerré. A fentiek
alapjan az U™ és U matrixot forditott sorrendben 8sszeszorozva, r-edranga
hermitikus projektort kapunk, és a komplementer projektor szintén hermiti-
kus projektor; ezt hermitikus didadok Gsszegére bontva, megkapjuk az adott
vektorrendszert teljes unitér vektorrendszerré kiegészits vektorokat:

(3.1.32) E-UU"=wwH,

ahol

(3.1.33)

v W,

3.1.3 Unitér transzformaciéval diagonalizalhaté matrixok

Most egy tételt kozliink, amely tetsz6leges kvadratikus matrixok haromszog-
matrixsza transzformélasara vonatkozik.

3.1.4 tétel (Schur tétele). Minden kvadratikus mdtriz alkalmasan vdlasz-
tott unitér transzformdcicval felsé (vagy alsd) hdaromszégmdtrizra transzfor-
malhato.

Bizonyitds. Legyen A tetszéleges kvadratikus matrix, amelynek x; a A\;
sajatértékéhez tartozo, az

3.1.34) xMx; =1
1
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Osszefliggéssel normalt™ sajatvektora. A (3.1.32) Osszefliggés segitségével ez
az egyetlen — a (3.1.34) Gsszefiiggés miatt unitérnek tekinthets — vektor teljes
unitér vektorrendszerré egészithetd ki:

n

E - xlxt| = Zyky',: =YYH
k=2

A (3.1.33) osszefiiggés alapjan tehat az igy nyert X; = [x1  y2...y,] métrix
unitér matrix, azaz X'{'Xl = E. Ha most az A matrixot az X; matrix segft-
ségével végrehajtott unitér transzformacionak vetjiik alé, akkor Ax; = A\1x3

miatt
xt | [Ax1 Ayz... Ay, ALl x Kok
H 0
XHAX, = | V2 =
; Az
yi 0

ahol a csillaggal jelolt helyeken zérustol kiillonbozs elemek allnak. Ha az
(n—1)-edrendii Ao méatrixnak egy Ao sajatértékéhez tartozé normalt sajat-
vektora xo, amelyet a zs, 24, ..., 2z, vektorokkal ismét unitér matrixsza egé-
szitlink ki, akkor ennek segitségével az Ao méatrix ugy transzformalodik, hogy
az els6 oszlop A\zey lesz. Egészitsiik ki most ezt az (n — 1)-edrendd unitér
matrixot a kdvetkezSképpen:

10 0
0
X2 - - 3 )
D XoZ3 Zn
0

Az eljarast folytatva, n—1 lépésben az adott méatrixot fels6 haromszégmatrix-
sz4 transzformaltuk, mégpedig unitér transzformécioval, mivel az 1.4.2 tétel

* Altalaban normaltnak nevezziik az egységnyi hossztisagu, azaz 1 abszolat értéki vek-
tort.
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szerint az X1Xs ...X,,—1 = U szorzat is unitér matrix:

/\1 b12 b13 - bln
H 0 )\2 b23 - b2n
(3.1.35) UMAU=B= |0 0 Xs...bs,

0 0 0...x, m

A linearis transzformaciok elméletében lattuk, hogy a normalis transzfor-
macioknak kitiintetett szerepiik van. A 2.8.10 tételben bebizonyitottuk, hogy
a normalis és csak a normalis transzformaciok méatrixa diagonalizalhat6 unitér
transzformacioval (lasd a (2.8.11) képletet). Az alabbiakban ugyanennek a
tételnek egy maésik bizonyitasat adjuk a 3.1.4 tétel felhasznéalasaval.

3.1.5 tétel. A normadlis és csak a normdlis mdtrizok transzformdlhatdk
unitér transzformdcioval diagondlmdtrizszd; ennek elemei a mdtriz sajdtér-
tékei.
Bizonyitds. Eloszor feltessziik, hogy A normélis matrix, és belatjuk, hogy ek-
kor a 3.1.4 tétel alapjan alkalmas unitér transzformacioval B fels§ haromszog-
matrix alakra hozhato, amely szintén normaélis méatrix, s6t diagonalmatrix.
Ugyanis

BH'B = UHAHUUMAU,

BB" = utAuuU"AtU,
tehat ~ AMA = AAM miatt (mivel UU" = E),

B"B = BB,
vagyis B normalis matrix. A BH_B métrix bal fels6 sarokeleme A1\, a BBH
matrixé viszont Ay Ay + b1ab12 + b1zbiz + - - - + binbin, tehat e két elem egyen-

16ségébdl kovetkezik bio = b13 = --- = by, = 0. Hasonlé megfontolassal
kapjuk, hogy a B matrix f6atloja feletti valamennyi elem zérus, tehat B
diagonélmatrix.

Ezek utan feltessziik, hogy B diagonalmatrix és belatjuk, hogy A norma-
lis matrix. Mivel barmely diagonalmatrix a konjugaltjaval felcserélhetd, az
ebbdl unitér transzformacioval nyert matrix is felcserélheté a transzponélt
konjugaltjaval. Mivel ugyanis a B diagonalmatrixra fennall BB = BHB,
ezért UBUMUBHUM = UBHMUNUBUM, tehat AA" = AHA | vagyis A nor-
malis matrix, és ezzel a tételt bebizonyitottuk. H

Mivel az unitér, az hermitikus és a ferdén hermitikus — tovabba az ezek-
nek megfelels valos elemt ortogonélis, szimmetrikus és ferdén szimmetrikus

— matrixok mind normaélis méatrixok, ezért a 3.1.5 tétel kdvetkezménye, hogy
valamennyinek a sajatvektorai unitér vektorrendszert alkotnak, azaz a bal
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oldali sajatvektorok elemei a hozzajuk tartozo jobb oldali sajatvektorok meg-
felels elemeinek komplex konjugéltjai. Nézziik most meg, mit mondhatunk
e matrixok sajatértékeinek elhelyezkedésérdl. Az unitér és az 6nadjungalt
transzforméciok vizsgalata soran bebizonyitottuk, hogy az elébbi sajatér-
tékei a komplex szamsik 0 kdzéppontu egységsugart korén, az utédbbi sa-
jatértékei pedig a valés szamegyenesen helyezkednek el. Ebbdl kovetkezik,
hogy ugyanez vonatkozik az unitér, ill. az hermitikus méatrixok sajatérté-
keinek elhelyezkedésére is (lasd a 2.8.6 és 2.8.3 tételt). Gyakorlas céljabol
matrixokra kiilon is bebizonyitjuk ezeket a fontos tételeket.

3.1.6 tétel. Unitér mdtrixz sajatértékeinek abszolit értéke 1.
Bizonyitds. Legyen U unitér matrix, azaz U™! = UM,
A sajatvektorokat definialo

(3136) UXk = )\kxk

egyenletben vegylik mindkét oldal transzponalt konjugéltjat: x',;'UH =
= )\kx',;', és szorozzuk az igy kapott kifejezéssel balrol a (3.1.36) egyenletet:

x,';'UHka :)\kxkxzxk. Innen az UNU=E 8sszefiiggés figyelembevételével:
(3.1.37) xPx(1 - |\]?) =0,
majd x}x; # 0 miatt |\,| = 1 adodik. W

3.1.7 tétel. Hermitikus mdtriz sajatértéker valds szdmok.

Bizonyitds. Legyen A hermitikus matrix, azaz
(3.1.38) A" =A.

A sajatvektorokat definialo
(3.1.39) Axj = A\pxy
egyenletnek vegyiik ismét a transzponalt konjugaltjat:
(3.1.40) xPAM =Nxt,

majd szorozzuk meg a (3.1.39) egyenletet balrol az xj, a (3.1.40) egyenletet
jobbrol az x; vektorral, és képezziik e két kifejezés kiillonbségét:

(3.1.41) X,':Axk — XEAka =k — Xk)x?xk.

A (3.1.38) Ssszefiiggés miatt a (3.1.41) egyenlet bal oldala zérus, igy xhx;, # 0
kovetkeztében fennall

(3.1.42) A\ — Ap =0,

tehat a sajatértékek valosak. M
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Ennek alapjan egyszertien belathatd a ferdén hermitikus méatrixok sajat-
értékeinek elhelyezkedésére vonatkozd kovetkezd tétel.

3.1.8 tétel. Ferdén hermitikus mdtriz sajdatértékei tiszta képzetes szamok.
Bizonyitds. Legyen F ferdén hermitikus méatrix, azaz

(3.1.43) F"=_F.

A sajatvektorokat definialo egyenletnek ismét véve a transzponalt konjugalt-
jat, majd az el6bbit balrol az X,':, az utobbit jobbrol az xj, vektorral szorozva
és a két egyenletet Osszeadva,

(3.1.44) x?ka + x',;'Fka =\ + Xk)x',;'xk.

A (3.1.43) osszefiigges alapjan a (3.1.44) egyenlet bal oldala ismét zérus, igy
xixy # 0 miatt most

(3.1.45) A\ + A\ =0,

tehat a sajatértékek tiszta képzetes szamok. B

Megjegyezziik, hogy a valds
elemd szimmetrikus maéatrixok
az hermitikus matrixok specié-
lis esetét alkotjak, tehat ezek
sajatértékei is mindig valds
szamok. Ezen felil — mivel a
sajatvektorokat meghatarozo
egyenletrendszer egylitthatoi
valos szamok — a sajatvektorok
elemei szintén valos szamok.
Ez azt jelenti, hogy a wvalds unit€lYatrivo,
szimmetrikus ~ métrixok  mo-
délméatrixa valés elemd unitér
matrix — azaz ortogondlis matrix
—, és ezért a valos szimmet-
rikus  matrixok  ortogonalis
transzforméacioval diagonali-
zalhatok.  Tehat ha A valés
elemii szimmetrikus méatrix és T
a modalméatrixa, akkor

ferdén hermitikus matrixok

= sajatértékei

1 hermitikus matrixok «_
sajatértékei -

(3.1.46) A =TATT,

ahol A = ()\;) a valos sajatértékekbdl alkotott diagonalmatrix. A (3.1.46)
Osszefiiggésbdl az is kiolvashato, hogy valos szimmetrikus matrixok jobb és
bal oldali sajatvektorai megegyeznek.
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Osszefoglalva a kapott eredményeket, az abran szemléltetjiik az egyes spe-
ciadlis normalis matrixok sajatértékeinek elhelyezkedését a komplex szamsi-
kon.

3.1.4 Matrixok szingularis értékek szerinti felbontasa

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy ATA | illetve AAM teljes spektralfel-
bontasaval hogyan jellemezhets az adott A matrix. Bevezetjiik a szingularis
értékek fogalmét, és bebizonyitjuk a matrixok szingularis értékek szerinti fel-
bontasara vonatkozo6 tételt.

Legyen A komplex elemt, n-edrendii és r-edrangi négyzetes matrix, és
tekintsiik az AM A hermitikus matrixot. Az AH A matrix pozitiv szemidefinit,
ugyanis minden x vektorra

xHAMAx = (Ax)"Ax =yly = |y >0,
ahol y = Ax. Ezért az AMA méatrix minden sajatértéke nemnegativ; jellje
ezeket Jf, cr%, ceey 0,2” és legyen

01202220, >0p41=+=0,=0.
3.1.2 definicié. Ha A komplex elemi, n-edrendd és r-edrangi mégyzetes

mdtriz és o (i = 1,2,...,n) jeloli a pozitiv szemidefinit AYA mdtriz sa-
jatértékeit, akkor a
o1 2022"‘20r>0—7‘+1:"‘:0—n:0

szamokat A szingularis értékeinek nevezzik (lasd [30]).

Ezek utéan bebizonyitjuk a szingularis értékek szerinti felbontasra vonat-
kozo tételt téglalap alaki, komplex elemti matrixokra (lasd [5], [9]).

3.1.9 tétel. Legyen A tetszdleges m X n tipusi komplex elemd mdtriz, és
tegyiik fel, hogy m = n. Ekkor létezik olyan m-edrendd U és n-edrendi V
unitér mdtriz, hogy

(3.1.47) A =UDVH
ahol

0 Jm—n

\Y,
v

m X n tipusid valds elemid mdtriz, és o4 =2 o9 = Z o, 0. A o
(i =1,2,...,n) szdmok az A mdtriz szinguldris értékei, V. az AHYA mdtriz
moddlmdtriza, U pedig az AAY madtrize.
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Bizonyitds. Tekintsiik az AH A n-edrendi pozitiv szemidefinit matrixot, és
a sajatvektoraibol alkotott unitér modalmatrixot jelolje V. Ekkor az AHé
méatrix unitér transzformécioval diagonalizalhato: VAAHAV = D2, ahol D
a nemnegativ szingularis értékekbdl alkotott diagonalmétrix:

01

On
Definialjuk az m x n tipusa F matrixot az

(3.1.48) F=AV

osszefiiggéssel. Ekkor FHF = ]52, ami diagonalmatrix. Ebbdl kovetkezik,
hogy ha o(A) = r = n, akkor az F matrix oszlopvektorai paronként kielégitik
az £, = 07 (i = 1,...,n) és f'f, = 0 (i # k; i,k = 1,...,n) Osszefiig-
géseket. Ha o(A) = r < n, akkor az F matrix (r + 1)-edik, ..., n-edik
oszlopvektora zérusvektor. Legyen tehat o(A) = r < n. Az F matrix oszlop-
vektorainak segitségével képezziik az

(3149) u; = ifz (’L: 1,...,7‘)

0j
nemteljes unitér vektorrendszert, és egészitsiik ki azt ui,us,...,u,, teljes
unitér vektorrendszerré (lasd a 3.1.3 tételt és az utdna kovetkezs alkalma-
zésat). Vezessiik be az U = [u;  uy...u,,] unitér matrixot: U'U=E. A
(3.1.48) és (3.1.49) osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy F = AV = UD, ahol

és innen kozvetleniil adodik a (3.1.47) Gsszefiiggés.

Végiil megmutatjuk, hogy U oszlopvektorai az AAH matrix sajatvektorai,
és megadunk két Osszefiiggést az U és V matrixok oszlopvektorai kozott.

A (3.1.47) osszefiiggesbsl AH = VDTUM adodik. Ezért

vagy mas alakban, AAHu; = aizui, tehat az U matrix oszlopvektorai az A AN
matrix sajatvektorai.

Az AV = UD ¢és AHU = VDT Gsszefiiggésekbsl kapjuk az u; és v;
vektorok kozti kapcsolatokat: Av; = o;u; és AMu; = o;v,. A
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Megjegyzés. A kapott Osszefiiggések értelmében elegendd az A" A matrix spektralfel-
bontasat meghatarozni, a v, sajatvektorok ismeretében u; szamithato:

A t6bbi szingularis vektort (i = r + 1,7 + 2,...,m) a nemteljes unitér rendszer teljessé
tételével kaphatjuk meg.

A 3.1.9 tétel specialis eseteként megfogalmazzuk a kovetkezd tételt, amely-
nek a bizonyitasa a 3.1.9 tételéhez hasonloan végezhetd el.

3.1.10 tétel. Ha A wvalds elemd, n-edrendid négyzetes mdtriz, akkor létezik
olyan valds ortogondlis U és V matriz, hogy A = UDVT | ahol a D diagondl-
matriz elemei A szingularis értékei, az U és V ortogondlis mdtrizok pedig
az AAT, illetve az ATA walds szimmetrikus pozitiv szemidefinit mdtrizok
moddlmdtriza.

Megemlitjiik még a 3.1.10 tétel néhany kovetkezmeényét. Ha o(A) = r = n,
akkor D és A nemszingularis, és inverziik elgallithato a

D'=(o7" o3'...0p"), ill. A”'=VD'UT

n

alakban. Az A~ matrix szingularis értékei tehat o 05, ... 0t

Az A matrix determinansanak abszolut értékét is kiszamithatjuk a szin-
gularis értekek segitségével. Mivel |A| = [U]| - |D| - |VT|, az ortogonalis mat-
rixok determinénsa pedig 1 vagy —1, ezért |A| = £|D| =01 - 02+ ...  0p.

A 3.1.9 tétel segitségével tetszleges matrix pszeudoinverze (lasd az 1.6.8
definiciot) elallithato szingularis értékek szerinti felbontasban. Az erre vo-
natkozo tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk, hogy a
- -

g2
(3.1.50) D= oy

m . ’ 0
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matrix pszeudoinverze

01
02_1
: R
(3.1.51) D' = 0;1; 1 n.
0
.10
I o0
m
Ugyanis
E'HL
0
T T
(3.1.52) DD' = [0 0]}m
m-edrend(,
n
E
0
T _ T
(3.1.53) D'D= [0 0]}n

n-edrendd (hermitikus) projektor, és ezzel trividlisan teljesiilnek a
(3.1.54) DD'D=D & D'DD' =D

feltételek.
Most mar bebizonyithato egy tetszéleges m x n tipust matrix pszeudoin-
verzének szingularis értékek szerinti felbontasara vonatkozo kovetkezs tétel.

3.1.11 tétel. Ha az r-edrangi m x n tipusi A mdtriz szinguldris értékek
szerinti felbontdsa

(3.1.55) A =UDVH

ahol D a szinguldris értékeket tartalmazo (3.1.50) alatti mdtriz, akkor az AT
pszeudoinverz elddllithato

(3.1.56) AT =VvDU"

alakban, ahol DT a (3.1.51) alatti pszeudoinverz (Moore—Penrose-féle inverz).

Bizonyitds. A (3.1.54) osszefliggeések figyelembevételével kozvetlen beszorzas-
sal meggy6zédhetiink arrol, hogy teljesiilnek az AATA = A, ATAAT = AT
Osszefiiggések. Hasonloképpen adodik, hogy

AAT =UDVHVDIUY = UDDU".
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Helyettesitsiik be a (3.1.52) matrixot és vezessiik be az U matrix els6 r osz-
lopabol alkotott minormatrixra az U, jeldlést; ezzel AAT = U,«Uﬂ ado-
dik, vagyis AAT hermitikus projektor. A fentiekhez hasonloan ATA =
= VD'U"UDV" = VD'DV', majd bevezetve V elsé r oszlopabol al-
kotott minormatrixra a V, jelolést és behelyettesitve a (3.1.53) méatrixot,
ATA = VTV:T' irhato, vagyis AT A is hermitikus projektor. B

1. Példa. Hatarozzuk meg az

2 0 3
A= 2 2 =2
-1 2 2

matrix szingularis értékek szerinti felbontasat!

Megoldds. Elészor hatarozzuk meg az ATA szimmetrikus matrix modal-
maéatrixat. Az

9 2 0
ATA=12 8 0
0 0 17

méatrix sajatértékei 3 tizedesjegy pontossaggal Ay = 17, Ao = 10,561,
A3 = 6,438, és a hozzajuk tartozo normalt (egységnyi abszolat értékid) sa-

jatvektorok:
0 0,788 —0,615
vi= (0|, vo=]0615|, wv3=| 0,788
1 0 0

Tehat az AT A méatrix modalmatrixa V = [vi v2 v3]. Az A métrix szin-
gularis értékei o7 = 4,123, 09 = 3,250, 03 = 2,537. Az U matrix elgallitasahoz
hasznaljuk fel az Av; = o;u; Osszefiiggést. Igy

0,728 0,485 —0,485
w = |—0485|, w, = |0863], u3;=| 0,136
0,485 0,136 0,863

Az U modalmatrix tehat U = [u; uz  us]. Az A matrix szingularis értékek
szerinti felbontasa

A=UDV' =
0,728 0,485 —0,485] [4,133 0 0 0 0 1
= [-0,485 0,863 0,136 0 3250 0 0,788 0,615 0.
0,485 0,136 0,863 0 0 2,537| |-0,615 0,788 0
k * k
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3.2 A MATRIXFUGGVENY FOGALMA ES
ELOALLITASA A MINIMALPOLINOM
EGYSZERES GYOKEI ESETEN

Maér az 1.2.2 pontban értelmeztiik a kvadratikus matxixok hatvanyat és ennek
alapjan a maéatrixpolinomokat. Ebben a szakaszban bebizonyitjuk a tovab-
biakban alapvetGen fontos Cayley-Hamilton-tételt. Méatrixpolinomok segit-
ségével — hatvanysorba fejthetd skalarfiiggvényekbdl kiindulva — altalanosabb
tipust matrixfliggvényeket értelmeziink. Ezt az teszi lehetévé, hogy kvadra-
tikus matrix tetszoleges fokszamu polinomja redukalhato a minimélpolinom-
nal alacsonyabb foku méatrixpolinomra. Ily modon értelmezhetjiik a matrix-
hatvanysor konvergenciajat és ezzel a megfelels matrixfiiggvényt is. (Lasd

pl. [26].)
3.2.1 A Cayley—Hamilton-tétel és élesitése
Minden n-edrendi kvadratikus matrix kielégit egy legfeljebb n2-foku egyen-
letet. Ha ugyanis adott A maétrixra felirjuk az alabbi egyenletet:
OB + 1A+ coA% 4t AV LAY =0,

ahol a cqg,c1,...,c,2_1 egyiitthatok egyel6re ismeretlenek, akkor ezek meg-
hatarozasara — az egyenletet a matrix minden elemére kiilon felirva — éppen n?
egyenletbdl allo linearis egyenletrendszert kapunk. Tehat az adott A matrix
ezt a legfeljebb n?-foku egyenletet biztosan kielégiti. Kérdés, hogy létezik-e
n?-nél alacsonyabb foku egyenlet, amelyiket a matrix kielégit. Erre a valaszt
a Cayley—Hamilton-tétel adja meg.

3.2.1 tétel (Cayley—Hamilton"-tétel). Minden kvadratikus mdtriz kielé-
giti karakterisztikus egyenletét, azaz ha

S

(32.1) D)= H()\ — X)) ahol Zak =n,
k=1 k=1

€5 A\1,..., As az A mdtriz kiilonbozd sajdatértékei, akkor
(3.22) D(A)=0.

Bizonyitds. Irjuk fel a karakterisztikus matrix adjungaltjat:
(3:23) adj (\E - A) = [Dy V)],

*A. Cayley (1821-1895) angol matematikus; W. R. Hamilton (1805-1865) ir matema-
tikus.
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ahol a D;;(\) elemek A-nak legfeljebb (n — 1)-edfokt polinomjai. Jelolje Ay
azt a matrixot, amelynek ij indexd eleme a D;;(\) polinomban A\ egyiittha-
toja. Ekkor a karakterisztikus métrix adjungaltja felirhato A méatrixegytitt-
hatos polinomjaként:

(324) adJ ()\E — A) = AO + AAl + A2A2 + e —|— )\n_lAn_l.

Mivel barmely matrix felcserélhets az adjungéaltjaval [vo. (1.2.27), (1.2.28)],
ezért felirhato az alabbi azonossag.

(325) (AE—A)-adj \E— A)=adj (A\E— A) - (A\E — A);

ebbe az azonossagba behelyettesitve a (3.2.4) sszefliggést, az azonos kitevsji
hatvanyok egyiitthatoinak 6sszehasonlitasaval azt kapjuk, hogy az A métrix
valamennyi Ay, (k = 1,2,...,n — 1) matrixszal felcserélhet6. Ha most az
(1.2.27) szerinti

(3.26) (AE—A)adj (A\E — A) = D(\)E

azonossagban A helyére az A méatrixot helyettesitjiik — amit éppen az A és az
A, matrixok felcserélhetGsége miatt megtehetiink —, akkor a (3.2.6) egyenlet
bal oldalan zérust kapunk:

(32.7) (AE—A)(Ag+AA; +A%Ay +---+ A" A, 1) =D(A) -E,

tehat D(A) = 0, amit bizonyitani kellett. l

Ezek utan azt a kérdést tehetjiik fel, vajon létezik-e a matrix rendsza-
méanal alacsonyabb foku egyenlet is, amelyet a matrix kielégit. Hogy bi-
zonyos matrixokra létezik ilyen, az kovetkezik példaul a projektormétrixok
definici6jabol: ugyanis a rendszaméatol fliggetleniil minden projektormétrix
kielégiti a P? — P = 0 masodfoku egyenletet.

Ahhoz, hogy a kérdésre valaszt kapjunk, vezessiikk be a minimdlpolinom
fogalmat.

3.2.1 definici6é. Ha D(\) az A mdtriz karakterisztikus polinomja és 6(\) a
(3.1.19) adjungdlt mdtriz D;;(\) elemeinek legnagyobd kozds osztdja, akkor a
D)

(328) AW =55

polinomot az A mdtriz minimalpolinomjanak, a A(\) = 0 egyenletet az
A madtriz minimalegyenletének nevezziik.

Megjegyzés. A minimalegyenlet a legalacsonyabb foka egyenlet, amelyet egy maéatrix
kielégit.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

274 3. MATRIXFUGGVENYEK

3.2.2 definici6. Az

adj (AE — A)

(329) FO)="5

matrizot a karakterisztikus mdtriz redukalt adjungaltjanak nevezzik.

Mivel a D(A) minimalpolinom az adj (AE — A) matrix D;;(\) elemeinek
homogén linearis kombinacioja, ezért biztosan oszthatd ezek kodzos osztoi-
val, igy a 6(\) legnagyobb kozos osztoval is, tehat A(A) valoban polinom.
A redukalt adjungélt elemei polinomok, ezért (3.2.4) mintajara felirhato A
matrixegyiitthatos polinomjaként:

(3.2.10) F(\) = Fo 4+ AF; + A\?Fy 4 --- + \TF,

ahol ¢ a maximalis fokszamu polinomelem fokszama.
Ezek utan bebizonyithato a 3.2.1 tétel élesitése:

3.2.2 tétel. Minden matriz kielégiti sajdt redukdlt karakterisztikus egyenletét.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa egészen hasonloan végezhetd el mint a 3.2.1
tételé. A (3.2.6) egyenlet mindkét oldalat elosztjuk az adjungalt matrix ele-
meinek legnagyobb koézos osztéjaval, a () polinommal:

adj \E—A) _ D())

(3211) (B - A)=5 500

E.

A (3.2.8)—(3.2.10) Osszefiiggések behelyettesitése utan lathato, hogy mivel
(3.2.11) a A skalarban raciondlis egész azonossag, ahol az A matrix vala-
mennyi Fy matrixszal felcserélhetd, ezért A helyére beirhato az A matrix, és

igy
(3.2.12) A(A)=0
adodik. W

A minimélpolinom fontos tulajdonsaga azonban, hogy nem ,veszitheti el”
a karakterisztikus polinom egyetlen gyokét sem, vagyis a karakterisztikus
polinom valamennyi gyoke a minimalpolinomnak is gyoke. Ezt mondja ki a
kovetkezd tétel.

3.2.3 tétel. Ha az n-edrendi A mdtriz karakterisztikus polinomja

S

D) =[J(A =)™ ahol Y ax=n,
k=1

k=1
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minimdlpolinomga pedig

S

AN =[N = ), ahol >y =m<n,
k=1 k=1
akkor yi, > 1 (k=1,...,s).
Bizonyitds. Jelolje (\) az adj (A\E — A) = [D;;(\)] elemeinek legnagyobb
kozos osztojat. Mivel a karakterisztikus polinom oszthato 6(A)-val, ezért O(\)
gyOkei a A\ sajatértékek [y < ai multiplicitassal:

S

o(n) = [T (A=)

k=1

A (3.1.20) Osszefiiggés szerint viszont a karakterisztikus polinom derivaltja
s
D'(\) =>_ Dii(N),
i=1

és ebbdl kovetkezik, hogy a D;;(\) minorok kozds osztoja a D'()\) derivalt-
nak is osztoja. Mivel pedig A; a D(A) polinom «j multiplicitdsa gyoke,
ugyanez a D'(A\) polinomnak ay — 1 multiplicitdsu gyoke. Ez azt jelenti,
hogy Br < ap — 1, azaz v, > 1. A

3.2.2 A matrixfiiggvény értelmezése és redukcidja
matrixpolinomra

Tekintsiink egy f(z) komplex valtozos fiiggvényt, amely az origo korili R
o0

sugart kor belsejében Y ¢z alakti hatvanysorba fejthetd. Vagyis, ha Sy ()
k=0
e hatvanysor N-edik részletosszegét jelenti, akkor létezik a

(3.213) lim Sy(z) = lim > s

hatéarérték a |z| < R nyilt korlemez minden belss pontjaban és ez a hatarérték
egyenls az e pontbeli f(z) fliggvényértékkel.

3.2.3 definicié. Ha A kvadratikus mdtrizot jeldl, akkor az f(A) matrix-
fliggvényt az

N
_ . _ . k
(3.2.14) f(A)fA}gnooSN(A)legréOkZﬂckA

hatarértékkel értelmezzik, feltéve, hogy ez létezik.
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Az Sy (A) matrixpolinom-sorozat konvergenciajat ugy vizsgaljuk, hogy az
N-edfoku részletosszeget a minimélpolinomnal alacsonyabb foka polinomra
redukaljuk, és igy a hataratmenetet csupan szamsorozatokon kell elvégez-
niink.

Az A matrixot illetGen kiillonbséget kell tenniink aszerint, hogy minimal-
polinomjanak csupa egyszeres gytkei vannak-e, vagy pedig van legalabb egy
tobbszoros gyoke is. A gyakorlati problémak tulnyomo tobbségében az elsé
eset fordul el§. A kovetkezSkben csak ezt az esetet vizsgaljuk. Ehhez sziiksé-
giink van a Lagrange-féle interpolacios alappolinomokra.

Mint ismeretes, az

(3215) Lk()\l) = 5kl (k,l = 1,2, .. .,S)

Osszefiiggésekkel definialt Lagrange-féle interpolécios alappolinomok az alabbi
alakban irhatok:

A(z) -
3.2.16) Li(z) = ———————, ahol A(z)= z—A
3216) L2 = 55y @ =T
és A’'(\g) a A(2) polinom derivaltjanak értékét jelenti a z = Ax helyen.
3.2.4 tétel. Ha az A mdtrix karakterisztikus polinomja

S

(3.217) DO\ = [J(A = )™, ahol Y o =mn,
k=1 k=1

minimdlpolinomja pedig

S

(3.218) AWM =[x =),

k=1

és A sajdtértékei az f(z) figgvényt elddllité hatvdinysor (R sugarid) konver-
genciakorének belsejébe esnek, azaz

(3.2.19) |\i| < R,

akkor a (3.2.14) hatdrértékkel definidlt f(A) mdtrizfigguény létezik, és a
minimdlpolinom fokszdmdndl alacsonyabb foku mdtrizpolinomra redukdlhato.
Mégpedig, ha Li(z) a (3.2.18) minimdlpolinom gyékhelyeihez mint alappon-
tokhoz tartozé Lagrange-féle® interpoldcids alappolinomokat jeloli, akkor

(3:2.20) f(A) =) f(M)Lr(A).
k=1

*J. L. Lagrange (1736 —1813) francia matematikus.
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Bizonyitds. Legyen N > s és képezziik az Sy (z) részletosszegnek a minimal-
polinomra vett osztasi maradékat:

(3.2.21) Sn(z) = A(2)q(z) + Rn(2),

ahol Ry (z) egy legfeljebb (s — 1)-edfokd polinom. A z = \i helyettesitéssel
a (3.2.21) osszefiiggéshbol

(3222) SN()\IC) :RN()\]C) (k: 1,2,...,8)

adodik, és ezaltal az Ry(z) polinom egyértelmtien meghatarozhaté a mi-
nimélpolinom gyokhelyeihez tartozo Lagrange-féle alappolinomok segitségé-
vel. Mivel a (3.2.22) feltételek egyértelmiien meghatarozzak az Ry (z) poli-
nomot, ezért az Ly(z) alappolinomoknak és a (3.2.22) feltételeknek a segit-
ségével a legfeljebb (s — 1)-ed foku Ry (z) polinom azonosan elGallithato a
kovetkezSképpen:

(3.2.23) Rn(z ZSN Ae) L (2

Ha most a (3.2.21) sszefliggésben, amely a z skalarvaltozoban racionélis
egész azonossag, behelyettesitjiik z helyére az A matrixot, akkor — felhasz-
nalva, hogy a 3.2.2 tétel értelmében A(A) = 0 — azt kapjuk, hogy

(3.2.24) Sn(A) = Rn(A);

majd a (3.2.23) osszefiiggés felhasznalasaval
(3.2.25) Sn(A ZSN (Me)Li(A

Ezzel elértiik azt, hogy az N-edfoku részletosszegben el6forduldé matrix-
polinomok mér nem fiiggnek N-t8l, ezért a hataratmenetet csak az Sy (\i)
szamsorozatokon kell elvégezni. Tehat a (3.2.25) matrixpolinom-sorozat kon-
vergens, ha teljestil a (3.2.19) feltétel. Ekkor a (3.2.25) Osszefiiggés jobb
oldaldn a hataratmenet tagonként elvégezhets, és igy a keresett méatrixfiigg-
vényre

f(A)= lim Sy(A Z lim S (Ax)Li(A),

N—o0
k=1

és innen (3.2.20)

=Y FOw)Lk(A)
k=1

adodik. Igy az f(A) matrixfiiggvényt sikeriilt egy legfeljebb (s — 1)-edfoku
matrixpolinomra redukalni. Il
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3.2.3 A Lagrange-féle matrixpolinomok tulajdonsagai

A kapott Li(A) matrixpolinomokat Lagrange-féle mdtrizpolinomoknak ne-
vezzik és a kovetkezGkben ezek tulajdonsagait vizsgaljuk meg.

3.2.5 tétel. Az Li(A) mdtrizpolinom projektor.

Bizonyitis. A Lagrange-féle alappolinom (3.2.15) definicioja alapjan az
Li(2)(Lg(2) — 1) szorzat oszthaté a minimalpolinommal, azaz

(32.26) Li()(Li(2) — 1) = A (2).

A z valtozo helyére az A matrixot helyettesitve és felhasznalva a 3.2.2 tételt,
azt kapjuk, hogy

(3.2.27) Li(A)(Lx(A) —E) =0, vagyis Li(A)* = Li(A),
amit bizonyitani akartunk. H

3.2.6 tétel. Az Li(A) projektor rangja ay.
Bizonyitds. A Lagrange-féle alappolinomok (3.2.16) elgallitasa alapjan

Az)

(3:238) Lu(2)(z = M) = zryy-

A z valtozo helyére az A matrixot helyettesitve és ismét felhasznalva a 3.2.2
tételt, a kovetkezd adodik:

(3.229) Li(A)A-XNE)=0
Mivel a 3.1.1 tétel értelmében

és a (3.2.29) szorzat csak akkor lehet 0, ha a tényezdk rangjanak Osszege az
1.3.13 tétel alapjan nem nagyobb, mint n, tehat

(3.2.31)  o(Li(A)) < .

Masrészt az f(z) = 1 fiiggvényt — amely (s — 1)-nél nem magasabb fokszami
polinom — a Lagrange-féle interpolacios alappolinomok segitségével elallitva,
felirhato, hogy

(3.2.32) ZLk

amibdl

(3.2.33) ZLk
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Alkalmazva az 1.3.5 tételt azt kapjuk, hogy
S
(3.2.34) n=o(E) <> o(Lr(A)).
k=1

Innen kovetkezik, hogy ha a (3.2.31) Osszefiiggésben csak egyetlen k esetén
is az egyenl@ség nem allna fenn, akkor ellentmondasba jutnank a (3.2.34)
Osszefiiggéssel. Tehat minden k-ra fennall a

(3.2.35) o(Lx(A)) = a

Osszefiiggés. B

3.2.7 tétel. Kiilonbizd indextd Lagrange-féle mdtrizpolinomok szorzata zérus:

(3.2.36) Lip(A)-Li(A)=0, ha k#L

Bizonyitds. A (3.2.15) 0Osszefiiggés alapjan kiilonboz6 indext Lagrange-féle
alappolinomok szorzata oszthatdé a minimalpolinommal, azaz

(3.2.37)  Lp(2)Li(2) = A(2)q2(2);

a z valtozo helyére az A maétrixot helyettesitve és felhasznélva a 3.2.2 tételt,
a bizonyitando (3.2.36) Osszefliggés adodik. W

Képezziik az oy, rangt Ly (A) projektormétrix egy minimélis diadikus fel-
bontasat:

i
(3.2.38) Li(A) =Y upvi, =UVQ (k=12,....5).

v=1
Ezt a (3.2.36) Osszefliggésbe helyettesitve, és felhasznalva az 1.3.10 tételt, az
Ui (ViU V] =0 (k # 1) egyenletbol
(3.2.39) ViU, =0 (k#1)

kovetkezik. Ha most a (3.2.38) elgallitast a (3.2.33) Osszefiiggésbe helyettesit-
jiik, akkor az alabbi adodik:

s
(3.2.40) > UyV] =E.
k=1

A (3.2.39) és (3.2.40) Osszefiiggésekbdl kiolvashato, hogy az Gsszes Li(A)
maéatrixpolinom minimalis diadikus felbontasa teljes biortogonalis vektor-
rendszert alkot. Bevezetve a (3.2.38) alatti diadok oszlopvektoraibol, ill. sor-
vektoraibol alkotott U, ill. VT matrixokat:
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A
\

(3.2.41) U =[U,U,...Uy[; vi=1| |,
vT

(3.2.40) alapjan felirhato
(3.2.42) UV' =E,

és ebbdl

(3.243) V' =U"!
kovetkezik.

3.2.4 Matrixfiiggvény spektralfelbontasa

Helyettesitsiik be a (3.2.38) diddokat a méatrixpolinomma redukalt f(A)
matrixfiiggvény (3.2.20) alatti kifejezésébe; az igy ad6do eredmény a kivet-
kez6képpen interpretalhato.

A (3.2.20) 0sszefiiggés segitségével az f(A) matrixfliggvényt olyan projek-
torok linearis kombinaciojaként allitottuk els, amelyek diadikus felbontésa
teljes biortogonalis vektorrendszert eredményez. Ezek az oszlopvektorok,
ill. sorvektorok tehat az f(A) matrixfiiggvény jobb, ill. bal oldali sajatvek-
torai, és igy nemcsak azt bizonyitottuk be, hogy az f(A) matrixfiiggvény
— a 3.2.4 tétel feltételei mellett — hasonlosagi transzforméacioval diagonali-
zalhato, hanem ténylegesen elGallitottuk a modalmétrixot is, amellyel ez a
transzformacié elvégezhets. Ezt a jelentds eredményt a kovetkezd tételben
fogalmazzuk meg.

3.2.8 tétel. Ha az A mdtrix karakterisztikus polinomja

S

Dn(\) = [[(A =)™, ahol > ap=n,
k=1 k=1
minimdlpolinomja
AN =TT =),
k=1

és a A\ sajatértékek az f(z) figguényt elddllité hatvinysor (R sugard) kon-
vergenciakiorének belsejébe esnek, vagyis |\i| < R, akkor a A gydkhelyekhez
tartozo

A(z)

Li(z) = AW (2 — M)
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Lagrange-féle alappolinomok segitségével képezett Ly (A) mdtrizpolinomok cuy,
rangu projektorok, amelyeknek

(67
Ly (A) = Z ukvv;—v
v=1

alaki diadikus felbontdsa az f(A) matrizfiggvény jobb és bal oldali sajdtvek-
torait adja meg; az f(A) mdtrizfigguény spektrdlfelbontdsa tehdt

(3.244) f(A)=> > fw)uvy,

k=1v=1
alakban irhato fel.

Ebbdl kovetkezik, hogy bevezetve az f(\x) elemekbdl alkotott f(A) dia-
gonalmatrixot, ahol minden f(\x) elem «y-szor szerepel, az f(A) matrixfiige-
vény az ug, sajatvektorokbol alkotott U modéalmatrixszal képzett hasonlosagi
transzformécioval diagonalizalhato:

(3.2.45) f(A)=U"'f(A)U.

Abban a specialis esetben, amikor f(z) = z, megkapjuk az A matrix spekt-
ralfelbontasat, ill. a sajatértékeibdl alkotott diagonalmatrixra valé transzfor-
macidjat:

(3.2.46) A =UAU "

Tehat az a feltétel, hogy a miniméalpolinom gyokei egyszeresek, a matrix
diagonalizalhatosaganak elégséges feltétele. A 3.2.8 tétel tulajdonképpen
ennél még tobbet mond, azt ugyanis, hogy ebben az esetben nemcsak a
matrix diagonalizalhato, hanem a matrixnak barmilyen — a konvergencia-
feltételeket kielégité — hatvanysorral definialt fliggvénye is. A transzformécio
maéatrixa ugyanez a modalméatrix, tehat a matrixnak és fliggvényének kozos
a sajatvektorrendszere, a méatrix fliggvényének sajatértékei pedig a matrix
sajatértékeinek a fiiggvényei (a megfelel6 multiplicitdssal).

Most néhany példat mutatunk arra, hogyan lehet konkrét esetekben meg-
hatarozni egy diagonalizalhaté méatrix fiiggvényét, ill. spektralfelbontésat.

2. Példa. Meghatarozando sin A, valamint spektrélfelbontasa, ha

3 =3 2
A=| -1 5 =2
-1 3 0
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Megoldds. A karakterisztikus egyenlet

A—3 3 -2
MNE—A|=| 1 A-5 2|=
1 =3 A

=A=3)[AMA=5)+6]—BA—=6)+(6+2(A—05)) =
=A=3°A=2)-3A=2)+2A—=2) = (A —2)(A\? =61 +8) =
=(A—-22\—4)=0.

Az utolso alakbol leolvashatd, hogy A1 = 2 kétszeres sajatérték, Ao = 4

pedig egyszeres sajatérték.
A karakterisztikus matrix adjungéltja:

> >

(A=2)(A\—=3) —3(A—2)  2(A—2)
ajf NE—A)=| —(A-2)  (A-2)(A—1) —2(A-2)
~(A—2) 30—2)  (A=2)(A—6)

Az adjungalt matrix elemeinek legnagyobb kozos osztoja (A — 2), a minimal-
egyenlet tehat

AN =(A—-2)(A—4)=0.
Mivel ennek gyokei egyszeresek, a métrixfiiggvényt a gyokhelyekhez tar-

tozo (elséfokn) Lagrange-féle interpolacios alappolinomok segitségével meg-
hatarozhatjuk:

Li(2) = —%(z —4); La(z) = %(z _9).

Behelyettesitve z helyére az A méatrixot,

1 1'1 3 -2
Li(A)=S(E-A)=c |1 -1 2|,
|1 -3 4
1 1' 1 -3 2
Ly(A)=S(A-2B)=_| -1 3 -2
| -1 3 -2

A keresett matrixfliggvény most mar felirhato:

sin 2 1 3 -2 sin 4 1 =3 2
sinA:T 1 -1 2 +T -1 3 =2 | =
1 -3 4 —1 3 =2
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sin2 +sind  3(sin2 —sin4) —2(sin2 — sin4)
= — |sin2 —sin4d —sin2+3sind  2(sin2 — sin4)
sin2 —sin4  —3(sin2 —sin4) 2(2sin2 —sin4)

A matrixelemek numerikus felirdsatol eltekintiink. A kapott matrix spektral-
felbontasa a Lagrange-féle matrixpolinomok minimalis diadikus felbontasaval
nyerhet§. Mivel \; = 2 a karakterisztikus egyenletnek kétszeres gyoke,
azért L1(A) rangja 2, és mivel Ao = 4 egyszeres gyoke, Lo(A) rangja 1.
A Lagrange-féle matrixpolinomok diadikus felbontasa

1 [1 3 -2 ([ropfr 3 -2
Ll(A):§ 1 -1 2 =3 1 2 0 -2 21,
|1 -3 4 1 3
[ 1 -3 2 171 -3 2
1 1
LQ(A):§ -1 3 -2 =3 -1 ,
| —1 3 -2 -1
tehét
1 0 1][sin2 0 0 i
sinA=]1 2 -1 0 sin 2 0 0 -1 1
: 1 3
1 3 -1 0 0 sin 4 5 —3 1
* % %
3. Példa. Hatarozzuk meg az
0 —as a9
A= as 0 —aq
—ag al 0

harmadrendd, ferdén szimmetrikus matrix e®

polinomjaként!

exponencialis fiiggvényét A

Megoldds. A karakterisztikus egyenlet

D(A\) = |AE — A| = X? + (a] + a3 + a3)\ = 0;

innen az a = \/a? + a3 + a2 jeloléssel a sajatértékek:

A =0; Ay=tia; A3 = —ia, ahol i a képzetes egység.
A Lagrange-féle interpolaciés alappolinomok tehat a kovetkezsk:

ey = oioleria)
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z(z + ia)
La(z) = ~og
z(z —ia)
Ls(2) = =55~

Behelyettesitve z helyére az A matrixot, az alabbiakat kapjuk:

1
Li(A) = —(A” + dE),

a
L2 (A) = _ﬁ(A2 + ZaA)
1,
Lg(A) = —T‘?(A — mA).

A keresett exponencialis fiiggvény az A matrix méasodfoka polinomjaként a
kovetkezd alakban irhato:

e = eMLI(A) +eMLy(A) + e L3 (A),

azaz

1 (1 1 ; 1 1

A 2 ia 2 —ia 2

= —SA"+E - —A"— —A)|- —A+—A|=
¢ a? - c (2a2 2ia ) ¢ <2a2 +2m )
sina 4 A2 1- cosa

=E+A =

Egyszert szamolassal kozvetleniil meggydzédhetiink arrol, hogy az a' =

= [aiazas] jeloléssel A2 = aa' — a’E; ezt behelyettesitve a megel6z6
Osszefiiggésbe,

T

sin a aa
=Ecosa+ A —(1 = cosa),
azaz
a2 a CL a . aja
cosa+ %k (l1—cosa) Csinat 32 (1—cosa) “Zsina+433(1—cosa)
2
= “ sina+ *z2(1—cos a) cosa+ 2(1—cosa) “Lsina+ aza?’(l—cosa) .
2
L2 sina+ ala?’ (I1—cosa) “Lsina+ ”3;3 (1—cosa) cosa+2 ~3(1—cosa)
R

4. Példa. Mutassuk meg, hogy ha P projektormatrix, akkor

=E+ (e—1)P.
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Megoldads. A feladatra kétféle megoldast mutatunk. Az els§ a matrixfliggvény
definiciojan alapszik. Tehat esetiinkben az f(z) = e* exponencialis fliggvény
kozismert hatvanysorabol indulunk ki:

1 1 1
P =E+P+ P2+ P34 ... 4 =P ..
2 3! n!

mivel P projektor, igy P=P?>=P3 =... = P" = ... tehat
1 1 1
P_ —_ —_ DR —_—
e E+P<1+2!+3!+ +n!+...>,

azaz ¢¥ = E + (e — 1)P.

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha felhasznaljuk a P projektormétrix
spektralfelbontéasat (lasd a 3.1.3 tételt).

Legyen P minimalis diadikus felbontasa P = UV, tovabba E — P mi-
nimalis diadikus felbontasa E—P = WZT. Mivel a P matrix 1 sajatértékéhez
tartozo jobb, ill. bal oldali sajatvektorait U oszlopai, ill. VT sorai, 0 sajatér-
tékéhez tartozo jobb, ill. bal oldali sajatvektorait pedig W oszlopai, ill. ZT
sorai adjak, tehat P spektralfelbontasa

e g

Innen (3.2.45) szerint a kozépso tényezd diagonalelemeit helyettesitve az ex-
ponencialis fiiggvénybe, kapjuk:

"7 A

azaz

e =eUVI + WZT =eP+ (E-P)=E+ (e — 1)P.

* % %

5. Példa. Hatarozzuk meg a ciklikus matrixok spektralfelbontasét!

Megoldds. Minden ciklikus métrix az €2 elemi ciklikus méatrix polinomjaként
allithato els (lasd (1.4.14)); ezért elegendd, ha €2 spektralfelbontasanak a
meghatarozasara szoritkozunk. Tekintettel arra, hogy az 2 matrix permutal6
matrix is, tehat ortogonalis, ezért unitér transzformécioval diagonalizalhato
(2.8.10 tétel), és azt is tudjuk, hogy sajatértékei a komplex szamsik egység-
korén helyezkednek el (2.8.6 tétel).
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Szamitsuk ki el6szor az 2 elemi ciklikus méatrix sajatértékeit. A karakte-
risztikus polinom

A -1 0...0 0
0 X —-1...0 0
0 0 X...0 0

DA = [\E—Q| =

Ezt az els6 oszlop szerint kifejtve és zérussal egyenl6vé téve, a karakterisztikus
egyenlet

(3.247) D(\) = A" —1=0,

tehat a sajatértékek az n-edik egységgyokok.
Jelolje ezeket a tovabbiakban wyg, vagyis

2kmi

(3248) wy=en (k=0,1,2,...,n—1),

ahol 7 a képzetes egységet jeloli.

A sajatvektorok elgallitasahoz elGszor a Lagrange-féle interpoléacios alap-
polinomokat irjuk fel. Mivel a gyokok valamennyien kiillonboznek egyméastol,
az alappolinomok az alabbi alakban irhatok:

D(z)
D’()\k)(z — /\k) '

Behelyettesitve a (3.2.47) és (3.2.48) sszefliggéseket,

2" =1
Lpy(z) = ——M—.
k(2) nwg_l(z—wk)

Li(2) =

Elvégezve az osztast, az alabbi kifejezést kapjuk:

1 _ _ _ _
e (WE T T T ) =
nwk

= % (1 + Wiz +wiz2 4. +w;;—1z”*1) .
Ha most a z skaldrvaltozo helyére beirjuk az € matrixot, akkor
Li(©2) = % (E + TR+ T 4+ wzflﬂn—l) ’
azaz — a ciklikus matrixokra szokasos jeloléssel (lasd (1.4.13)) —

1
(3.249) Lp(Q) = 5C (1, 0k, @5, ..., 07 ).
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Mivel a sajatértékek egyszeresek, ezért a (3.2.49) alatti matrixpolinom egyet-
len diadként irhato fel:

1 — =2 —n—17 1
o [1 Oy Wg...wy ]ﬁ
1 2
3.250) Lp(Q)=—| %k
wzfl
Ezzel a C(co, 1, ..., cn—1) ciklikus méatrix spektralfelbontésa:
n—1 n—1 n—1 n—1
C=U <Z Cy Z Wy Z cLwy - Z c,,w,”L1> U", ahol
v=0 v=0 v=0 v=0
1 1 1 - 1 e 1
1 w1 w9 Wk Wn—1
1 1w wi ... wioo. w2y
(3.251) U= —= | oo
Vil Wy wh oo Wl L Wb
1wt Wyt wg_l w;fj

vagy — tomorebb jeloléssel —

1,/ _
(3.2.52) Clcg,c1,¢2,...,Cn1) = % [wi_ﬂ <;) c,,w,’;_1> [wg_i]

* * *

Bl

3.2.5 Lagrange-féle matrixpolinomok elGallitasa
a karakterisztikus matrix adjungaltjaval

Bizonyos feladatok kapcsan — amikor az A méatrix szerkezete szabalyos, és tet-
sz6leges n rendszam esetén kivanjuk a Lagrange-féle métrixpolinomokat meg-
hatarozni — célszerid ezek kiszamitasara a (3.2.16) képlet helyett egy maéasik
eljarast alkalmazni, amely kozvetleniil a karakterisztikus matrix adjungalt-
janak a segitségével ad explicit képletet az L (A) matrixpolinomra.

Erre vonatkozik a kovetkezs tétel.

3.2.9 tétel. Ha A(N) az A mdtriz csupa egyszeres gyokot tartalmazo mi-
nimdlpolinomgja és O(\) az adj (AE — A) mdtriz elemeinek legnagyobb kozds
osztdja, akkor az Li(A) mdtrizpolinom az

(3.2.53) Li(A) = A,(l)\k) {adj (25\)_ A) }AM (k=1,2,...,5)

képlettel szamithato.
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Abban az esetben, ha a karakterisztikus egyenlet gyokei egyszeresek, akkor
(3.2.53) a kovetkezSképpen egyszertisodik:

(3.2.54) Ly(A) = adj ME—A) (k=1,2,...,s).

1
D'(Ak)
Bizonyitds. Legyen

S

D)) = H()\ — ) ¥
k=1
az A matrix karakterisztikus polinomja,

S

AN =TT =)

k=1
a miniméalpolinomja, és allitsuk el§ a kévetkezo fiiggvényt:

A(x) — A
(3.2.55) Al) = Al).
r—y
— amely y-ban legfeljebb (s — 1)-edfokt racionalis egész fiiggvény — a
A1, Ao, ..., As gyOkhelyekhez tartozo Lagrange-féle alappolinomok segitségé-
vel:

(3256 28 =80 _ Z Alz) — Alw)

Li(y).
T—y T — A k()

k=1

A Az) — A
Mivel A(Ag) =0 és (ai\) = A'(M\g)Li(z), a fenti kifejezés Al) —A)
Xr — Ak T—y

= ZA M) Li(z)Li(y) alakban irhato. Ha ebben az azonossiagban az x

és y Valtozo helyébe matrixokat kivanunk helyettesiteni, akkor ezeket nem
valaszthatjuk meg egészen 6nkényesen. Ugyelni kell ugyanis arra, hogy az
el6forduld miiveletek tulajdonsigai a matrixok behelyettesitése utan is meg-
maradjanak — tehat hogy a szorzas e matrixokkal is kommutativ legyen és
hogy a bal oldal nevezdje helyére nemszingularis matrix kertiljon. Ha y he-
lyére az A és x helyére a AE matrixot irjuk olyan A értékkel, amely nem gycke
a miniméalegyenletnek, akkor e feltételek mind biztositva vannak. Ezért az
itt elgfordulé méatrixmiiveletek egyértelmiisége miatt nem okozhat félreértést,
ha az inverzmatrixszal végzett szorzas helyett formailag megtartjuk a skalar
azonossagban fellépd tort alakot:

AAE) —
A— ZA (Ae)Li(A) Ly (AE).
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Figyelembe véve a reciprokmatrix definiciojat, valamint a 3.2.2 tételt, ebbsl
adédoan

AE-A)
M ZA Ae)Li(A)LL(\E)

irhato. Ha most X helyére valamelyik ), sajatértéket helyettesitjiik, akkor a
jobb oldalon all6 6sszegnek csupén egyetlen tagja marad meg, mivel

Li(A\p) = Okyp-
Innen azonnal adodik a (3.2.53) (ill. a (3.2.54)) képlet. B

A kapott képletek begyakorlasara elallitjuk az alkalmazésok szempont-
jabol fontos szerepet betdlté egyenletes kontinuédns matrix spektralfel-
bontasat, majd néhany tovabbi kidolgozott példat kozliink.

6. Példa. Hatarozzuk meg a

10 1...0 0]
(32.57) K=

00 0...0 1| @1
00 0...1 0|

egyenletes kontinuans matrix (lasd (1.4.3)) spektralfelbontasat!
Megoldds. A karakterisztikus polinom ebben az esetben (1.4.20) és (1.4.31)

alapjan

(3.2.58) D(\) = | E —K|=U,(N).
Mint lattuk, a

(3.2.59) X =2cosb

transzformacioval

sin(n 4+ 1)0

(3.2.60) U,(2cosb) = gz

= 0,
azaz
(32.61) (n+ 1) =kr (k=1,2,...,n)

adodik, ahonnan

km
n+1

(3.2.62) 6 = (k=1,2,...,n).
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A (3.2.59) transzformécio segitségével a sajatértékek:

km
(3.2.63) A =2cos 1
vagyis n kiilonboz6 sajatérték van.
Az Li(K) Lagrange-féle matrixpolinomokat a (3.2.54) képlettel szamitjuk
ki. A karakterisztikus polinom derivaltja

_dD d\  (n+1)cos(n+1)0sinf — cosfsin(n + 1)0

D'(\) = —:—= = :
(%) do "~ de —2sin® 0 ’

tehat

n+1 (=1)k1
Ly km
n+1

(3.2.64) D'(\) =

sin
a karakterisztikus matrix adjungaltja pedig (1.4.24) alapjan

sinif sin(n+1—5)0
sin @ sin 6

, ha i<j,
(3.2.65) {adj (\E —K)},, =
sinjf sin(n+1—14)0
sin 6 sin 6

, ha i>j.

Ha ide A\p (3.2.63) alatti értékeit, azaz 65 (3.2.62) alatti értékeit behelyet-
tesitjiik, akkor
km

(3.2.66) sin(n+1— j)n i (—1)*"1sin

jkm
n+1

miatt

(=)=t dikr . jkm
sin sin .
2 km n+1 n+1
n+1

A (3.2.64) és (3.2.67) kifejezéseket a (3.2.54) képletbe behelyettesitve azt
kapjuk, hogy

(3.2.67) {adj ME-K)},; =

sin

tkm . jkmw

in sin ,
n+1 n+1

(3.2.68) Li(K) = [n+1 s

azaz a sajatvektorokra

(3.2.69) uf =4/ 2 sin hm sin 2k ...sin ikm ...sin nhm
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
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adodik. Ezzel a K matrix spektralfelbontasa az alabbi alakban irhato:

(3.270) K= 2z sin ik 2 cos hm sin Jkn 1/ 2 .
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

A valos szimmetrikus K matrixhoz ortogonélis modalméatrix tartozik, a
ikm

e , RN
(3.2.70) osszefiiggésbdl pedig kiolvashato, hogy az U = o sin |

modalmatrix szimmetrikus is. Ebbdl kévetkezik, hogy U involutorius méat-
rix, tehat a K méatrixot involutdrius transzformécio viszi at a sajatértékeibdl
alkotott diagondlmatrixba.

7. Példa. Hatarozzuk meg aE + bK spektralfelbontéasat!

Megoldds. Mivel a K kontinuans matrix spektralfelbontasa

(3.2.71) K =U(\,)UT,

[ 2 ik k
Ui = sin —o_ gg Ak = 2cos T (i,k=1,2,...,n),
n+1 n+1 n+1

ezért aE + bK spektralfelbontéasa

ahol

(3.2.72) aE+bK = U{a +b)\;,)UT =

2 T km 2 . kjymw
= ——sin —— | ( a + 2bcos sin .
n+l  n+l n+1 n+1l  n+l
* ok %
8. Példa. Hatéarozzuk meg
1 -1 0 0 0]a
-1 2 —1.. 0 0|
A 0 -1 2.. 0 0
0 0 0.. 2 —1
0 0 0... -1 2 |
spektralfelbontasat!
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Utmutatds. Tekintsiik elGszor a

—_
—
(e}
e}
e}

10 1...00
(3273) K= |0 1 000
00 0...0 1
00 0...10

matrixot, és az 5. Példdban megismert modszerrel mutassuk meg, hogy ennek
sajatértékeire

sajatvektorainak elemeire pedig

2 (2i—1)-(2k—1)
cos — (k=12,...,n
V2n+1 2n+1 2 ( )
adodik. Mivel az adott matrix A = E — R, ezért \j sajatértékei
~ 2k —1 2k — 17
32.74) A\ =2-2 = 4 sin? —
(82.74) e Comr1 T Mo 12

alakban irhatok, a keresett spektralfelbontas tehat

(3.2.75) A=2E-K = [ 2 (2= D@Ek—1) f} x

cos
V2n+1 2n+1 2

L 2%k—17 2 (2k—-1)(2j—1) 7
4 sin? - —1.
><< Sin >|:WCOS QTL-I-]. 2

spektralfelbontasat!
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Megoldds. Tekintsiik most elGszor az alabbi méatrixot:

11 0...0 0]
10 1...0 0/

(3276) Ko |0 1 000
00 0...0 1

00 0...1 1|
Ennek karakterisztikus polinomja:

A—-1 -1 0... 0 0
-1 X —-1... 0 0
0 -1 Ao 0 0

ahonnan ismét a A = 2 cos 6 transzformacioval

(3.2.77) D) = SnO 1O 2sinnf  sin(n — 10

sin 6 sin 6 sin 6

. 1
_ 2sinnb(cosf —1) —QSlnn951n§9

sin @

1
cos =6
2

1
A sajatértékek tehat a sin 590 =0, sinnf = 0 egyenletekbdl szamitott

k
Or = — (k=0,1,2,...,n—1)
n

alapjan
k
Ao =2cos —  (k=0,1,2,...,n— 1).
n

A karakterisztikus méatrix adjungaltjanak elemei az el6z6 feladat alapjan

~ cos(i— l)k—7rcos(n—j_|_l)k_7T
{adj ()\kE—K)}ij _ 2) n - 2) 0 i<
cos? —
2n

Felhasznalva az alabbi Gsszefliggéseket:

1\ k 1\ k
cos(n—j+§> %z(—l)kcos <j—§) %,
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tovabba
_ D dr]
1 de T de Hk_

1 1
—2n cosnby, sin §0k — sin nfy, cos® §0k

D' (A

~—

= i =
—2cos? §9k sin 0y,
—1)k
L)ﬂ_, ha k=1,2,...,n—1,
=1 2cos? —
2n

n, ha k=0,

az Ly (K) matrixpolinom elemeire a kovetkezs adodik:

= 1
LO(K)iJ = E’
= 2 (2i—Dkr  (2j— Dkn
Lk(K)ij = —cos ™ cos o™ (k=1,2,...,n—1).

A sajatvektorok elemei tehat

1
Uio = %»

(3.2.78) -
uikz\/;cosM (k=1,2,....n—1,i=1,2,...,n).

2n
Mivel az adott matrix A = 2E — I~(, ezért sajatértékei
z k k
e =2—2cos =~ =4sin® =~ (k=0,1,2,...,n—1),
n 2n

a keresett spektralfelbontas tehat

= =~ k
(3.2.79) A =2E — K = [ug] <4sin2 £> [urj],

ahol a sajatvektorok u, elemei a (3.2.78) képletbdl szamithatok.
ok *

10. Példa. Mutassuk meg, hogy a (2n + 1)-edrendii szimmetrikus ciklikus
matrixoknak n szamu kétszeres sajatértékiik van, a 2n-edrendti szimmetrikus
ciklikus matrixoknak pedig n — 1 szdmu kétszeres sajatértékiik van, és a
kétszeres sajatértékekhez tartozo sajatvektorok (valos) elemei kifejezhetSk
trigonometrikus fliggvények segitségével.
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Megoldds. Legyen C egy (2n+1)-edrend szimmetrikus ciklikus matrix, ame-
lyet az €2 elemi ciklikus matrix polinomjaként az alabbi alakban frhatunk:

2n
(3.2.80) C=cE+> Q"

v=1

A szimmetria miatt ¢, =cap41_y; tovabba Q2" = E miatt Q" 17V =07,
ezért

(3.281) C=cE+) ¢ (Q°+Q7").
v=1

Felhasznalva az elemi ciklikus matrix spektralfelbontasat, (3.2.52) alapjan

2n n
2ukmi —2vkmi H
C — g CO _|_ E CV (e 2n+1 + e 2n+1 ) ukuk
k=0 v=1

adodik, ahol i a képzetes egység, és az uj sajatvektorok elemei

1 2pkmi

Upp = ————— e P (p=0,1,2,...,2n, k=0,1,2,...,2n).
T S )

Figyelembe véve az alabbi Osszefiiggéseket:

oykmi — 2wk 2vkm ) 2vkm w2n+1-k)m
e2n+1 +e2nFl = 2cos ——, valamint cos = €08 )
2n+1 2n+1 2n+1

lathato, hogy az adott matrix egyszeres sajatértéke
n
(3.2.82) Mo =co+ Y _cu,
v=1
és kétszeres sajatértékei:

2uvkm
2n +1

n
(3.2.83) )\k:co—i-QZc,,cos (k=1,2,...,n).
v=1

A kétszeres sajatértékekhez tartozo sajatvektorok uy és us,+1—_k, a spektral-
felbontés tehat

n
C= (co + Zc,,) uoug'—i—

v=1

n n
vkm
2 L —_— H nil_p - ut .
+kZ:1 (Co + ;C cos 2n+1> (ukuk + U2p41-k u2n+1—k)
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Tekintettel arra, hogy az adott matrix szimmetrikus, valos sajatvektorokat
keresiink. Ezeket megkapjuk, ha a kétszeres sajatértékekhez tartozé lineéri-
san fliggetlen sajatvektorokat megfelels linearis kombinacioikkal helyettesit-
jik. Bevezetve a mésodrendi

1

V2
T =
1

V2

(3.2.84)

i

V2

V2

www.interkonyv.hu

unitér matrixot, és figyelembe véve, hogy

uy _
k -

1 1 Lon, w
ﬁ(uk + u2n+1—k)ﬁ(uk — Ugpt1-k) E(uk + U, 1-g)

H H H
wpuy + Uony1ok - Uhy g g = Wk Uzpq1-x] TT [u
2n+1—k

1 H H ;
—(—u, +uy,,q_
Z\/§( k ont1-k)

v [

T T
] = ViVp + WpwW,,
Wi

ahol a vy, ill. wy sajatvektorok altalanos elemei

(3.2.85) wpi = 2 cos 2phr s Wy = 2 sin 2phm
P Vont1 " 2n+1 PPN 1T 2n 1

(p=0,1,2,....2n, k=1,2,...,n),

a spektralfelbontas pedig

(3.2.86) C = (co +2)° cy> upug +

v=1
" - 2ukm
+ ,; (co + 2 ; C, COS 271——|—l> (Vkvg + wkwT> .

Ennek alapjan felirhato a paratlan, (2n+1)-edrendi C szimmetrikus ciklikus
matrix f(C) fiiggvényének altalanos eleme is:

1 n
_ - 9 5
2n+1f<60+ ;C)-‘r
f (co+2chcos
v=1

(32.87) {f(O)},, =

2
+ 2n+1 ;:1

2vkm o (p—q)2km
2n+1 2n+1
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Innen is lathaté, hogy a kapott matrix szimmetrikus és ciklikus, mivel al-
talanos eleme csak a p — ¢ indexkiilonbség abszolut értékétsl fiigg.

Ha a szimmetrikus ciklikus matrix rendszama péaros (2n), akkor az ered-
mény csupan annyiban modosul, hogy a matrixnak nem egy, hanem két egy-
szeres sajatértéke lesz. Ebben az esetben ugyanis

n—1
(3.2.88) C=¢E + Z AW+ Q7)) + e, 0",

v=1
és most a 2n-edrendii elemi ciklikus matrix spektralfelbontasat felhasznalva,
az egyszeres sajatértékek:

n—1

Xo=co+2Y e +en

(3.2.89) =l

n—1

Ap =co+2 Z(_l)ycu + (_l)ncna
v=1

a kétszeres sajatértékek:

n—1
vkm
(3.2.90) \p =co+2 Z €y €08 —— + (—1)kcn (k=1,2,...,n—1).

v=1

A megfelels sajatvektorok elemei ebben az esetben

1 —1)P
(3.2.91) uPO:\/—Q_n’ Upn, = (\/% (p=0,1,2,...,n—1),
tovabba

1 k 1 k
(3.2.92) v = ﬁ cos Z%, Wyl = ﬁ sin]%

(p=0,1,2,....2n—1; k=1,2,....n—1).

Paros, 2n-edrendii szimmetrikus ciklikus matrix fliggvényének &ltalanos
elemét tehat ezek alapjan a kovetkezd alakban nyerjiik:

(3293) {f(O)},, = %{f ( fet2y ) "

v=1

+ (—1)ptaf <c0 + (=), + 2712(—1)”@) }+

— — vkm (p—q)km
Zf (co—i-(—l)kcn—l—QZC,, cos T) cos L LT

n
k=1

S|

+
v=1

* * *
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3.3 KOMMUTATIV BLOKKOKBOL ALLO
HIPERMATRIXOK

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy az 1.5 szakaszban targyalt
hiperméatrixok determinénsanak, spektralfelbontasdnak és fliggvényének a
meghatarozasaban milyen egyszertisitések valnak lehet6vé, ha a hipermatrix
blokkjai a szorzasra nézve kommutativak.

3.3.1 A hipermatrix determininsa

Tekintstink elGszor olyan masodrendi hiperméatrixokat, amelyeknek blokk-
jai nemkommutativ (azonos rendi) kvadratikus matrixok és hatarozzuk meg
a hipermétrix determinasat. Tegyiik fel, hogy a f6diagonalisban all6 blokkok
nemszingularis métrixok. Az 1.5.3 tételben megmutattuk, hogy az ilyen hiper-
matrixok determindnsanak kiszamitasa kétféleképpen is redukalhaté alacso-
nyabb rendd determinansok kiszamitasara (lasd az (1.5.16) és (1.5.17) Osz-
szefiiggéseket).

Vegyiik figyelembe, hogy azonos rendd determinansok szorzasa ugy is el-
végezhetd, hogy a megfelel§ matrixok szorzatanak vessziik a determinanséat;
mivel a determinansokat barmilyen sorrendben Osszeszorozhatjuk, ezért a
végeredményt nem befolyasolja, ha a megfelel§ matrixokat kiilénbézd sor-
rendben szorozzuk ssze. Igy a keresett determinans kiszamitasara a kovet-
kez6 négy képletet kapjuk, amelyek természetesen ugyanazt az eredményt
adjak:

|AD - ACA"'B|, |AD-BD'CD|,

(3.3.1) ) .
IDA - CA"'BA|, |DA —-DBD 'C|

Konnyen meggy6z&dhetiink arrél, hogy ha a mésodrendt hipermatrix vala-
melyik sordban, vagy valamelyik oszlopaban all6 blokkok kommutativak, ak-
kor a (3.3.1) alatti formulak valamelyike lényegesen leegyszertisodik. Igy a
kovetkezd Osszefiiggéseket nyerjiik:

ha AC = CA, akkor a determinéns |[AD — CBj;
ha AB = BA, akkor a determinéns |DA — CBj;
ha CD = DC, akkor a determinans |AD — BC];
ha BD = DB, akkor a determinins |DA — BC]|.

Lathato, hogy a keresett determinans ezeknek az eseteknek mindegyikében
a hipermatrix blokkjaibol a mésodrendd determinans képzési szabalyanak
megfelelen szamitott méatrix determinansa lesz, de attol fliggéen, hogy me-
lyik két blokk felcserélhets, a képletek koziil csak az egyik érvényes.
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Ha viszont a négy blokkbol all6 hipermatrix blokkjai mind kommutativak,
akkor az egyes blokkok sorrendje teljesen kozombdés, és a fenti négy képlet
barmelyike alkalmazhato. Ezt a gondolatot tetszéleges rendti, kommutativ
blokkokbol 4ll6 hipermatrixra alkalmazva, célszertinek mutatkozik a hiperde-
terminans fogalmanak bevezetése.

3.3.1 definicié. Ha [A;j] olyan n-edrendd hipermdtriz, amely m-edrendd
kommutativ blokkokbol dll, akkor azt az m-edrendid mdtrixot, amely ugyanigy
szamithato az [A;j] hipermdtriz A;;j blokkjaibol, mint ahogy a kézénséges [ai;]
mdtriz determindnsa szamithato az a;; skaldrelemekbol, hiperdeterminans-
nak nevezzik és Det [A,;;]-vel jeloljik:

Det [AZ]] = Z(_l)IAlwA2y2 e Am/n.
(n})

Megjegyzés. Ne tévessziik szem el6l, hogy mig a kozonséges matrix determinansa skalar
érték, addig a hipermatrix hiperdeterminansa m-edrendd kvadratikus matrix!

E definici6 segitségével a kommutativ blokkokbol allo, masodrendi hiper-
méatrix determinansanak kiszamitasi szabalya a kovetkezGképpen fogalmaz-
hat6 meg: a mésodrendd hiperméatrix determinansa egyenlé a hiperdeter-
minéns determinansaval. Az alabbi tételben altalanositjuk ezt az eredményt
tetszbleges rendszami, kommutativ blokkokbol allo hipermatrixokra.

3.3.1 tétel. Legyen [A;;] egy m-edrendi kommutativ blokkokbol dlls, n-ed-
rendd hipermdtriz. Az [A;j] hipermdtriz determindnsa egyenld o hiperdeter-
mindns determindnsdval (lasd [27]):

Bizonyitds. 1dézziik fel a matrixok minimaélis diadikus felbontéséara vonatkozo
1.3.1 tételt. Ott feltettiik, hogy — esetleg sorok és oszlopok atrendezésével —
minden egyes diad levonasa utan a kapott métrix bal fels§ sarokeleme zérustol
kiilonb6zs. Megmutattuk, hogy ebbdl sziikségképpen kovetkezik a métrix
triangularis faktorizacioja, és az a tény, hogy a méatrix bal felsd sarokminorai
zérustol kiillonbozoek. Az 1.7.3 tétel szerint ennek megforditasa is igaz: ha egy
matrix bal fels§ sarokminorai zérustol kiilonbo6z6ek, akkor lehetséges a matrix
triangularis faktorizacioja. Tegyiik fel tehat, hogy az A matrix elgallithato
az alabbi alakban:

* X =
—_
<
—_
<
%)
£
w
—
—_ %
—_

(333) A=

*
*
*
—_
<
3
—_
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ahol az els6 tényezd also, a harmadik tényezd fels§ haromszogmatrix (a csil-
laggal jelolt elemek zérustol kiilonboz6ek lehetnek), a masodik tényezs pedig
olyan diagonalmatrix, amelynek elemei A bal felsG sarokminorai segitségével
a kovetkezGképpen fejezhetsk ki:

Dy,

3.3.4 up = ,
(334) w=

ahol Dy az A matrix k-adrendi bal fels6 sarokminora. Ha ugyanis generalo
elemként mindig a bal fels6 sarokelemet valasztjuk, és az igy adodo also,
illetve fels¢ haromszogmatrix féatlojaban allo elemeket jobbra, illetve balra
kiemeljiik, akkor megkapjuk a kozéps6 tényezs uj diagonalelemét. Képezve
mindkét oldal k-adrendid bal fels6 sarokminorat, a Dy = ujus ... u; 0ssze-
fiiggést nyerjiik, ahonnan azonnal kovetkezik (3.3.4).

Alkalmazzuk ezt a segédtételt az [A;;] hipermatrixra, amelynek blokkjai
kommutativak. A Dy sarokminorok most olyan hiperdeterminansok, amelyek
ugyanugy szamithatok az A;; blokkokboél, mint ahogy a Dj minorok az a;;
skalar elemekbdl. Az A;; blokkok kommutativitdsa miatt a D méatrixok is
kommutativak, a minorokra tett kikotés miatt pedig nemszingularisak. Ezért
a (3.3.3) alaku felbontast az [A;;] hiperméatrixra alkalmazva,

E 0 01 [U; E x *

*x E 0 0 U, 0 E =« *
(3.35) [Ay]=|* * E...O ' 0 0 E ...« ’

* k% E U, |0 0 0 E

ahol Uy, = DkD;_ll. Képezziik az [A;;] hipermatrix determinansat. Mivel
az also és a fels6 haromszogmaétrix determindnsa 1, a keresett determinans a
kozéps6 tényezd diagonélisaban allo blokkok determinédnsanak a szorzata:

[To.
k=1

A kommutativitas miatt azonban

[Ay] = T 1uxl =
k=1

[[ U+ =DiD.D;'D;D; ... D,D; !, =D,
k=1

tehat HA”H = |D,| = |Det [A;;]|, amit bizonyitani kellett. B

Megjegyzés. Az a feltétel, amelyet a bizonyitas soran alkalmaztunk, hogy ti. a bal fels§
sarokminorok nem lehetnek zérussal egyenléek, nem jelenti az altalanossag megszoritasat.
Ha ugyanis ez nem teljesiil, akkor nemszingularis matrixok esetén a sorok és oszlopok
mindig atrendezhetdk gy, hogy a sarokminorok mind zérustoél kiilonbozGek legyenek és ez
a determinéansnak legfeljebb az elGjelét valtoztatja meg.
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3.3.2 Matrixok direkt szorzata

3.3.2 definicié. Az m-edrendd A és az n-edrendd B mdtrizok A @ B-vel
jeldlt direkt szorzatan az

Abir Abia...Abi,
Abs;  Abgy...Abs,

(33.6) A@B=][Ab;] =

n-edrendd hipermdtrizot értjik.

A direkt szorzat tehat olyan m-edrendii hipermétrix, amelynek a blokkjai
valamennyien az A méatrix skalar tobbszorosei, mégpedig az iy indexti blokkot
ugy kapjuk, hogy az A matrixot megszorozzuk a B méatrix ij indext elemével.
Ezért a blokkok természetesen kommutativak (lasd pl. [12]).

11. Példa. A 3.3.1 tétel alkalmazasaval szamitsuk ki az A ® B direkt szorzat
determinanséat.

Megoldas. A hiperdeterminans tugy szamithato, hogy az A maétrixot els-
szor formalisan skalarként kezeljiik és kiemeljiik az A tényez6t [Ab;;] minden
sorabol: |[Abij]| = A”|[bij}|. Ezutan figyelembe vessziik, hogy A egy m-ed-
rendd matrix:

Az igy kapott m-edrendd matrix a hiperdetermindns. Ennek deter-
minénsét |A"[B|| = [B|™|A"| alakban kapjuk, vagyis (|A"| = |A|" miatt)

(3.38) |A®B|=[B/"A[".
* * *

Hogy jobban megismerkedjiink a direkt szorzat fogalmaval, néhany egy-
szert példan megmutatjuk alkalmazasat.

12. Példa. Irjuk fel direkt szorzatként az alabbi hiperdiagonal-matrixot:

A 0 0...0]0
0 A 0...0[@
0 A...0
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Megoldds. Vegyiik észre, hogy ez a hiperdiagonal-méatrix, melynek diagonal-
blokkjai az m-edrendii A maétrixszal egyenl6ek, felirhaté az m-edrendd A
matrix és az n-edrendii egységmaétrix direkt szorzataként:

A 0..07C
2
(339) AnoE,= |0 A0
0 0...A|

k *k k

Ha a (3.3.9) direkt szorzatban a tényezok sorrendjét megforditjuk, akkor

a1 E arE...anE

(3.3.10) E,®A,, = annE  anE...a,E
e n m —

amE  amE .. ammE

adodik, azaz olyan hipermatrix, amelynek a blokkjai az n-edrendd egység-
matrixnak a tobbszorosei. Innen is lathatd, hogy a direkt szorzat nyilvan
nem kommutativ. Nem nehéz azonban belatni, hogy a sorok és oszlopok
ugyanolyan atrendezésével, vagyis alkalmasan valasztott permutélé matrix-
szal végzett ortogonalis transzformacioval a direkt szorzat tényez6i felcseré-
16dnek; tehat létezik olyan P permutalé matrix, hogy P(A,, ® E,)PT =
=E, ® A,,, vagy altalanosabban

(3.3.11) P(A,, ®B,)P' =B, ® A,,.

Gyakorlasképpen meggy6zédhetiink arrol, hogy ez a P = [P);] permutéalo
maétrix olyan n X m tipust blokkokbol all6 hipermétrix, amelynek blokkjai
n-edrendd, ill. m-edrendi megfelel§ egységvektorokbol képzett diadok:

(3.3.12) = el

ij ez(jm)T.

13. Példa. Alakitsuk a4t a masodrendd A és a harmadrendd B matrix
direkt szorzatat az elemek megfelel6 atrendezésével a harmadrendi B és a
maéasodrendd A direkt szorzatéara.
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Megoldads.
(100000 07 [ AbyyiAby,!iAby [ [10000 0]
001000/ [ N 000100
00100i1 0 L 010000
010000 0] |AbiAbeiAbs || g40i071 |
00 01i0 0] oo proe 001:000
(0000 0i0 1| | AbgyiAbsy|Abss | [000:00 1]
_ | Bai1 i Baxo
Bay; | Bass

* * *

Az 3.3.2 definiciobol kovetkezik a direkt szorzatok szorzasara vonatkozod
kovetkezd tétel.

3.3.2 tétel. Ha A és C két m-edrendi, B és D pedig két n-edrendid mdtriz,
akkor

(3.3.13) (A®B)(C®D)=AC®BD.
Bizonyitds. A definici6 alapjan felirhato:
(A ®B)(C ®D) = [Abi][Cdy;].

A hipermétrixok szorzéséra vonatkozo tételbdl (lasd (1.5.3)) kovetkezik,
hogy a szorzat olyan hipermatrix lesz, melynek minden blokkja AC t6bbszo-

rose, az ¢j indexd blokk egyiitthatéja pedig Z birdy;. Vagyis
k=1

(A®B)(C®D) = [AC 3 bikdk]} — AC®BD,
k=1

amit bizonyitani kellett. l

14. Példa. Hatarozzuk meg az A ® B direkt szorzat inverzét!

Megoldas. A 3.3.2 tétel alapjan kozvetlenill meggyGzédhetiink arrol, hogy két
matrix direkt szorzatanak az inverze egyenlé a métrixok inverzének a direkt
szorzataval:

(AeB) '=A"'®B!,
hiszen a beszorzassal valoban az mn-edrendi E,,, egységmatrix adodik:

(A@B)A' @B ') =E, ®E, = E\,.
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3.3.3 Hipermatrix spektralfelbontasa

Amint az el6z6ekben lattuk, a hipermétrix blokkjainak kommutativitasa
lényeges egyszertisitéseket tesz lehetévé hiperméatrixok determinansédnak a
kiszamitasaban. Onként adodik tehat a kérdés: vajon a sajatértékek és
sajatvektorok meghatarozasaban is elényt jelent-e az a megszoritas, hogy
a hipermétrix blokkjai kommutativak. Mint latni fogjuk, az ilyen specialis
hipermatrixok spektralfelbontésa — bizonyos korlatozasok mellett — altala-
ban valoban egyszertibben hatarozhaté meg, ha kihasznéljuk a blokkok kom-
mutativitasat. Az alabbi eljaras f6 el6nye réviden ugy fogalmazhatd meg,
hogy mn-edrendii matrixok spektralfelbontasanak a feladata m-edrendi és n-
edrendi méatrixok spektralfelbontasanak meghatarozasara redukalhaté. Eh-
hez azonban bizonyos megszoritasokat kell alkalmaznunk, amelyek biztositjak
az Osszes el6fordulo matrixok teljes sajatvektor-rendszerének létezését, vagyis
azt, hogy a matrixok egyszertd struktirdjiak legyenek. A tétel megfogalma-
zasanak egyszertsitése, tovabbé bonyolult jelolésmod elkeriilése érdekében a
sziikségesnél erGsebb megszoritéast tesziink, mégpedig azt, hogy a hipermatrix
blokkjai egy hermitikus A matrix fiiggvényei. Ezek lehetnek racionalis fiigg-
vények, vagy olyan hatvanysorral definialt fiiggvények, melyekre a konvergen-
cia feltételei teljesiilnek. A kés6bbiek kedvéért még egy korlatozast tesziink
ezekre a fliggvényekre. Jel6lje a hipermatrix ij index® blokkjat

Aij = fij(A).

Feltessziik, hogy az f;;(z) fliggvényekre teljesiil

fij(2) = fji(2).

Ez a korlatozas is gyengithetd, azonban a tétel megfogalmazasat nehézke-
sebbé tenné. Végiil felhasznaljuk két vektor direkt szorzatanak a fogalmat.
Bar ez a fogalom a 3.3.2 definici6 specialis eseteként természetszertileg ado-
dik, érdemes kiilon is megfogalmazni.

3.3.3 definicié. Az m elemt a' és azn elemi@ b sorvektorbdl képezett
(3.3.14) a'®@b' =[a'h; a'by...a'b,]=

= [[albl agby ... ambi][arby  asgba...ambs].. . [a1b, a2b, ... ambn]]
hipervektort a' és b' direkt szorzatanak nevezziik.

Oszlopvektorokra teljesen hasonloan értelmezhets a direkt szorzat. Ezek
utan a kovetkezsképpen fogalmazhaté meg a hipermétrixok spektralfelbon-

tasanak elsallitasara vonatkozo tétel.*

*A tétel lényegében megtalalhatéo Egervary dolgozataban (lasd [27]), bar annak meg-
fogalmazasa és bizonyitasa is eltér az itt kozolt valtozattol.
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3.3.3 tétel. Legyen A egy m-edrendi hermitikus mdtriz, melynek spektrdl-
felbontdsa

(3.3.15) A =U(a,)U Zakukuk,

az fij(z) hatvdnysorba fejthetd figguények (i,5 =1,2,...,n) elégitsék ki az

(3.3.16) fij(2) = fii(2)

feltételeket, és az aj sajatértékek legyenek valamennyi f;;(z) figgvény
konvergenciakirének a belsejében. Legyen tovdbbd az n-edrendd [fij(ax)] (her-
mitikus) mdtrizok spektrdlfelbontdsa

(3.3.17)  [fij(ar)] = V®) <)\l(k)>V(k)H = 2:)\l(k)vl(k)vl(k)H (k=1,2,...,m).
=1

Ekkor az [fij(A)] hipermdtriz spektrdlfelbontdsa

n

(3.3.18) [f(A)] =3 S A" (e @ vi?) (ulf @ v{)

=1 k=1
alakban dllithato eld.

A (3.3.18) osszefiiggésbdl kiolvashato, hogy az f;;(A) blokkokbol &ll6 hi-
permatrix sajatértekeit az [fi;(ax)] matrixok sajatértékei (k = 1,2,...,m),
sajatvektorait pedig az A matrix sajatvektorainak és az [fi;(ax)] matrixok
sajatvektorainak direkt szorzatai szolgaltatjak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ismert az m-edrendd hermitikus A matrix
(3.3.15) alaku spektralfelbontasa. Ennek felhasznalasaval az fi;(A) matrix-
fliggvények spektralfelbontasara

(3.3.19) fij(A me (ap)upull (3,5 =1,2,...,n)

adodik.
Ha most figyelembe vessziik, hogy az f;;(A) blokkokbdl all6 [fi;(A)] hi-
permétrix az n-edrendi

(n) \(n)T
Ez]* zn ]L
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matrixegységek segitségével az

(3:3.20) [fi;(A Zme eielT

1=1 j=1

alakban irhato, és behelyettesitjiik a (3.3.19) kifejezéseket, akkor az

THEVES 35 9) SIS ERER L

=1 j=1 k=1

majd az Osszegezés sorrendjének felcserélésével az

fzy Zukuk ®sz” ak n) gn

i=1 j=1

Osszefiiggést nyerjiik. Mivel a direkt szorzatok masodik tényezGjében szereplé
kettSs szummék az fi;(ax) elemt n-edrendd hermitikus matrixokat allitjak
elé:

SN fiilan)elM e = [fijan)] (k=1,2,...,m),
i=1 j=1

a (3.3.17) osszefiiggésekkel adott spektralfelbontasuk behelyettesitésével

iy (A Zuwk ®Z/\(k) (k)

adodik. Az itt felléps direkt szorzatokra alkalmazva a 3.3.2 tételt:

(3:3.21) wpuy ®V(k)vl(k)H = (ux ®V(k))<uk: ®Vz(k)H)’

végiil a (3.3.18) alatti spektralfelbontast kapjuk. W

Megjegyzés. A bizonyitasbol kovetkezGen az A matrixrol elég lenne feltenni, hogy egyszert
struktaraja, tovabba az f;;(z) fiiggvényekrdl elég lenne feltenni, hogy az A matrix ay
sajatértékeinek behelyettesitésével adodo [fij(ax )] matrixok mind egyszert struktarajaak.
Ezek a feltételek biztositanak még a teljes sajatvektor-rendszer létezését, vagyis a spekt-
ralfelbontés elGallithatosagat.

Abban a speciélis esetben, amikor f;;(z) = b;;2, és a B = [b;;] hermitikus

matrix spektralfelbontésa

(3.3.22) B=V(p)V Zblvlvl,
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akkor [fi;(A)] = [bj;A] = A ® B, és igy a direkt szorzat spektralfelbontéasa
a 3.3.3 tétel specidlis eseteként automatikusan adédik. Itt azonban a V
modalmatrix fiiggetlen a k indextdl, ugyanis

[fij(ar)] = [bijar] = ax[bi] = V{arbi) V"

A 3.3.3 tétel kovetkezményeként tehat kimondhato, hogy az A és B matrix
direkt szorzatanak sajatértékei az A matrix ay sajatértékeinek és a B matrix
b; sajatértékeinek axb; szorzatai (k =1,2,...,m; 1 =1,2,...,n), sajatvekto-
rai pedig az A méatrix uy sajatvektorainak és a B matrix v; sajatvektorainak
u; ® v direkt szorzatal.

3.3.4 Kronecker-polinomok

A 3.3.3 tétel kovetkezménye altaldnosithaté az tn. Kronecker-polinomok
spektralfelbontasara [37].

3.3.4 definicio. Az A és B mdtriz Kronecker-polinomjan a

(3.323) T=> Y cuA'@B”
() (w)
kifejezést értjik, ahol p és v véges sok nemnegativ egész értéket felvehet.
Az 3.3.3 tételbdl, ill. annak két matrix direkt szorzatara vonatkozo spe-

cialis esetébdl kozvetleniil kivetkezik a Kronecker-polinomok spektralfelbon-
taséra vonatkozo kovetkezs tétel.

3.3.4 tétel. A (3.3.23) Kronecker-polinom spektrdlfelbontdsa a (3.3.15) és
(3.3.22) jelolések segitségével

3D cwAreB =) (Z > cuyaﬁbl”> (w,@v) (uf @vy')
(1)

(v) (v I=1k=1"(v)
alakban dllithato eld.

A matrixfliiggvények elGallitasara vonatkozo tételbdl természetesen kovet-
kezik az is, hogy egy Kronecker-polinom tetszéleges fliggvénye — ha az létezik
— ugyancsak elGallithato a fenti spektralfelbontas segitségével.

3.3.5 tétel. Legyen g(z) olyan figgvény, amelyre a g(T) mdtrizfigguény
létezik, ahol T a (3.3.23) alatti Kronecker-polinom. FEkkor a g(T) figguény
ij indexd blokkjdnak pq indexd eleme

(3.324) {g(T)}tijpg = Z Z 9 (Z Z CW“ZW) UpkVilUqkUji

=1k=1 N() ()

alakban irhato fel.
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15. Példa. Hatarozzuk meg az

L2 m
(4 1 -1 1
1 4 1
e
-1
1 4 -1
—;—1_ ------------------ 4 ";-f __________________________ e
1 1 4
. (2
S
-1 1 4
M= | T Bt N g
1
-1
_______________________________________ T Y e
-1 1 4
.
1 1 4

hipermétrix spektralfelbontasat!

Megoldds. Mindenekel6tt észre kell venniink, hogy az

2 -1 a
-1 2 -1 (2
(3.3.25) A, =
N
-1 2 1 (m

kontinuans méatrix segitségével az adott hipermatrix a kdvetkezs particionalt
alakban {rhaté:

A +2E -E
-E A+2E -E
M = -E A+2E
E
—-E A +2E
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Ha az igy felirt hiperméatrixot két hipermatrix osszegeként irjuk fel:

A 2E -E
A -E 2E -E
M = A + -E 2E ,
A —E 2E

akkor a direkt szorzat definiciojabol (a (3.3.9) és (3.3.10) példak alapjan)
lathato, hogy az adott matrix

(3326) M=A,,E,+E,,®A,

Kronecker-polinom alakjaban irhato fel. Tekintettel arra, hogy a (3.3.25)
maétrix a jol ismert kontinuédns matrix, amelynek sajatértékeit és sajatvekto-
rait explicit alakban is ki tudjuk fejezni, az adott M méatrix spektralfelbontasa
is felirhato explicit alakban. Figyelembe véve tehat, hogy A, sajatértékei

A = 4sin®
& sin 2m+ 1)’

sajatvektorainak elemei pedig

(m)_ 2 . plmr
Uy’ =4[ ——sln R
p Vm+1 m+1

az adott M hipermatrix sajatértékeire

km I
3.3.27) A+ AM —4sin? T 4 ggin? -
(8:3.27) A7+ S Tri s B Ty

adodik, M elemei pedig a spektralfelbontas segitségével a kovetkezs alakban
irhatok fel:

m

4 n . km
(3328) [M]ij,pq = m Z Z (4 Sln2 m'i‘

1=1 k=1
. 9 T . pkm . qkm . diw . jlw
+4 sin sin sin sin sin .
2(n+1) m+1  m+1 n+l  n+l
x % *

Megjegyzés. A (3.3.23) osszefiiggéssel definialt Kronecker-polinomnak azt a specialis esetét,
amiben az egytitthatok cor = cip = 1, a tObbi egylitthaté pedig zérus, az A,, és B,
matrix Kronecker-féle dsszegének nevezziik. A fenti példaban vizsgalt M maéatrix tehat az
m-edrend( és az n-edrendd A,,, ill. A, matrix Kronecker-féle Gsszege.
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Az alabbiakban két matrix Kronecker-féle 6sszegének egy specialis fiigg-
vényét, nevezetesen az exponencialis fliggvényét vizsgaljuk meg, és bebi-
zonyitjuk azt a meglepd tulajdonsagat, mely szerint egyenls az egyes mét-
rixok exponencialis fiiggvényének direkt szorzataval. Tételben kimondva
(lasd [2]):

3.3.6 tétel. Ha A,, tetszdleges m-edrendid, B,, pedig tetszdleges n-edrendd
matriz, akkor fenndll az

(3329) eAmPEnTEn®Bn _ jAm o oBn

dsszefliggés.

Bizonyitds. Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy a kitevében szereplé mat-
rixok a szorzas miveletére nézve kommutativak, amibdl kévetkezGen a kitevs
hatvanyaira alkalmazhaté a binomialis tétel. Ugyanis az 3.3.2 tétel felhasz-
nélasaval

(Am ® En)(Em ® Bn) = Am ® Bn, ill. (Em ® Bn)(Am ® En) = Am X Bna

tehat a (3.3.29) Osszefliggés bal oldalan 1évs exponencialis fliggvény hatvany-
soranak egyes tagjait felirhatjuk a binomialis tétel segitségével:

(oo}

1
eAnOEnFEn @By — N " (A, @ By + Ep @ B,)P =
p=0""
—ZZ A OB, (Ey @B, )P F =
p=0 k= 0 !
B ) pramvp
I(
p=0 k= ok p—k)!

A (3.3.29) Osszefliggés jobb oldalan allo fliggvények hatvanysoranak direkt
szorzatabol adodoan pedig

A B =3 ALY B =3 AL ¢ B
! =0 j=0

Ha most tgy rendezziik at ezt a kettés szummaét, hogy rendre azokat a hat-
vanyokat gytjtjiik 0ssze, amelyekre a kitevSk 6sszege allando, tehét

i+j=p (p=0,1,2,...),
akkor i = k, j = p — k helyettesitéssel az alabbi adodik:
7 _ k k
BPBENTREIS ) g T
i=0 j=0 p=0 k=0

és ezzel a tételt bebizonyitottuk. W

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

3.4 ... ELOALLITASA A MINIMALPOLINOM TOBBSZOROS GYOKEI ESETEN 311

3.4 MATRIXFUGGVENY ELOALLITASA
A MINIMALPOLINOM TOBBSZOROS
GYOKEI ESETEN

Miel6tt ratérnénk az altalanos targyalasra, egyszeri példat mutatunk olyan
matrixra, amelynek minimélpolinomja t6bbszoros gyokot is tartalmaz.

16. Példa. Hatarozzuk meg az A = [é ﬂ matrix minimalpolinomjanak
gyokeit!

Megoldds. Az A matrix karakterisztikus polinomja

A—-1 -1

D()\)—)\EA—’ 0

—0-1p,

—1
Az adjungalt matrix elemeinek legnagyobb k6zos osztoja 1, ezért a minimal-
polinom megegyezik a karakterisztikus polinommal: A(X)=D(\)=(A—1)%.
Az adott méasodrendii A matrix minimalpolinomjanak tehat \ = 1 kétszeres
gyoke.

a karakterisztikus matrix adjungaltja pedig adj (AE — A) = P 6 ! \ ! } .

3.4.1 Matrixfiiggvény eldallitasa Hermite-féle matrix-
polinomok segitségével
A minimalegyenlet egyszeres gyokei esetén lattuk, hogy a Lagrange-féle
maétrixpolinomok segitségével sikeriilt tetszéleges fokszamu méatrixpolinomot
— és ezaltal matrixfiiggvényt is — a minimélpolinomnal alacsonyabb fokszamu
matrixpolinomra redukalni. Most azt mutatjuk meg, hogy ha a minimalpoli-
nomnak t6bbszoros gyoke is van, akkor az un. Hermite-féle mdtrizpolinomok
teszik lehet6vé ezt a redukciot.
Legyen az n-edrendd A matrix karakterisztikus polinomja

S

D(\) = |AE — A| = JJ(A = M), ahol > oy =mn,
k=1 k=1

minimalpolinomja pedig
S

AN =[]V = M), ahol s <> y=mZn,

k=1 k=1
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és tegyiik fel, hogy a A\ sajatértékek az f(z) = Z cxz" hatvanysorral defi-
k=0

nialt f(z) fiiggvény konvergenciakorének belsejébe esnek. Feladatunk az f(A)

matrixfliggvény elallitasa. A 3.2.2 pontban megadott értelmezés szerint:

N
f(A)= lim Sx(A)= lim_ ;OckA’f,

vagyis az f(A) matrixfiiggvényt matrixpolinomok sorozatéanak hatarértéke-
ként definialjuk — amennyiben ez a hatarérték létezik. Az f(A) matrixfiige-
vény elGallitdsat ez esetben is az teszi lehetéve, hogy az Sy (A) részletdsz-
szegeket egy, a minimélpolinomnal alacsonyabb fokszamu polinomra redukal-
juk, és igy a matrixpolinom-sorozat hatarértékét visszavezetjiik szdmsorozat
hatarértékére. Képezziik e célbol ismét az Sy(z) polinomnak (N > m) a
A(z) minimalpolinomra vett, eztttal legfeljebb (m — 1)-edfokt Ry (z) osztasi
maradékat:

(3.4.1)  Sn(z) = A(2)q(z) + BRn(2).

Az Ry(z) polinom meghatarozasahoz most m feltétel sziikséges; tehat —
szemben a minimalpolinom egyszeres gyokeinek esetével — nem elegendd an-
nak az ismerete, hogy a A, helyeken az értéke megegyezik az Sy(z) poli-
nomnak ott felvett értékével, mert ez mindossze s < m feltételt ad. Mivel
jelen esetben a minimélegyenlet \; gyokeinek a multiplicitasa vx (és a vk
értékek koziil legalabb az egyik nagyobb, mint 1, kiilonben a méar targyalt
csupa egyszeres gyok esetével allnank szemben), ezért a A(z) minimalpoli-
nom elss, masodik, ..., (yx — 1)-edik derivaltja a Ay helyen zérus. Emiatt a
(3.4.1) azonossagbol kovetkezik nemcsak az, hogy Ry (Ax) = Sn(Ak), hanem

RP D00 = S50 (k=1,2009),

S
Ez Gsszesen éppen Z i = m feltétel, amelyek az Ry (z) legfeljebb (m — 1)-
k=1
edfoku polinomot egyértelmtien meghatarozzak. Azt az eljarast, amellyel ez a
polinom meghatarozhato, Hermite-féle interpoldcionak (b&vebben lasd [18])
nevezziik. Az Hermite-féle interpolécio lényegében a Lagrange-féle interpola-
ci6 altalanositasa arra az esetre, amikor az z1, o, . .., s alappontokban nem
csak az y1,va2,...,ys figgvényértékek adottak, hanem az y, vy, ... ,yg”‘_l)
S
szukcessziv derivaltak értékei is. Ha Z’yk = m, akkor m feltételiink van,

k=1
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és ezekbdl m szamu egyiitthatot hatarozhatunk meg egyértelmtien, vagyis
a legalacsonyabb fokt T'(x) racionalis egész fliggvény legfeljebb (m — 1)-
edfoki polinom. Most is ahhoz hasonldéan fogunk eljarni, mint ahogyan azt
a Lagrange-féle interpolacio esetében tettiik. Bevezetjiik a kettds indext
Hy, (x) tn. Hermite-féle interpoldcios alappolinomokat, amelyek a kovetkezs
tulajdonsaguak:

(3.4.3) H,i‘:)(xl) =0l (kK1=1,2,...08; v,u=0,1,...,9 —1).

yA

A kv indexii Hermite-féle alappolinomnak tehat az a tulajdonsaga, hogy az zy,
helyen a v-edik derivdltja 1, de ezen a helyen a tébbi derivdltja a (v, —1)-edik
derivdltig bezdrdlag (0-dik derivaltnak tekintve magat a fiiggvényt), valamint
az dsszes tobbi helyeken az dsszes eldfordulhaté derivdltja 0 (lasd az abrat).
Az igy definialt Hy, (z) alappolinomok segitségével a keresett T'(z) fiiggvény
a kovetkez6 alakban adodik:

T(z) = Z{kako(w) +ypHpa(z) + -+ y,(ﬁw_l)Hk,%,l(x)}.
k=1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az Hermite-féle interpolaciés alappolinomok se-
gitségével —a (3.2.23) képlet altalanositasaként — barmely, legfeljebb (m — 1)-
edfoku polinom egyértelmiien elGallithato.
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p 22 xP
Allitsuk el6 eszerint a ,legegyszertibb polinomokat” — az 1, x, ETREREY

! p!

(p < m — 1) hatvanyokat!

Az y = 1 fliggvény értéke barmely helyen 1, derivaltjainak az értéke pedig
0, tehat

s
(3.44) 1= H(a).
k=1
Az y = x fiiggvény értéke az xj, helyen zy, derivaltja 1, tehat
T = Z{kako(:r) + Hkl(:r)}
k=1
Hasonl6 meggondolas alapjan

o = Z {%Hko(w) + xp Hp () + sz(x)} ,
I =] 2!

x?) S 1'3 1'2
T Z {3—"“Hko(x) + 2—"“Hk1($) + zrHpo(z) + H’“3(x)} ’
k=1 ’ )

és altalanosan

a5 2 =3 E g + Oty (0)
4. — = —Hpo(x) + —— i1 () + -+ —— g, (T) ¢,
Pl = P! (p—1)! (p—a) "

-1, I -1
ahol g = Yo ATk =P Ily médon tehat z p-edik hatvanya

D, ha v, —12p.
(p £ m—1) elsallithatoé a minimalpolinom gyokhelyeihez tartozo Hermite-féle
interpolécios alappolinomok segitségével.

17. Példa. Hatarozzuk meg azt a legalacsonyabb foku polinomot, amely
1
athalad a P (2,4), P2(6,2) pontokon, els6 derivaltja az 1 = 2 helyen y] = 3’
1
az T2 = 6 helyen y, = T

Megoldds. El6szor az alappolinomokat szamitjuk ki. Mivel négy feltételiink
van, az alappolinomok harmadfokuak lesznek. A (3.4.3) definicio értelmében
Hyp(x) olyan polinom, amely derivaltjaval egyiitt zérus az xo = 6 helyen,
tehat © = 6 kétszeres gyoke. Ezért a kovetkezs alakban kereshets:

Hyo(z) = (Az + B)(z — 6)2;
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az A és B egyiitthatokat a Hyo(2) = 1, Hy(2) = 0 feltételekbd] hatarozzuk
meg. Mivel Hjy(z) = A(x — 6)* + 2(Az + B)(z — 6), A és B szamara a
kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

(2A+B)(2-6)* =1, A2 -6)*+2(2A+ B)(2—-6) =0,

azaz

1
2A+Bfl6, 8B =0,
1 ) 1 )
ahonnan B =0, A = 35 Tehat Hip(z) = 3—233(3: —6)°. A Hyi(x) alap-
polinom alakja ugyancsak a feltételek alapjan — mivel az a3 2 helyen
a fiiggvényeérték, tovabba az xo = 6 helyen a fliggvényérték és els6 deri-
valtja zérus — Hyi(z) = C(x — 2)(x — 6)2, ahol C értékét a még fel nem

1
hasznalt Hi,(2) = 1 feltételbsl hatarozzuk meg, ahonnan C' = 6 Tehat

1

Hyi(z) = E(m — 2)(x — 6)2. Hasonloképpen hatarozhatok meg a Hag(x) és

Hai (z) alappolinomok is: Hag(z) = (Dx 4+ E)(x — 2)2. A feltételek:
y

Hy(6) =1, H}(2) =0, H,o)
P S—

__ L _L —~
32 4 2 H 6 5 x

tehat Hao(z) = —31—2(:10 —8)(z —2)2.
Végiil Hoy(z) = F(z — 6)(x — 2)%

v

A feltetel: A\
1 o f t
H/ =1 F _ 2 4 6 8 x
21 (6) ’ 16 ’
. 1 2 y
tehat Hoy(z) = E(x —6)(x —2)°.
A keresett négy alappolinom tehat a N

kovetkezs (lasd az abrat):

Hio(z) = 3—2x(m —6)2,

Hii(w) = 11—6(90 — )z —6)?, ’ /{m
H20(x)=—3—2(a:—8)(x—2)2, ~— : L |-
Hoi(z) = %(x —6)(x — 2)? /
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Ellendrzésképpen gyézédjiink meg arrol, hogy teljesiil-e a (3.4.4) azonosséag:

1.

(z—6)z— (z —2)*(z —8)}

1
Hio(z) + Hao(x) = 3

A keresett polinomra tehat a kovetkezd adodik:

T(z) = y1Hio(x) + y1 Hi1(x) + yo2Hoo(z) + yoHor (z) =

1 o 1 o 1 2
= gw(x—6) +3—2(x—2)(w—6) — E(m—8)(x—2) +
1 2
+64(x—6)(x—2) ,

7 43 73 5
64x3 - 3_2332 73 (lasd az abrat).

yA
4
T3(x)
2 \
/ 2 4 6 x
/
* ok %

Térjiink vissza eredeti feladatunkra, az Ry (z) legfeljebb (m — 1)-edfoki
polinom meghatarozasara. Mivel a (3.4.2) Osszefiiggések alapjan dsszesen m
feltételiink van (ismerjiik ugyanis s kiilonb6z6 helyen a polinomnak és egymas
utan kovetkezs derivaltjainak Osszesen m szamu értékét), az e helyekhez tar-
toz6 Hermite-féle alappolinomok segitségével a

S

(3.4.6)  Rn(2)=>_[Snv(\e)Hio(2) + Sy (M) Hpa (2) + -+ +
k=1

+ SO ) Hi 1 (2)]

alakban irhatjuk fel az Ry (z) polinomot. Ha most z helyére az A matrixot
helyettesitjiik, akkor a 3.2.2 tétel alapjan a (3.4.1) Osszefiiggésbdl kovetkezik,
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hogy Sn(A) = Ry(A), amibdl (3.4.6) behelyettesitésével adodik:
Sn(A) = {Sn(\k)Hio(A) + Sy (Ak) Hia (A) + -+ +
k=1

+ 5T () i —1(A) ).

Végiil az N — oo hataratmenetet elvégezve, a keresett f(A) matrixfiiggvényt
a kovetkezG alakban nyerjiik:

S ’kal

(A7) f(A) =D > () Hi(A).

k=1 v=0
A matrixfiiggvények elGallitasara vonatkozd eredményt tétel formajaban is
kimondjuk:
3.4.1 tétel. Ha az A mdtrix karakterisztikus polinomja

S

D) =[[(A =)™,  ahol > ap=n,
k=1 k=1
minimdlpolinomga pedig

S

AN =J[AN=X)",  ahol s<) y=mZn,
k=1 k=1

oo
és a A\, sajatértékek az f(z) = chzk hatvanysorral definidlt fiigguény kon-
k=0
vergenciakiorének belsejébe esnek, akkor az f(A) mdtrizfiggvény a N\ helyek-
hez tartozo, a

HP ) =6 (kl=1,2,....8 pr=01,2... 7—1)

dsszefiiggésekkel definidlt Hy,(z) Hermite-féle interpoldcids alappolinomok
segitségével eldallithato az

S ’kal

FA)Y =" () Hiw(A)

k=1 v=0
alakban.

Az eldallitasban elforduldé Hy, (A) matrixpolinomokat Hermite-féle mdt-
rizpolinomoknak nevezziikk. A kovetkezdkben ezek tulajdonsagaival foglalko-
zunk.
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3.4.2 Az Hermite-féle matrixpolinomok tulajdonsagai
(a) El6szor a Hio(A) matrixpolinomot vizsgaljuk.

3.4.2 tétel. A Hyo(A) Hermite-féle madtrizpolinom «y, rangd projektor, és
érvényes a

(3.4.8)  Hpo(A)Hio(A) = 6 Hpo(A)
dsszefliggés.

Bizonyitds. A Hio(z) alappolinom definiciojabol kovetkezik, hogy a
Hyo(z)Hjo(z) szorzat k # [ esetén oszthatd a minimalpolinommal:

(3.4.9)  Hio(2)Hip(z) = A(2)q1(2), ha k#I;
tehat z helyére az A matrixot helyettesitve, a 3.2.2 tétel alapjan k # [ esetén
(3.4.10) Hiro(A)H;p(A) =0.

Masrészt a (3.4.4) azonossagban x helyére az A matrixot irva,
(3.4.11) > Hyo(A)=E
k=1

adodik. Ha ennek az egyenlSségnek mindkeét oldalat a Hjg(A) matrixszal szo-
rozzuk, akkor (3.4.10) felhasznalasaval a (3.4.8) osszefiiggést kapjuk, Hio(A)
tehat valoban projektor. Be kell még latni, hogy Q(Hko(A)) = «j. Ennek
bizonyitasahoz felhasznaljuk a Hyo(z) polinom definiciojabol kovetkezs

(2 = Ak)" Hio(2) = A(2)q2(2)

azonossagot. Ha itt z helyére az A maétrixot helyettesitjiikk, akkor ismét a
3.2.2 tétel alapjan

(3.4.12) (A —M\E)"™Hyo(A) = 0.

Az (A — M\E)" tényezs rangja legalabb n — ay. Ugyanis, ha a 3.1.4 tételt
alkalmazzuk, és az A matrixot alkalmas unitér transzformécioval haromszog-
maétrixra transzformaljuk, akkor a 2.6.2 tétel értelmében sajatértékei nem
valtoznak, tehat a haromszogmatrixra transzformélt A — A\ E matrixnak, s6t
az (A — A\, E)7 matrixnak is van zérustol kiillonb6zs, (n — ay)-rendd minora,
igy a rangja valoéban legalabb n — af. Az 1.3.13 tétel értelmében tehat a
(3.4.12) szorzat csak akkor lehet zérus, ha a tényezdk rangjanak 6sszege nem
nagyobb, mint n, azaz ha Hy(A) rangja legfeljebb ay:

(3.4.13) o(Ho(A)) < ou.
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Masrészt a (3.4.11) egyenldségre alkalmazva az 1.3.5 tételt, mely szerint mat-
rixok Osszegének a rangja nem lehet nagyobb az egyes tagok rangjanak 6sz-
szegénél, a kovetkezs becslést kapjuk:

S

Ba14) 0= o(8) = o M) £ Y o(0ua(4))
k=1

k=1

Ha tehat a (3.4.13) Osszefiiggésben az egyenlStlenség jele valamelyik k esetén
fennallna, akkor ellentmondésra jutnank a (3.4.14) osszeftiggésben. Ebbdl
kovetkezik, hogy

(3.4.15) o(Hio(A)) = o
valoban fennall. l

(b) Ezek utan a Hy,(A) (v > 0) matrixpolinom és a Hyo(A) matrixpo-
linom kozotti kapesolatot vizsgaljuk. Elészor megmutatjuk, hogy a Hy, (A)
mdtrizpolinomok v > 0 esetén kifejezhetdk a Hyo(A) mdtrizpolinom segitsé-
gével.

Tekintsiik el6szor a

(3416) chl (2) - (Z - )\k)HkO(Z)
kiilonbséget. Ez a A\p helyen zérus, els6 derivaltja,
Hiy(2) = Hyo(2) — (2 = Ae) Hyo(2),

a A helyen szintén zérus (az elss két tag Hy,, (z) definicidja értelmében 1-1);
a magasabb derivaltak a (v, —1)-edikig bezardlag, az Hermite-féle alappolino-
mok definicioja alapjan, ugyancsak zérussal egyenlék. A (3.4.16) kiilonbség
tehéat oszthatoé a minimalpolinommal:

Hy1(2) — (2 — Ai) Hyo(2) = A(2)gs(2).

Behelyettesitve z helyére az A matrixot, a 3.2.2 tétel alapjan az alabbi 6sz-
szefliggést kapjuk:

Hi1(A) = (A — ME)Hio(A).
Hasonlé meggondoléssal belathato, hogy a

(z — )\k)y

Hy(2) = V!

HkO(Z) (V:1a2,~-~77k—1)
kiilonbség szintén oszthatdé a minimalpolinommal (ennek a derivaltjai is
(vr — 1)-edrendig bezarolag zérust adnak a A; helyeken), tehat z helyére az

A matrixot helyettesitve,

(3.4.17) Hp(A) = %(A —ME)"Hiy(A) (v=1,2,...,7% —1).
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(c) Most az dsszes Hy, (A) mdtrizpolinom kozétti dsszefiiggést mutatjuk
meg. Ennek segitségével is meghatarozhatok a matrixpolinomok. Ha a (3.4.5)
Osszefiiggésben x helyére az A métrixot helyettesitjiik, akkor az alabbi egyen-
16séget nyerjiik:

1L, [N AP~ AP
(3.4.18) HA => EHko(A)‘i‘ WHM(A)-F”'—FWHW(A) ;
! | p! ! !

Y —1, ha 3 —1=p,
ahol ¢ =
D, ha v, —12p.

Ha a (3.4.18) egyenldséget a p = 0,1,...,m — 1 értékekre felirjuk, akkor az
m szamu Hy, (A) matrixpolinomra olyan linearis egyenletrendszert kapunk,
amelybdl ezek kiszamithatok.

(d) A Hy, matrixpolinom fontos tulajdonsagat bizonyitjuk be a kévetkezs
tételben.

3.4.3 tétel. A Hy, (A) mdtrizpolinom v > 0 esetén nilpotens mdtriz.
Bizonyitds. Minden kv indexpéarhoz (v > 0) talalhato olyan ¢ pozitiv egész
szam, amellyel gv = ;. Ha a (3.4.17) egyenlSség mindkét oldalat erre a ¢
hatvanyra emeljiik, akkor a (3.4.12) Gsszefiiggés felhasznalasaval H) (A) = 0
(v > 0) adodik, tehat Hy, (A) valoban nilpotens matrix. H

(e) Abban a specialis esetben, amikor a minimalpolinomnak pl. A; egysze-
res gyoke, a hozza tartozdé Hig(A) matrixpolinom a 3.2.9 tételben szerepld
(3.2.53) képlethez hasonlé modon széamithaté. FErre vonatkozik az alabbi
tétel.

3.4.4 tétel. Legyen az A mdtrix karakterisztikus polinomga

S

D) = [J(A =)™, ahol > ap=n,
k=1 k=1
minimdlpolinomja

A()‘) = ()‘ - )‘1) H()‘ - )\k)’Yk:’ ahol Z’Vk =m — ]-a
k=2

k=2
és az adj (AE — A) madtriz elemeinek legnagyobb kiézis osztdja 0 (N). Az
adj (AE — A)
F(\) = 2=

szeres N1 gyokéhez tartozé Hyo(A) mdtrizpolinom a

redukalt adjungdlt segitségével a minimdlpolinom egy-

(3.4.19) Hio(A) = ﬁF()\l)

képlettel szamithato.
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Bizonyitds. Alkalmazzuk ismét a 3.2.9 tétel bizonyitasanak a gondolatmene-
tét, és allitsuk el a (3.2.55) fiiggvényt — amely most y-ban legfeljebb (m—1)-
edfoku racionélis egész fliggvény — a megfelel6 Hermite-féle alappolinomok

segitségével:
A(z)~Aly) _ Alz)-A = ( >><”>
= H10 —|— sz/(y)

Vegyiik figyelembe, hogy Hy, (y) egylitthatoi — mint y polinomjanak a deri-
valtjai — maguk is polinomok, amelyek y = A; helyettesités utan csak z-t6l
fliggnek. A szorzat derivalasi szabalyanak alkalmazasaval egyszerten igazol-
hato, hogy

A) - A\ _ vA@) Gl Al
(F5=%) =apn X

— — +1 1l — —i+1"
T -y -yttt =il (z -y

Ha most y helyére behelyettesitjiik a Ay gyokoket, és figyelembe vessziik,

hogy ezek multiplicitasa i, azaz A(i)()\k) =00 =0,1,2,...,m — 1,
k=2,3,...,s), akkor

<A<x>—A<y>><”> __VA@)

r—=Yy Y=g ; (.73 - Ak)y+1

A(z)

irhat6. Mivel A(A1) =0 (de A’(A\1) # 0), tovabba Hyg(z) = m’
1)z —M\

ezek behelyettesitésével a fenti azonossagra

M = A'(\)Huo(z)Hio(y)+) i %Hky(y)
* 4 k=2 v=0 (x k)

adodik. Ha y helyére az A és x helyére a AE matrixot irjuk, és figyelembe
vessziik a (AE — A)™! reciprokmatrix definiciojat, valamint a 3.2.2 tételt,
akkor a kovetkez§ Osszefliggést nyerjiik:

adj AB=A) A0 Hao (A) Hro (A +Z§: ; w(A).

IA(A
4oy k=2 v=0 M) V+1

Ha most A helyére a minimalpolinom egyszeres \; gyokét behelyettesitjiik,
és tekintetbe vessziik azt, hogy a definicié alapjan Hyg(A1) =1 és

A(N)
{W})\)\ =0 (V:O,I,Q,...’Yk—l,]{;:2’3,._.75),

akkor innen (3.4.19) kiovetkezik. B
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3.4.3 Matrixok kvazidiagonalizalasa

Az eddigi eredményeinket a kovetkezSkben az f(z) = z fliggvényre alkal-
mazzuk. Ekkor ugyanis (3.4.18) szerint az A matrixot a Hy, (A) Hermite-
féle matrixpolinomok lineéaris kombinaciojaként allitjuk elg. Az alabbiakban
ennek segitségével megmutatjuk, hogy a minimalpolinom t6bbszoros gyokei
esetén a matrix nem diagonalizalhat6, viszont kvdzidiagonalizdlhato — vagyis
hasonlosagi transzformacioval olyan particionalt alakra hozhat6, amelynek
csak diagonalblokkjai (f6atloban allo blokkjai) kiilonboznek zérustol.

Itt ki kell majd hasznalnunk a nilpotens matrixnak azt a tulajdonsa-
gat, hogy hasonlosagi transzforméacioval nem diagonalizalhato. ElGszor bebi-
zonyitjuk a kovetkezs tételt.

3.4.5 tétel. A nilpotens mdtrizok valamennyi sajdtértéke zérussal egyenld.

Bizonyitds. Ha a nilpotens matrixot unitér transzformécioval haromszog-
matrixra transzformaljuk és hatvanyozzuk, akkor a f6atloban elhelyezkedd
sajatértékek hatvanyozdédnak. Mivel a matrix valamely egész kitevés hat-
vanya 0, ebbdl kdvetkezik, hogy valamennyi sajatértéke 0.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha a nilpotens méatrix hasonlosagi transzfor-
macioval diagonalizalhato lenne, akkor a zérusmaéatrixhoz lenne hasonld, ami
azonban lehetetlen.

Tekintsiik most a (3.4.18) Gsszefiiggést p = 1 esetén:

(3420) A= i:{)\kao(A) + Hkl(A)}
k=1

A 3.4.2 és a 3.4.3 tétel szerint az A métrixot ezzel projektorok (idempo-
tens matrixok) és nilpotens méatrixok linearis kombinéciojaként allitottuk eld.
Mivel a nilpotens méatrixok nem diagonalizalhatok, ebbdl mar lehet sejteni,
hogy az A matrix sem diagonalizalhatd hasonlosagi transzformacioval. Mi-
utan belatjuk, hogy ez valoban igy van, a tovabbiakban annak vizsgalatéval
foglalkozunk, hogy ilyen esetben az A métrixot milyen legegyszertibb alakra
lehet transzformalni.

Helyettesitsiik be a Hp1(A) méatrixpolinom (3.4.17) alatti kifejezését —
amelyet v = 1 esetén kapunk — a (3.4.20) egyenlGségbe:

(3.421) A= i{)\kaO(A) + (A = ME)Hpo(A)}.
k=1

Vegyiik figyelembe azt, hogy Hyo(A) projektor, tehat a helyére HZ(A) is
irhato, és azt, hogy A polinomjai felcserélheték. Igy a fenti Gsszefiiggés 1j
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alakja:
(34.22) A=Y {\cHio(A) + Hro(A)(A — \eE)Hyo(A) }.
k=1
Legyen az oy, rangt Hyo(A) projektor egy minimalis diadikus felbontésa
(3.4.23) Hio(A) = U, Vy.

Az 1.6.3 tétel értelmében Uy oszlopvektorai és VI sorvektorai nemtel-
jes biortogonalis vektorrendszert alkotnak. Ha most figyelembe vessziik a
(3.4.10) Gsszefiiggést, akkor onnan U, VU, V] = 0 (k # 1), vagyis az 1.3.10.
tétel alapjan

(3.4.24) ViU =0 (k#1),
\4

VT
a (3.4.11) osszefiiggésbdl pedig az U = [U1U2 e US], vi= ,2 jeloléssel

VT

S

S
) U,V =UV' =E kbvetkezik. Tehiit
k=1

(3.4.25) VI =U"1

és igy az Osszes Hyo(A) matrix diadikus felbontasaval nyert u,, és VI vektorok
teljes biortogonalis vektorrendszert alkotnak. Ha most a (3.4.23) felbontast
behelyettesitjiik a (3.4.22) Osszefiiggésbe, és a kapcsos zardjelbsl balra ki-
emeljiik az Uy, tényezst, jobbra pedig a V;cr tényezdt, akkor

(3.4.26) A=) Up{MEa, + Vi(A - ME)U,} V]
k=1

(Itt és a tovabbiakban az n-t6l kiillonb6z6 rendszamu egységméatrix rendjét
also indexben feltiintetjiik.) Felhasznalva a (3.4.24) ortogonalitasi relaciot,
az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:

(34.27) AU, =U,{\E,, + V, (A - \,E)U,},
valamint

(3.4.28) V A = {NEaq, + V(A - NE)U V],
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végiil

(34.29) V]AU, = 6,0{\Ea, + V] (A = L,E)U, }.

\ }
\

Vazlatosan szemléltetve:

A Up == Up T
)\pEap+ A (A-)\,E) Up
S— S——
%p %p
«
r—’q\
T
aq{ VJ \ Vq
A —— T(A -
)\anq+ Vy (A-NgE) U4
v
\
A Up |=—
)\pEap+ VPT(A -NoE)Up

Innen kiolvashato, hogy U, oszlopvektorai — mint egy adott bazishoz tar-
tozd koordinatavektorok — olyan a,,-dimenziés alteret generalnak, amely az
A métrix altal meghatarozott transzformécioval szemben invarians. A V;
sorvektorai pedig — mint ugyanehhez a bazishoz tartozé koordinatavektorok
—az AT transzponalt matrix altal meghatarozott transzformacioval szemben
invaridns alteret generalnak. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy ha az A matrixot
balrol a VT, jobbrol pedig az U matrixszal szorozzuk, vagyis ha a (3.4.25)
Osszefiiggés alapjan az U matrixszal végzett hasonlosagi transzformécionak
vetjiik ald, akkor olyan particionalt matrixot kapunk, amelynek csak dia-
gonalblokkjaiban talalhatok zérustol kiilonbozs elemek: az ilyen maéatrixot
kvdzidiagondl-mdtriznak nevezzik. A zérustoél kiilonbozd blokkok rendszéama,
rendre aq, s, ..., as, tehat megegyezik a sajatértékeknek a karakterisztikus
polinombeli multiplicitasaval.
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A mondottakat 6sszefoglalva és szemléltetve, a kovetkezket allapithatjuk
meg. Ha az n-edrendd A maéatrix )\, sajatértékeinek (k = 1,2,...,s) mul-
tiplicitdsa a karakterisztikus polinomban «j, a minimélpolinom fokszama
pedig m (ahol s < m < n), akkor az «aj rangi és (m — 1)-edfoka Hyo(A)
maétrixpolinomok minimalis diadikus felbontéséaval nyert Uy, Us, ..., Uy, ill.
VlT,V;r,...,V;r tényez6kbol Osszeallitott U és VT matrixok segitségével
végrehajtott hasonlosagi transzformacio az A matrixot kvazidiagonal-matrix
alakba viszi at:

| VLQ% |
T I T 1
v ] | I | %77 |___:__
v | I | [VTAZU}
————————— I | — ——
A = =
U1| U, I |Us { | ., |
| | | _ *
v ] I
\
VJAU,

Talaltunk tehéat egy olyan hasonlosagi transzformaciot, amellyel az adott
maéatrix kvéazidiagonal-méatrixszé transzformalhatoé; ennek diagonalblokkjai
(3.4.29) szerint V) AU, = A\ Eq, + V) (A = LE)U, (p=1,2,...,5).

Ezek vizsgéilata azt mutatja, hogy ha a minimalegyenletnek tobbszoros
gyOke is van, akkor nem létezik olyan hasonlosagi transzformacio, amellyel
ezek a blokkok diagonalizalhatok, és igy az adott métrix sem diagonalizal-
hato. Tekintsiik ugyanis a fatloban levs

(34.30) MEq, + V(A - NE)U,

blokkokat. Az elsé tag az o, rendi egységmétrix tobbszorose, a masodik
tagrol pedig konnyen belathato, hogy nilpotens matrix. Képezziik ebbdl a
célbol a masodik tag ~y,-edik hatvanyat, és vegyiik figyelembe, hogy UpVg =
= Hpo(A). Ily modon az alabbi Gsszefliggeést kapjuk:
Ll 2 R
V(A -NEUV) (A -)NEU,... V(A -\ E)U, =
= Vg(A — ME)Hpo(A)(A =N\ E)Hpo(A)...Hpo(A)(A —N\E)U,,.

Tekintettel arra, hogy A polinomjai felcserélhetSek és Hpo(A) projektor,
tehdt minden hatvanya 6nmaga, a fenti kifejezésre a kovetkezs adodik:

V(A = \E)"Hy(A)Up;

ez a (3.4.12) osszefiiggés alapjan zérussal egyenld. A (3.4.30) kifejezés maso-
dik tagja tehat valoban nilpotens matrix. A nilpotens méatrixok azonban —
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mint azt a 3.4.5 tétel kdvetkezményeként megmutattuk — hasonlésagi transz-
formécioval nem diagonalizalhatok, és mivel az egységmatrix és ezaltal a
(3.4.30) kifejezés els tagja hasonlosagi transzformacio esetén nem valtozik,
tehat a (3.4.30) kifejezés, vagyis a kvazidiagonal-matrix alakra transzforméalt
A matrix féatlojaban levs blokkok hasonlosagi transzformécioval valéban
nem diagonalizalhatok.

Abban az esetben, amikor a miniméalegyenletnek csupa egyszeres gyoke
van, a (3.4.20) egyenldség jobb oldalan Hy(A) nem szerepel, kovetkezéskép-
pen a (3.4.30) kifejezés masodik tagja is hidnyzik, és igy a kvazidiagonal-
maétrix diagondlmatrixsza redukalodik. Vagyis specialis esetként megkapjuk
az egyszeri struktiraju matrixok diagonélalakra valo transzformaciojat.

Ezzel tehat megmutattuk, hogy ha egy mdtriz minimdlegyenletének van
tobbszords gydke, akkor a mdtriz hasonldsdgi transzformdcioval nem diago-
nalizdalhato, tehdt a mdtriz diagonalizalhatéosaganak nemcsak elégséges, ha-
nem sziikséges feltétele is, hogy a minimdlegyenletnek csupa egyszeres gyoke
legyen.

3.4.4 Nilpotens matrixok transzformaciéja
Jordan-féle normalalakra

A kovetkezokben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy hasonlésagi transzfor-
maécidval milyen legegyszertibb alakra transzformalhatok a nem diagonalizal-
hato — nem egyszerd struktaraja — matrixok. Mivel azt mar belattuk, hogyan
lehet a nem egyszerd struktiraju matrixokat hasonlosagi transzformécioval
olyan kvéazidiagonal-méatrix alakra transzformalni, amelynek minden (f6atlo-
ban levd) blokkja az egységmatrix tobbszorosének és egy nilpotens matrixnak
az Osszege, ezért a tovabbiakban elegend§ a nilpotens méatrixok redukciéjaval
foglalkozni (lasd [28]).

Mar az els6 fejezetben megismerkedtiink a nilpotens maéatrixok defini-
cidjaval. Miel6tt a nilpotens métrixok elméletébe mélyebb bepillantast nyer-
nénk, sziikségiink van néhany tjabb fogalom bevezetésére.

3.4.1 definicié. Az n-edrendid N mdtrizot o indexti nilpotens matrixnak
nevezzik, ha

(34.31) N*'£0 de N*=0.

3.4.2 definicié. Ha egy nilpotens mdtriz indexe megegyezik a rendszamdval,
akkor azt nemderogatoérius nilpotens matrixnak nevezzik.

3.4.3 definicié. Ha egy nilpotens mdtrixz indexe kisebb, mint a rendszdma,
akkor azt derogatdrius nilpotens matrixnak nevezziik.

Megjegyzés. A nilpotens méatrix indexe nem lehet a rendszaméanal nagyobb. Ugyanis a 3.4.4
tétel miatt a nilpotens méatrix valamennyi sajatértéke 0, tehéat karakterisztikus egyenlete
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A"=0. A Cayley-Hamilton-tétel értelmében karakterisztikus egyenletét kielégiti, tehat
n-edik hatvanya biztosan a zérusmatrix.

(a) Elgszor tekintsiik a nemderogatdrius nilpotens méatrixokat és vizsgaljuk
meg, milyen legegyszertibb alakra transzformalhatok alkalmasan valasztott
hasonlosagi transzformécioval. A | legegyszertibb” alakon azt értjiikk, hogy
a lehetd legkevesebb elem legyen zérustol kiilonbozs. Mivel a hasonlésagi
transzformécié tulajdonképpen a bézis transzforméciojat (a koordinata-
rendszer transzformaciojat) jelenti, feladatunk a kovetkezGképpen is meg-
fogalmazhato: adott nilpotens linearis transzformacié matrixa milyen bazis
valasztasa esetén a legegyszertibb. Latni fogjuk, hogy a nilpotens transz-
formaciok méatrixanak legegyszertibb alakja az tn. Jordan-blokkokbol allo
kvazidiagonal-matrix.

3.4.4 definicid. Tetszdleges értékid X mellett a

A0 0] (1
1A 0] @
Jo=10 1 0

alaki mdtrizot o rendd alsé Jordan*-blokknak nevezziik, az ilyen dia-
gondlblokkokbdl allo kvdzidiagondl-mdtrizot pedig alsdé Jordan-féle normal-
alakt matrixnak.

Ezek utédn bebizonyitjuk a kdvetkezs tételt.

3.4.6 tétel. Minden o rendd nemderogatorius mnilpotens mdtrixz hason-
losdgi transzformdcioval alsé Jordan-féle normdlalakra hozhatd; a normdlalak
madtriza egyetlen o rendd also Jordan-blokk.

Bizonyitds. Ha az a rendd N nilpotens matrix nemderogatoérius, akkor indexe
is a, tehat érvényes ra a (3.4.31) dsszefiiggés. Tegyiik most fel, hogy talalhato
olyan x és y vektor, amelyek kielégitik az alabbi Osszefiiggéseket:

(34.32) yx=yNx=y N?x=... =y N*2x=0; y N !x=1.
Képezziik a segitségiikkel a kdvetkezs vektorrendszert:

yTNafl
yTNa—2
(3.4.33) . . x, Nx, N%x, ..., N 1x.

*C. Jordan (1838-1921) francia matematikus.
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Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy ez a vektorrendszer teljes biortogona-
lis vektorrendszer. Ha ugyanis a (3.4.33) vektorrendszer vektorait egy-egy
métrixba rendezziik és e matrixokat Gsszeszorozzuk, akkor egyrészt a (3.4.32)
feltételek miatt, mésrészt a nilpotens matrix azon tulajdonsédga miatt, hogy
minden, az a-nal magasabb hatvanya is zérus, a szorzat az « rendi egység-
matrixot adja:

y' N1 [x Nx N2x...Na*1x]
yTNa72
(3.4.34)

yIx y Nx ... y'N*“x

A (3.4.33) vektorrendszer tehat valoban teljes biortogonalis vektorrendszer;
vessiik ald most az adott nilpotens matrixot az ennek segitségével végzett
hasonlosagi transzforméacionak. A beszorzast elvégezve, a (3.4.32) feltételek
figyelembevételével azonnal lathato, hogy a keresett Jordan-féle normalalakot

kapjuk:
[y TNt [x Nx N2x...N°‘*1x]
yTNa72
(3.4.35) : N —
y'N
Ly'
r yTNaX yTNa—‘rlX. . .yTN2a_1X O 0 0 ) 0
y N Ix  y N ...y'N22x 1 0 0.... 0
= =10 1 0.... 0|=J,.
y 'Nx yIN%x ... y"N° 0 0 1 0

Most megmutatjuk, hogy a (3.4.32) feltételeket kielégité x és y vektor
valoban létezik. Ehhez el6szor hatarozzunk meg olyan y és z vektort, amelyek
kielégitik az
(3.4.36) y N1z =1

feltételt. Ilyen y és z vektor biztosan létezik és konnyen talalhato; ez kovet-
kezik a (3.4.31) feltételbsl, mely szerint N~ £ 0, tehat van legalabb egy
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zérustol kiilonbozs eleme. Legyen egy ilyen eleme példaul az ij indext elem:

e;rNaflej # 0. Ekkor tehat pl. azy = e;, z = e; valasztassal a

e/ Ne-le;
(3.4.36) feltétel teljesiil. Ennek alapjan. a (3.4.321) feltételekben szerepls x
vektort az

(3.4.37) x=(E+ N+ N?+ - 4 ¢, 1N* 1)z

alakban kereshetjiik. Az itt szerepls ci,co, ... egyiitthatok a (3.4.32) felté-
telekbdl rekurziv tton egyszertien meghatarozhatok. Ha ugyanis a (3.4.37)
osszefiiggést balrol rendre az y ' N1 yTNY"2 . y'N,y" vektorokkal
megszorozzuk, akkor a kdvetkezs egyenleteket kapjuk:

yTNa71X _ yTNozflz =1

yTNoz72X _ yTNoz72z + yTNaflzcl _ 0

yTNa—3X _ yTNa—3Z + yTNa—Zch + yTNa_IZCQ -0
yTx = yTz + yTN201 + -+ yTNa_lzca,l =0.

A (3.4.36) feltétel miatt az elss Osszefliggés automatikusan teljesiil; ezt be-
helyettesitve az Gsszes tobbi egyenletbe, a masodikbol koézvetleniil adodik ¢
értéke; ezt behelyettesitve az Gsszes tobbi egyenletbe, a harmadik egyenletbdl
nyerjlik co értékét, és igy tovabb. Vagyis

¢ = _yTNa72Z
Cy = —yTNa73Z + (yTNoz72z)2
c3 = —yTNa_4Z + Q(yTNa—SZ)(yTNa—ZZ) _ (yTNa—ZZ)CS

Ezzel a 3.4.6 tételt bebizonyitottuk. l
A bizonyitas soran felhasznalt transzforméalé métrixok oszlopvektoraira
bevezetjiik a févektorok fogalmat:

3.4.5 definicié. Ha egy nemderogatorius nilpotens mdtrix eqgy U mdtrizszal
végzett hasonldsdgi transzformdcidval Jordan-féle normdlalakra hozhatd, ak-
kor az U mdtriz oszlopvektorait a nilpotens mdtriz f6vektorainak nevezziik.

A (3.4.33) vektorrendszer alapjan azt is mondhatjuk, hogy az x vektor altal
generalt fvektorlanc alkotja az U transzformélé métrix oszlopait, és — amint
err6l konnyen meggyszadhetiink — az N®~'x vektor az adott nemderogatorius
nilpotens méatrixnak egyetlen sajatvektora.

A fovektorok segitségével a 3.4.6 tétel még a kovetkezSképpen fogalmaz-
haté meg: minden nemderogatorius nilpotens transzformacié méatrixa a f6-
vektorok altal alkotott bazisban Jordan-féle normalalakd matrix.
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A 3.4.4 definicibval meghatarozott Jordan-blokkot azért nevezzik alsé
Jordan-blokknak, mivel a zérustol kiilonb6z6 elemek a {6atlo alatt helyezked-
nek el. Koénnyen belathato, hogy a févektorok sorrendjének megforditasaval
olyan 1j bazisra térhetiink at, amelyben az adott nilpotens transzformacio
métrixa az als6 Jordan-blokk transzponaltja — és mivel itt a zérustol kiilon-
b6z6 elemek a f6atlo felett helyezkednek el, ezt a matrixot felsé Jordan-
blokknak nevezziik. Ugyanis vezessiik be az alabbi, o rendd involutérius
permutalé méatrixot:

00 0.... 1
00 0...1 0
(34.38) T=|................
01 0.... 0
10 0.... 0

Egyszertien igazolhato, hogy
(3.4.39) 1J,I1=J!, T°=E.

Tehat ha a (3.4.35) egyenlet mindkét oldalat balrol és jobbrol az I involutorius
matrixszal megszorozzuk, akkor innen kozvetleniil kiolvashaté a kovetkezd
tétel.

3.4.7 tétel. Legyen N a rendezett szdm-a-sok terében értelmezett o rendd,
nemderogatorius nilpotens transzformdcico mdtriza valamilyen adott bazisban.
Ha 1j bdzisként az

(3.4.40) x, Nx, N%x, ..., N°Ix

fovektorokat vdlasztjuk, akkor a transzformdcic mdtriza alsé Jordan-féle nor-
malalaki lesz, ha pedig a févektorokat az

(3.4.41) N 'x, N*2x,..., N?x, Nx, x

9

sorrendben wvdlasztjuk a bdzis vektorainak, akkor a transzformdcio mdtriza
felsd Jordan-féle normdlalakid mdtriz lesz.

A (3.4.34) Osszefiigges szerint a (3.4.40) alatti fovektorokkal biortogonalis
vektorrendszert képeznek az alabbi sorvektorok:

yTNa—l

yTNa—Z
(3.4.42) :

y'N

yT
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ebbdl kévetkezik, hogy a (3.4.41) alatti fGvektorokkal az
il
y'N

(3.4.43) ¥Y'N°

-yTNa—l

sorvektorok alkotnak biortogonalis vektorrendszert. Tehét a fels§ Jordan-féle
normalalakhoz az alabbi transzformacioval jutunk:

y [Na_lx N> 2x...Nx X]
yIN
(3.4.44) y N2 N =
yTNa71
0 1 0...0
0 0 1...0
= =JI.
0 0 0...1
0 0 0...0

(b) Most térjiink ra a derogatdrius nilpotens matrixok Jordan-féle nor-

malalakra transzformalasanak vizsgalatara. Legyen az « rendd nilpotens
maétrix indexe 8 < «. A kovetkezd tételben megmutatjuk, hogy a dero-
gatorius matrixok is Jordan-féle normalalakra transzforméalhatok.
Megjegyzés. Felhivjuk az Olvasoé figyelmét arra, hogy a (3.4.38) alatti I involutérius mat-
rixszal végzett IAI hasonlosagi transzformacio az A matrix elemeit annak ,kézéppontjara”
tiikrozi, vagyis az ij indexd elemét az (n+1—1i, n+1—j) indextd elemével felcseréli. Tehat
a Jo-matrixot is a ,koézéppontjara” tikrozi. Ez ugyan alakilag megegyezik J, transzpo-
naltjaval, de nem szabad arra a nyilvanvaléan téves kovetkeztetésre jutni, mintha a fenti
involutoérius transzformaciéval altalaban egy transzponalast lehetne végrehajtani.

3.4.8 tétel. Minden derogatdrius nilpotens mdtriz alkalmasan vdlasztott ha-
sonldsdgi transzformdcio segitségével Jordan-féle normdalalakra hozhato.

Bizonyitds. Mivel az N nilpotens matrix indexe most < o, ezért N°~1=£0,
de N? = 0. A 3.4.6 tétel bizonyitasa soran megismert gondolatmenetet
kovetve ismét olyan x és y' vektort valasztunk, amelyek kielégitik az alabbi
feltételeket:

(3.4.45) y'x =y Nx=y N?’x=...=y'N2x =0, y'N°Plx=1
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(lasd (3.4.32)). Ezek segitségével elkészitjiik a kovetkezd vektorrendszert:

yTNﬁfl

yTNB72
(3.4.46) . és x, Nx, N%x, ..., N 1x.

yT
Igy ismét biortogonalis vektorrendszert kapunk, mivel azonban 3 kisebb a
vektorok dimenzidjanal, a vektorrendszer nem teljes. Annak érdekében, hogy
ismét hasonlosagi transzformaciot alkalmazhassunk, a (3.4.46) nemteljes bior-
togonalis vektorrendszert teljessé kell tenntink. Vezessiik be a (3.4.46) rend-
szer vektoraibol alkotott matrixokat;

yTNﬁ—l

TN B—2

y' N -
(3.447) V= | , Ug=[x Nx Nx..N'x].

T

y

A (3.4.45) feltételekbdl kovetkezik, hogy
(3.4.48) VjUs =Egs.

A 3.1.3 tétel kovetkezményeként megmutattuk, hogy nemteljes biortogoné-
lis vektorrendszert a kovetkezGképpen egészithetiink ki teljessé: a (3.4.48)
definiald Gsszefiiggés bal oldalan allo szorzat tényezgit forditott sorrendben
Osszeszorozva, [3 rangu projektort kapunk. Ezutan vessziik a komplementer
projektor tetszéleges minimalis diadikus felbontaséat, és az ebben talalhato
oszlop-, ill. sorvektorokkal kiegészitve az adott vektorrendszert, azt teljessé
tessziik. Esetlinkben legyen ez a felbontés

[X Nx... Nﬁ_lx] y NA-L

yTNB72
(34.49) E—-UgVj=E-— _ =
'yT
a—p
=E - xy N1 - Nxy"™N2 ... NOIxyT = 3wz
k=1
Az igy nyert wi, wa, ..., Wq_g, ill. ZI, zg, ey zg_ﬁ vektorokkal ki-

egészitve a (3.4.46) f6vektorokat, a kapott teljes biortogonéalis vektorrend-
szer segitségével végezzlink hasonlosagi transzforméciot az adott N nilpotens
matrixon:
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_yTNﬁfl_ B _[X Nx N2X...Nﬁ_1X§W1...WO¢_ﬁ]
y'NoT
:T
y
(3.4.50) | oeeeo- N )
Z
25
Lol _
Jﬁ 0
0 N,

A transzformécioval olyan kvazidiagonal-méatrixot kapunk, amelynek a f6at-
lojaban egy ( rendid Jordan-blokk és egy (o — ) rendd nilpotens méatrix
all. (A zérus elemek a biortogonalitési feltételekbdl adodnak, ill. annak ko-
vetkezményei, hogy a nilpotens matrix G-nal magasabb hatvanyai zérussal
egyenlsk.) Ha ezek utén ugyanezt az eljarast megismételjiik az (o — 3) rendi
ﬁa_ﬁ nilpotens matrixszal, akkor lathato, hogy véges szamu lépés utan —
vagyis véges sok hasonlosagi transzformécio alkalmazasaval — elérhets, hogy
a féatloban csupa Jordan-blokk alljon. Megjegyezziik még, hogy az egymés
utan kovetkezd Jordan-blokkok rendszama (mas szoval az egymas utan re-
dukalando nilpotens métrixok indexe) monoton nemndévekvs sorozatot al-
kot. Ha ugyanis pl. Na,ﬁ indexe v > 3 volna, akkor az eredetileg adott
N nilpotens matrix indexe is v volna, amibél az kévetkezne, hogy az elsé
lépésben éppen egy ~ rendii Jordan-blokkot véalasztottunk volna le. Ebbdl
a megfontolasbol egyébként az is latszik, hogy két, egyméas utan koévetkezs
Jordan-blokk rendszdma megegyezhet. ll

18. Példa. Transzformaljuk az

2 -1 1 -1
-3 4 =5 4
N= 8§ —4 4 -4

15 —-10 11 —-10

negyedrendii matrixot Jordan-féle normalalakra.
Megoldds. Hatvanyozassal meggy6zddhetiink arrél, hogy

0 0 0 0 012 -1 1 —1j
s |21 11| |1
N"=1"9 0 0 o|l=]| o ’
2 1-1 1 ~1
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N® =0,

tehat az adott matrix derogatorius nilpotens matrix, amelynek rendje 4, in-
dexe pedig 8 = 3. A f6vektorok megkonstrualasa céljabol induljunk ki az
N? = 0 matrix masodik soranak zérustol kiilonboz6 harmadik elemébél,
vagyis legyen y' = e;r és z = es, mivel igy y'N?z = e;rN2e3 =1%#0.
Az x vektort az alabbi alakban keressiik:

x = (E + ¢;N + oN?)z.

A 3.4.6 tétel bizonyitasaban felléps Osszefiiggések felhasznélasaval a ¢, co
egylitthatokra adodo egyenletek

c1=-y' Nz=—-elNe3 =5 cy=-y'z+(y Nz)? =25,

5
vagyis x = (E 4 5N + 25N%)e3 = 2(1) . Ezzel a f6vektorok nemteljes
30
biortogonalis rendszere:
yTIN? 2 -1 1 -1
y'N|[=|-3 4 -5 4|,
y' 0 1 0 O
5 1 0
0 0 1
2] —
[x Nx N-<x]= 91 4 0
30 6 -1

Ennek a biortogonélis rendszernek teljessé tétele érdekében képezzik a
(3.4.49) komplementer projektor diadikus felbontasat:

[X Nx N2X} yTN2 -6 1 0 1 1 [—6 1 0 1}
B ™| 000 0] |0
Y27 =30 5 0 5| |5
y —42 7T 0 7 7

Az igy nyert oszlop-, ill. sorvektorral kiegészitve a fenti nemteljes biortogona-
lis vektorrendszert, hajtsuk végre az adott méatrix hasonlosagi transzforma-

ciojat:
2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 5 1 0 1
-3 4 -5 4 -3 4 =5 4 0 0 1 0]
0 1 0 O 8§ —4 4 -4 21 4 0 5|
—6 1 0 1 15 —-10 11 -10 30 6 -1 7
vT N U
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0000

1 00/0 J3 |0
TOL L 00 T

00 0i0 0 | N

Lathato, hogy a fenti transzformécioval az adott § = 3 indexi derogatorius
nilpotens méatrixot egy hamadrendi Jordan-blokkra és egy o — 3 = 1 rendi
nilpotens blokkra redukaltuk, mivel azonban az egyetlen ,els6rendi” nilpotens
matrix a zérus elem, a redukciot ezzel teljesen végrehajtottuk.

x % *

19. Példa. Hozzuk Jordan-féle normalalakra az

3 -1 0 0
1 1 0 0
A= 3 0 5 -3
4 -1 3 -1

matrixot.

Megoldds. Mivel a matrix karakterisztikus egyenlete
DN =AE-Al=\-2)*=0,

a matrix egyetlen négyszeres sajatértéke 2.
Irjuk fel az A méatrixot a (3.4.21) képlet segitségével. Mivel a minimal-
egyenletnek egyetlen gyoke van, ezért Hi9(A) = E, és igy

2 1 -1 0 0

2 1 -1
A=2E+(A-2E) = S
2 4 -1 3 -3

Jelolje N az A — 2E nilpotens méatrixot. Mivel N? = 0, ezért N egy 2 indexii,
negyedrendii nilpotens matrix. A f6vektorok meghatarozasa céljabol indul-
junk ki az N # 0 matrixbol. Ennek bal fels§ sarokeleme zérustol kiilonbozik,

ezért valaszthatod
y-r = e-lr és z=e; ésigy yTNz = e-erel =1.

Keressiik az x vektort a kovetkezs alakban: x = (E+ ¢;N)z. Mivel y'x =
=0=y'z+ ¢y Nz, innen ¢; = —1, és igy

x=(E—-N)e; =
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A foévektorok nemteljes biortogonalis rendszere:

0 1
-1 yN| 1 -1 00
be Nxj=1 3 31- [yT]_[l 0 0 0]'
—4 4

[x Nx] [yTN

A biortogonalis rendszert teljessé tessziik az E — yT ] projektor

minimalis diadikus felbontasaval:

0 000
.
B y'N| [0 0 0 0| _
E - [x NX]|:yT:|_O310_
0 -4 0 1

0 0]fo —4 0 1

—000_310[ww]le

o1 _12z;—
10

A teljes biortogonalis vektorrendszerrel hajtsuk végre az N matrix hason-
losagi transzformaciojat:

y'N

yT

a7 N[x Nx w; wy|=

z

[1 -1 0 0] 1 -1 0 0 01 00
|1 0 0O 1 -1 0 0 -1 1 0 0| _
10 -4 0 1{|3 0 3 -3 -3 3 0 1|
|10 =3 1 0 4 -1 3 3|4 410
[0 0f 0 o0 3, o |

L1000 OF
1o 0:-3 3| ’

0 0i-3 3 0Ny ]

ahol N; = :g g . Mivel Nf = 0, ezért N7 masodrendii, nemderogatorius

nilpotens matrix. A f6vektorok meghatarozasa céljabol legyen most

1
y! = e1T és z = geg ésigy y'Nyz=1.
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Az x = (E + ¢1N1)z Osszefliggésben szerepls ¢q egyiitthatora ¢; = 0 adodik,

1
tehat x = 3 (1) . A févektorok biortogonalis rendszere

w0 P[]

és innen megkapjuk N Jordan-féle normélalakjat:

i =[]

y
Ezt felhasznélva,
10 00 i 10 0 0 0 0.0 0
001 0 o0|l|J3 o |]lo1 0o 100 0
0 0 =3 3| [ 00 0 11= 1900 0
0o N ! |
00 10 | 00 3 1 0 0{1 0

adodik. A kapott matrix az N = A — 2E matrix Jordan-féle normalalakja. A
transzformécié matrixat megadja a két fenti transzformécios matrix szorzata:

1.0 00 1 -1 0 0 1 -1 0 O
vT = 0 1 0 0 1 00 0]_|1 00 0
00 -3 3 0 -4 0 1 0 3 3 =3}
0 0 1 0 0 -3 1 0 0 -4 0 1
01 00 10 00 01 00
-1 1 0 0 01 00 -1 1 0 0
U= — 1
=1-3 3 0 1 00 0 1(=]-3 3 3 1]
-4 4 1 0 0 0 % 1 -4 4 0 1
ahonnan
0 0i0 0 2 00 0
1 0:0 0 T 1 2:0 0 T
N=U/|:z--=- R 11 A=U|:---= fooo .
U 07000 V', illetve U 07020 v
0 0i1 0 0 0i1 2

20. Példa. Hatarozzuk meg az
11 1 1 1

(el en i en B an B @)
SO OO
o OO = O
OO = O N
O = O ==
_— O O N O -
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matrix Jordan-féle normalalakjat!

Megoldds. Mivel a matrix karakterisztikus egyenlete
DA = AE-A|l=1\-1)°=0,

ezért A = 1 hatszoros sajatérték. Az A matrix felbontdsa az Hermite-féle
matrixpolinomokkal: A = E+ (A —E). Itt A—E = N hatodrendd, 3 indexi
nilpotens matrix, ahol

0

N? =

S oo oo

OO OO O =
SO OO O =
SO O O N =
OO O ===
SO OO =
OO OO oo
[en i e B e B e B e B an}
S oo oo O
OO OO OoON
OO O OO NN
SO O OO N

A févektorok meghatarozasahoz induljunk ki az N2 # 0 matrix els6 soranak
negyedik elemébdl:

T T
y =e€y,

1
zZ = 564 ésigy y'N?z=1.
Keressiik az x vektort az x = (E+ ¢;N + czNz)z alakban és a c1, co egyiitt-

hatok értékeit az y'Nz = 0 és y'x = 0 feltételekb6l hatarozhatjuk meg.
1

Ezekbdl ¢ = —5 o = 1 adodik, és igy az x vektor:

o

1

2

«— 0

1

2

0
L O_

A févektorok nemteljes biortogonalis rendszere ezuttal:

1 0 0] y' 1 00000

0 1 1 yN|l=]0 11111

2 y IN? 000 2 2 2
[N2XNXX]—OOO
— aE
00 3
00 0
L0 0 0]
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A biortogonélis vektorrendszert teljessé tessziik az

yT

E-[N’°x Nx x| |y'N
yTN2

projektor minimalis diadikus felbontéasaval:

00 00 0 O
00 -1 0o 0 O
N2 0 0 10 0 0] _
E - [N°x Nx x] TN2 00 00 -1 -1]7
00 00 1 0
00 00 O 1
0O 0 0[]0 0O 1 0 00O
-1 0 0]]0 00O O0 11
B 1 0O 0f{Jj0 0O 0 0 0 1
a 0 -1 0
0 1 -1
0 0 1
A transzformaciot most az
10 0O 0 0 07 1 0 0 0 0 0]
1
0 1 3 —1 0 0 01 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 00 0 2 2 2
U= 1 , Vi=
0 0 3 0 -1 0 001 0 0O
0 0 0 0 1 -1 000 011
L0 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 1]
matrixok segitségével hajtjuk végre, igy
[0 1 0
0 0 1 0 J1 | 0
TNU, = |00 00 N I
V,NU, = 0 §
0 0 0 0 0 N,
L 0 0 O
[0 1 1 00 0
adodik, ahol Ny = [0 0 0|, N? = |0 0 0| egy harmadrendd, 2
0 0 0 0 0 0

indext nilpotens métrix.
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Févektorainak meghatarozasahoz legyen most y' = e1T ész = eoq, igy
0
yTle =1. Az x = (E + ¢1N1)z egyenletbdl ¢; = 0 adodik, tehat x = |1
0

A f6vektorok nemteljes biortogonalis rendszere:

10 -
. y /10 0
e B S e
Ezt tegyiik teljessé az
- 00 0 0] [0 0 1]
E — [Nix x}{¥N]— 00 —1|=]-1
y 00 1 1

minimé&lis diadikus felbontéssal. Ennek felhasznalasaval hajtsuk végre a
transzforméciot:

1 00 10 0 0 1{0
0 1 1|N;|0 1 —1|=1]0 0i0],
0 0 1 00 1 0 0i0

igy megkaptuk az N1 matrix Jordan-féle normalalakjat. Az adott matrixon
tehat az alabbi szorzatok segitségével végezhets el a transzformacio:

100 0 00 100 0 0 0
01 0000 011111
T |0 01 00 Of(r (000 2 2 2
V*000100V1*001000’
000 01 1 00001 2
000 001 000 00 1
10000 O] 10 0 0O O O]
01000 0 01—%—1 0 0
U:U100100 0|_|00 f 1007
00010 0 0050—11
00001 —1 00 0 0 1 -2
00000 1] |00 0 0 0O 1

ahonnan
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adodik. Lathato, hogy ebben az esetben a méatrix Jordan-féle normalalakja
harom Jordan-blokkbol all (harom Jordan-blokk ,direkt 6sszege”), ezek rend-
szama monoton nemndvekvd sorrendben 3, 2 és 1.

x %

3.4.5 Matrixfiiggvények kanonikus elGallitasa
Tekintsiink egyszertiség kedvéért egy o rendd nemderogatorius N nilpotens

matrixot, és allitsuk el ennek f(N) fiiggvényét, ahol f(z) az f(z Z cpz”

hatvanysorral van definidlva. Tekintettel arra, hogy a z = 0 helyen ez a
hatvanysor mindig konvergens, és hogy a 3.4.5 tétel szerint nilpotens métrix
oo

valamennyi sajatértéke 0, a chNk hatvanysor konvergencidja, vagyis az
k=1
f(N) matrixfiiggvény létezése minden esetben biztositva van.
Az f(N) fiiggvény elsallitasahoz felhasznaljuk a (3.4.7) Osszefliggést. A
minimélpolinom ebben az esetben

(3.4.51) A(X) = A%,

ennek egyetlen (o multiplicitast) gyoke Ay = 0; az egyetlen Hyo(N) matrix-
polinom tehat az « rendd egységmatrix, a Hy, (N) matrixpolinomok pedig a
(3.4.17) osszefliggések alapjan a kovetkez6 egyszerti alakban adodnak:

MH]CO(N)ZLNV (1/217"'7&_1)'

(3.4.52) Hyw (N) = -

V!

Behelyettesitve ezt a (3.4.7) képletbe, a keresett fliggvény az alabbi alakban
irhato fel:

PO O, 100

7N0¢—1.
1 2! (a—1)!

(3.4.53) f(N) = f(0)E +

Igy a hatvanysorral definialt f(IN) matrixfiiggvényt sikeriilt egy (a—1)-edfokt
polinomra redukalnunk. Vegyiik most figyelembe, hogy a 3.4.6 tétel alapjan,
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minden nemderogatorius a rendd nilpotens méatrix a févektorok segitségével
a rend felsé (vagy also) Jordan-blokkra transzformélhato. Ebbol kovetkezik,
hogy a nilpotens métrix barmely hatvanya — tehat polinomja is — ugyanezzel
a transzformacioval a fels6 (vagy also) Jordan-blokk megfelelg hatvanyara,
ill. polinomjara transzforméalhato. Legyen T az adott nilpotens méatrix f6-
vektoraibol alkotott matrix: mivel N = TJT ™!, tehat (3.4.53) alapjan
/ " a—1
POy SO0 S >(0>Ja1}T1‘

_|_

(3.4.54) f(N)—T{f(O)E+ T (a -1

A kapcsos zarojelben allo kifejezés a Jordan-blokk egy polinomja (csupan
érdekesség kedvéért jegyezziik meg, hogy ennek a polinomnak a szerkezete
emlékeztet a Taylor-polinom szerkezetére), ilyen polinomokkal pedig talal-
koztunk mar az els§ fejezet példaiban (lasd (1.4.7)). Felhasznalva az ott
kapott eredményeket, az f(N) fliggvényt most mar a fGvektorok segitségével
az alabbi, kanonikus alakban irhatjuk fel:

(3.4.55) f(N)=Tf(I)T !,
ahol f(J) a kovetkezd:

10) 70) Z'©) 370 20
01O SO 0 g 00
(3.4.56) f(I)y=10 0 . e . . ,
0 0 f0)  f(0)
00 . .0 o)

és T oszlopai az adott IN nilpotens métrix f6vektorai. Ha az adott N nil-
potens matrix derogatoérius, akkor elvileg ugyanigy jarunk el, mint a nem-
derogatorius esetben. Ekkor azonban figyelembe kell venni, hogy a matrix
normélalakja — amire véges sok egymés utan alkalmazott hasonloséagi transz-
forméacioval jutunk — Jordan-blokkokbol felépitett kvazidiagonal-matrix. A
(3.4.55) elsallitasban szerepld f(J) polinom tehat nem egyetlen « rendd ha-
romszogmatrix lesz, hanem az egyes Jordan-blokkok rendszamaval megegyez&
rendszamu haromszogmatrixokbol felépitett kvazidiagonalméatrix.

Megjegyzés. A (3.4.56) alaku f(J) haromszogmatrixok tjabb hasonlosagi transzforméacioval
természeiesen ismét Jordan-féle normalalakra hozhaték és igy megkaphatjuk a nilpotens
matrix fliggvényének Jordan-féle normalalakjat. Erre itt nem tériink ki.

Térjiink most vissza a legaltalanosabb tipusa A matrixok f(A) fiiggvényeé-
nek (3.4.7) alakjara. Feltessziik, hogy az ott megadott konvergenciafeltételek
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teljesiilnek, vagyis hogy az A matrix sajatértékei az f(z) fiiggvény konver-
genciakorének belsejébe esnek. Fejezziik ki a (3.4.7)-ben szereplé Hy, (A)
Hermite-féle matrixpolinomokat minden v = 1-re a (3.4.17) képlet alapjan a
Hio(A) polinomok segitségével, és helyettesitsiik be a (3.4.7) egyenletbe:

S

(3457) [(A) = Z{f(Ak)E F P OWA - ME)

k=1

FOr=D () ool
e L )
Megjegyezziik, hogy ebbdl a kifejezésbdl f(z) = 2z esetén kozvetleniil ado-
dik az A matrix (3.4.21) alatti felbontasa. Ahhoz hasonloan, ahogy ott a
(3.4.22) majd a (3.4.26) Gsszefiiggések levezetése soran tettiik, szorozzunk be
most is a Hyo(A) projektorokkal és vegyiik figyelembe, hogy ezek idempotens
matrixok. Ily médon a kivetkezd kifejezésre jutunk:

S

FA) = 300 PO HioA) + Hao (A) (A ~ ME) oA+
k=1

+ Hio(A) fﬂé?’“) (A = ME)HZ (A) + -+
f(vrl)()\) S
+Hk0(A)T_1);€(A—)\kE) L H ) (A)}.

Helyettesitsiik be a Hyo(A) projektorok helyére azok (3.4.23) alatti diadikus
felbontasat, és emeljiik ki balra az Uy, jobbra pedig a Vg tényezdket:

(3.458) f(A)=Y Uk{f@k)Eak P WVE(A = \E)Up+
k=1

1
+ E.fu()\k)V;—(A - )\kE)2Hk0(A)Uk + -+

FO=D ()
(ve = 1)!

A 3.4.2 tétel kovetkeztében az 6sszes Uy, oszlopvektoraibol alkotott U maéat-
rixszal végzett hasonlosagi transzformacio az f(A) matrixfiiggvényt olyan
kvéazidiagonalmatrixra transzformalja, amelynek féatlojaban a (3.4.58)-ban
szereplé Qj blokkok allnak. Nem nehéz belatni, hogy ezek a blokkok az

S
Vg(A—AkE)%—lH,Zg‘2(A)Uk}Vg:ZUkaVg.
k=1

(3.4.59) Nj = VI(A - E)Uy
nilpotens métrix polinomjai. Ennek hatvanyai ugyanis:

N2=V(A-ME)U, V] (A= \ME)U, =V (A= \E)?Hyo(A)Uy;
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hasonloan adodik Ni = VI(A — M E)*HZ (A)Uy, stb., és (3.4.12) miatt
NZ’“ = 0. Ha ~;, = «a, akkor N; nemderogatorius, ha v, < ag, akkor Ny
derogatorius nilpotens matrix. A 3.4.8 tétel értelmében tehat talalhato olyan
T matrix, amellyel végzett hasonlosagi transzformécioval az Ny nilpotens
matrix Jordan-féle normalalakra hozhato:

(3.4.60) Nj =V (A-NE)U, =T,J, T, "

Ezzel a Tj matrixszal a (3.4.58) Osszefiiggésben szereplé Qi blokkok a ko-
vetkezdképpen transzformalhatok:

(f(”)y(!)\k) JZ) T !,

Jelolje T az aj rendd Ty matrixokbol alkotott kvazidagonél-matrixot. Be-
helyettesitve a (3.4.58) Osszefiiggésbe, megkapjuk az f(A) matrixfiiggvény
kanonikus el6Gallitasat:

> T UL

Az UT matrixszorzat oszlopvektorai szolgaltatjak tehat azt a bazist, amely-
ben az adott transzformacio f(A) fiiggvényének matrixa Jordan-blokkok
(3.4.56) alaku fliggvényeibdl mint haromszogmatrixokbol alkotott kvazidia-
gonal-méatrix.

Arra a kérdésre, hogy adott A\ sajatértékhez tartozo nilpotens matrixpo-
linom hany Jordan-blokkbol allo kvazidiagonal-méatrixként allithato els, az
elemi osztok elmélete ad valaszt. Ezzel majd a kovetkezs szakaszban foglal-
kozunk.

21. Példa. Legyen

Ye—1

(3.4.61) Qu="Tx »
v=0

(3.4.62) f(A) =

k

3 -1 —4 2
2 3 -2 -4
A= 2 -1 -3 2
1 2 -1 =3

Hatarozzuk meg sin A kanonikus elGallitasat!

Megoldas. Egyszerd szamolas utan meggyézédhetiink arrél, hogy A karakte-
risztikus egyenlete megegyezik minimélegyenletével, mégpedig

DN=AE-Al=AN)=AN-1)2\+1)?2=0.

Vagyis a sajatértékek \; = 1 és Ao = —1, és mindegyik kétszeres sajatérték.
AN =16 X 1 helyhez tartoz6 Hermite-féle alappolinomoknak a
kovetkezd feltételeket kell kielégiteni:
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Hip(1) = 1, Hi(1) = Hio(—1) = Hip(—1) =0,
Hao(—1) =1,  Hjy(—1) = Hao(1) = Hjo(1) = 0.

Ezekbdl adodik
L 3 L 3
Hlo(x):Z(Q—i—Sx—w ), Hgo(w):Z(2—3w+w ).

Az x valtozo helyére az A métrixot irva, a Hyo(A) megfelel6 matrixpolino-
mokat kapjuk, amelyek sziikségképpen masodrangi projektorok lesznek:

1 ,
Hio(A) = Z(2E +3A - A3) =

2. 0 =2 0 20{10—1 0}
o2 o0 -2/ lo 20 1 0 -1] .
{10 =1 o] |1 o0 =UiVy,

01 0 -1 0 1

1 3

Hyo(A) = Z(QE—3A+A )=

-1 0 2 0 10{—1020}
0 -1 0 2 |01 0 -1 0 2| .
“l=1 o0 2 0| |10 =UaVe.

0 -1 0 2 0 1

A diadikus felbontéssal kapott Uy, Uy, ill. V|, VJ matrixok segitségével
meghatarozhato az a hasonlosagi transzformacio, amely az adott matrixot
masodrendt blokkokbol allo kvazidiagonal-matrix alakba viszi at:

2.0 10 1 0 -1 0
o2 01 o 1 0 -1
U=lhot1o V=1 o 2 o

01 0 1 0 -1 0 2

(1 0 -1 0][3 -1 -4 2][2 01 0
Taer | O 1 0 —1|]2 3 —2 —4||0 2 0 1|
VIAU=11 o 2 ofl2 -1 =3 2[[1 01 0~

0 -1 0 2[|t 2 -1 =3[0 101

10 0 0

I S T

oo -1 1

00 o0 -1
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A kapott kvazidiagonal-matrix bal fels§ blokkja mér als6 Jordan-féle nor-
maélalaku, a jobb als6 blokkot pedig még egy hasonlosagi transzformécioval
als6 Jordan-féle normélalakra kell hozni.

A (3.4.38) és (3.4.39) Osszefliggések segitségével ez az I= [0 involuto-

1

0
. ) . . |0 1] (0 10 1| {0 O
rius permutalé méatrixszal végezhetd el: [1 0} [0 0} [1 0]—[1 0}

Az egyes nilpotens blokkokat a fentiek alapjan a
0 00

oo o

1 0
0 0
0 1

O = O

matrixszal végzett hasonloségi transzformécio redukélja Jordan-féle nor-
malalakra, az adott matrixot pedig az

2 0 1 01 0 0 O 2 0 01
020 10 1 0 O 0 210
Ut = 101 0[]0 00 1] |1 0 0 1
010 10 0 1 O 01 1 0

maétrixszal végzett hasonlosagi transzformacio, ahol

1 0 -1 0]
0 1 0 -1
0 -1 0 2
-1 0 2 0

(UT) ' =TV' =

Ezzel A kanonikus elgallitdsa az alabbi alakban adodik:

2 0 01 1 0: 0 0 1 0 -1 0

A — 021 0]}1 1: 0 0 0 1 0 -1
110 0 1o oi=1 0 0o -1 0 2|

0 1 1 0 0 0 1 =1 -1 0 2 0

ahonnan

2 00 1ffsinl 0 © 0 1 0-1 0

a0 2 1 0f]coslsinl, 0 0 10 -1
SIMA=11 0 0 1| 0 0 sin=1) 0 0-1 0 2|

01 1 0/ 0 0 icos(—=1)sin(-1)][-1 0 2 0
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3.5 ELEMI OSZTOK ELMELETE

A linearis transzforméciok elméletébsl méar tudjuk, hogy a bézis megval-
toztatasa esetén a lineéaris transzforméciéo métrixan hasonlosagi transzfor-
méaciot kell végrehajtani. Ezért adott linearis transzformacio jellemzo ada-
tai a transzformécié maéatrixanak csak olyan adatai lehetnek, amelyek a
matrix hasonlosagi transzformacidjaval szemben invaridnsak. Ebben a pont-
ban megmutatjuk, hogy a legaltalanosabb linearis transzformécio, amely
az n-dimenzi6s lineéris teret dnmagara képezi le, elemi osztdival jellemez-
hetd egyértelmiien. Mint latni fogjuk, a transzformacié métrixanak Jordan-
féle normalalakjabol ezek egyszertien kiolvashatok, és a méatrix hasonlosagi
transzformaci6javal szemben valoban invariansak.

3.5.1 A determinansoszt6 invarianciaja

E fejezet el6z6 pontjaiban megismerkedtiink matrixok Jordan-féle nor-
malalakjanak fogalméaval és megmutattuk, hogy hasonlosagi transzformaéci-
6val barmely méatrix Jordan-blokkokboél allé6 kvazidiagonal-matrix alakjara
hozhato. Lattuk, hogy a matrix minden sajatértékéhez legaldbb egy Jordan-
blokk tartozik és legfeljebb annyi, amennyi a sajatérték multiplicitasa a ka-
rakterisztikus egyenletben. Ez utobbibol kovetkezik, hogy az ,elsérendd”
Jordan-blokkok egyetlen elemmé fajulnak, és specialis esetként az egyszert
struktardja, vagyis diagonalizdlhaté matrixokhoz jutunk. Ha a minimalpoli-
nom megegyezik a karakterisztikus polinommal, akkor a matrix Jordan-féle
normaélalakja éppen annyi Jordan-blokkbdl all, amennyi a kiilénb6z6 sajatér-
tékek szama, és egy-egy Jordan-blokk rendszama megegyezik a megfelels sa-
jatérték multiplicitasaval. Az aldabbiakban annak az esetnek a vizsgalataval
foglalkozunk részletesebben, amikor a minimalpolinom fokszama kisebb, mint
a karakterisztikus polinomé, de gydkei nem mind egyszeresek.

Legyen az n-edrendti A métrix karakterisztikus polinomja

S

IAE — Al =D(\) = [](A = M), ahol Y ap =n.
k=1 k=1

Vezessiik be a kovetkezs fogalmakat.

3.5.1 definicié. A A\E— A karakterisztikus mdtrix v-edrendd minorainak leg-
nagyobb kozos osztdjdat (amely egy dllando szorzdtdl eltekintve van csak meg-
hatdrozva, €s ezt gy vdlaszthatjuk meg, hogy a legmagasabb foki tag egytitt-
hatdja 1 legyen) az A mdtriz v-edik determinansosztojanak nevezzik és
D, (\)-val jeloljiik.

Mivel egy matrix tetszSleges, v-edrendii minora (v — 1)-edrendd minorok
linearis kombinaciojaként fejezhets ki, ezért barmely v-edrendd minor oszt-
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hato a (v — 1)-edrendd minorok barmely kozos osztojaval. Ebbgl kovetkezik,
hogy D, () oszthaté a D, _1(\) polinommal (v =1,2,...,n).

3.5.2 definicio. Az A mdtriz barmely két, egymds utdni D, () és D, _1(\)
determindnsosztdjinak

Dy(A)

(351 B0 =515

(v=1,2,...,n)

hdnyadosdt az A mdtriz invaridns faktoranak nevezziik.

E definiciok értelmében D,,(\) megegyezik a karakterisztikus polinommal,
az E,()\) invarians faktor pedig a minimalpolinommal. Irjuk fel az E,())
invarians faktorokat gyoktényezds alakban:

S

(352) B, =][A= ) (v=1.2,...,n),
k=1

ahol e, = 71 a minimélpolinom gyokeinek multiplicitasa.

3.5.3 definicid. Az invaridns faktorok (3.5.2) alatti elédllitasdban az dllan-
dotdl kilonbozé (A — M) hatvinyokat a NE — A karakterisztikus mdtric
(komplex szamtest felett értelmezett) elemi osztoinak nevezziik.

3.5.1 tétel. Legyen az A linedris transzformdcio mdtriza egqy adott bdzisban
A. A XE—A karakterisztikus mdtriz k-adrendd minorainak Dy () legnagyobb
kéz0s osztdja mem fligg a bdzis megudlasztasdtol, tehdt a koordindta-rendszer

Bizonyitds. Szorozzuk meg a \E — A karakterisztikus matrixot tetszéleges C,
allando elemt, nemszingularis méatrixszal és tekintsiik a (AE — A)C szorzat
egy tetszGleges i1is .. .1, indexd soraibol és a ji1jo ..., indexi oszlopaibodl
alkotott r-edrendd minormatrixat. Az (1.2.6) Osszefliggés alapjan
{OE-C)A}T2" = OB - Ay Cliy

adodik, vagyis az igy kapott matrix egy-egy oszlopa a AE — A métrix vala-
mennyt oszlopa i1is...1, indexd elemébdl alkotott oszlopoknak a linearis
kombinécioja. A minormatrix determinénsa tehéat az ezen oszlopokbol Gsszes
lehetséges modon kivalaszthatod r oszlop altal alkotott determinansok linearis
kombinécioja. Ez azt jelenti, hogy a AE — A maétrix valamennyi r-edrendi
minoranak barmelyik kozos osztoja (tehat a legnagyobb kozos osztoja is)
egyuttal osztoja a (AE—A)C tetsz6legesen kivalasztott r-edrendd minoranak.
Mivel pedig a (AE — A)C matrixbél a A\E — A matrixot megkapjuk, ha a C™*
reciprokmatrixszal szorozzuk, forditva is igaz: a (AE—A)C matrix k-adrendi
minorainak barmely osztoja egytttal osztoja a A\E— A karakterisztikus matrix
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k-adrendd minorainak is. Tehat a AE — A és a (AE — A)C matrix k-adrendd
minorainak kozos osztoi megegyeznek. Ugyanez érvényes a (AE — A)C és a
C '(AE — A)C matrixokra, vagyis a \AE — A, valamint a C"'(A\E — A)C
matrix k-adrendd minorainak kozos osztoi, és igy a legnagyobb koz0s osztoi
is megegyeznek. Ez azt jelenti, hogy az A maétrixhoz tartoz6 karakterisz-
tikus matrix, valamint a hasonlosagi transzformacioval nyert A = C!AC
matrixhoz tartozéo AE — A karakterisztikus matrix k-adrendd minorainak leg-
nagyobb kozos osztoi megegyeznek. Mivel pedig a hasonlosagi transzformé-
ci6 a bazis lineéris transzforméaciojat jelenti, ezért a Dy (\) legnagyobb kozos
0szt6 valoban fliggetlen a bazis megvalasztasatol, tehat a koordinata-rendszer
transzformaciéjaval szemben invarians. l

Egy linearis transzforméciohoz tartozo Dy(\) determinénsosztok meg-
hatarozasa céljabol tehat olyan bazist célszert valasztani, amelyben a transz-
formécié méatrixa minél egyszertibb ,szerkezeti’. Ezért tgy valasztjuk meg
a bézist, hogy a linearis transzformacié matrixa e bazisban Jordan-féle nor-
malalaku legyen.

3.5.2 A determinansoszt6 invarianciaja specialis esetben

Elgszor hatarozzuk meg egyetlen Jordan-blokkhoz tartozoé Dy (\) determinan-
sosztok sorozatat. Jeldlje J,, azt az egyetlen Jordan-blokkot tartalmazoé n-
edrendd Jordan-féle normélalakt matrixot, amelynek n-szeres sajatértéke A\g:

M 0 0... 0

a karakterisztikus polinom nyilvanvaléan |AE — J,,| = D, (\) = (A — M)
A ME — J,, karakterisztikus métrix els6 soranak utolsé eleméhez tartozo
(n — 1)-edrendd minor elGjeltsl eltekintve 1, ezért az (n — 1)-edrendd mi-
norok legnagyobb koézos osztdja is 1, tehat

(3.5.3)  Dn_1()) = 1.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy az 6sszes tobbi Dy, () polinom is (k < n—1) azo-
nosan 1, hiszen mindegyik Dy (\) polinom osztéja a nagyobb indexd megfelels
polinomnak. Tehat egyetlen Jordan-blokkra a Dy (\) determinansosztok so-
rozata a kovetkezs:

(3.54)  Dna(N) =\ —2X0)", Dnp1(N) = Dyp_s(\) =---=Di(\) = 1.

Tekintslink most egy olyan J,, méatrixot, amelynek egyetlen — n-szeres —
sajatértéke van, de amelynek a Jordan-féle normélalakja p szama Jordan-
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blokkbol all; ezek rendszéma monoton nemnévekvs sorrendben legyen

(355) enZ2ep 122 €npr1#0, epp=en_p_1=--=¢€; =0.
vagyis en en—1 €n—p+1
Ao
1 Xo a
1 )Xo
Ao :
''''''''''''''''''' 25 Y
1 X s ; s
! : ! 2
(356) 3, oo !
Ao
D
' R
i Ao | @

A karakterisztikus polinom ezuttal is |[AE —J,,| = D,,(A) = (A — Xo)". Mi-
vel a karakterisztikus matrix egy (n — 1)-edrendd minorat ugy kapjuk meg,
hogy a (AE — J,,) matrix valamely sorat és oszlopat toroljiik, ezért az egyet-
len Jordan-blokknal kovetett meggondolas alapjan lathato, hogy a (3.5.6)
matrixhoz tartozo karakterisztikus matrix (n — 1)-edrendd minorai koziil az
elsd sor e,-edik eleméhez tartozo minor tartalmazza a A — \g gyoktényezét a
legalacsonyabb hatvinyon, tehat ez lesz a minorok legnagyobb kozos osztoja.
A (3.5.4) Osszefiiggést most a bal felss, e,-edrendd blokkra alkalmazva, azt
kapjuk, hogy

(3.5.7)  Du_1(A) = (A — Ag)" e,

Ugyanezt a meggondolast tovabb folytatva, meghatarozhato a tobbi deter-
minansoszto is. Igy a D,,_2()\) polinomhoz tigy jutunk, hogy a (A\E — J,,) ka-
rakterisztikus matrixban toroljiik az elsé és az (e, + 1)-edik sort, valamint az
en-edik és az (e, +ep—1)-edik oszlopot. Ismét (3.5.4) miatt az (n—2)-edrendi
minorok koziil ez fogja legalacsonyabb hatvanyon tartalmazni a A — Ay gyok-
tényezdt, tehat ez lesz az (n — 2)-edrendd minorok legnagyobb kizos osztoja:

(3.5.8)  Dp_2(A) = (X —Xg)" e Cn1,
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Az eljarast folytatva, megkapjuk az Gsszes tobbi D, (A) polinomot is:

Dp—3(X) = (A= Ag)" 7 mimeon2,

3.5.3 A determinansoszt6 invarianciaja altalanos esetben

Tekintsiik most az altalanos esetet, amikor a linearis transzforméciénak s
kiilonbozs sajatértéke van, és a transzforméciéo matrixanak Jordan-féle nor-
maélalakjaban az oy, multiplicitast A\, sajatértékhez tartozo py darab Jordan-
blokk e, rendszamai, ismét monoton nemndvekvs sorrendben,

Enk i €n—1,k z e z Cn—pr+1,k 7£ 07

(3.5.9)
Cn—pr,k = En—pp—1,k = = €1 = 0.

(Félreérthets jelolések elkeriilése végett itt és a tovabbiakban a kettds in-
dexben vesszével valasztjuk el a két indexet, ha legalabb az egyik kéttagu
kifejezés.) A fenti gondolatmenet segitségével konnyen belathato, hogy a v-
edrendi minorok legnagyobb k6zos osztoja ebben az esetben az egyes sajatér-
tékekhez tartoz6 Jordan-blokkokbél kiilon-kiilon meghatarozhaté v-edrendd
minorok legnagyobb kozos osztoinak szorzata lesz, azaz

S

Dn(A) = JJ(A =), ahol » ay=n,
k=1 k=1

anl()‘) = H()‘ - )‘k)akienkv
k=1

(3510) Dn_g(/\) = H()\ _ )\k)ak,fenkfen—1,k7
k=1

S

Dys(A) = [ (A= Ap)okmensmenrrmen 2 gih,
k=1

A 3.5.2 definici6 felhasznéalasaval hatarozzuk meg az adott linearis transz-
forméacio invarians faktorait. Képezve a (3.5.10) képlettel megadott deter-
minansosztok hanyadosat, az invarians faktorok (3.5.1) alapjan

S

(35.11) B, (\) = [T = x)en

k=1

alakban irhatok fel. A kapott eredményt a kovetkezs tételben foglaljuk Gssze.
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3.5.2 tétel. Tegyiik fel, hogy egy Jordan-féle normdlalakd mdtrizban a \p
sajdatértékhez py, szami Jordan-blokk tartozik, amelyek rendszama monoton
nemndvekvd sorrendben

Enk i €n—1,k z o i Cn—pr+1,k 7£ 07

enfpk,k:en*jﬂkfl,k:"':elk:o (k_].,Q,...,S),

azaz J =(J1 Jo...Jy), ahol

(3.5.12)

enk €n—1,k o €n—pr+1,k
w ]
1 A ’
...... =
________________ P
A e
(3.5.13) J), = | 1
"""""""" N
. . T
L Ak | (ow

Az ehhez tartozo invaridns faktorokra ekkor a kiévetkezd adodik:

S

(3.5.14) E,(\) = JJ(A = ),

k=1
ahol

S
(3.5.15) > enx =m
k=1

az E,(X\) = A(N) minimdlpolinom fokszdma, tovdbbd

(35.16) E,(\) =[[A= )™ (v=n—-1n-2,...,2]1),
k=1

ahol

(3517) > en=ar (k=12,...,5).

v=1
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A (3.5.12) Osszefiiggés alapjan a kitevSkre fennall:
€l = €2k = " = Epn—_pp .k = 0,

tehat (3.5.17) tulajdonképpen egy pj tagt Osszeg:

n

(3.5.18) Yo = (k=12,...,5).

v=n—pp+1

3.5.4 Az elemi osztok és a Jordan-féle normalalak

Lathato tehat, hogy az invarians faktorok sorozata egyértelmien meg-
hatarozza a métrix Jordan-féle normalalakjat. Mivel tovabbéa az invarians
faktorok tényezdi a 3.5.3 definicioval bevezetett elemi osztok, azt is mondhat-
juk, hogy az elemi osztok egyértelmiien meghatarozzak a matrix Jordan-féle
normalalakjat. Ha tehat ismerjiik egy matrix sajatértékeit, akkor az elemi
osztok kitevait tablazatba foglalva, pontos képet kaphatunk a Jordan-féle
normélalaki matrix szerkezetérdl:

A Ay . s

S
n ent €n2 ... Cns S enk=m
k=1

n—1 €n—-1,1 €En—-1,2---€n—1;s
n—2 €n—-21 €n-22...€pn-2;

€11 €12 €ls
S
oy ay ... Qg Sap=n
k=1
b1 b2 ... DPs

Az els6 oszlopban &ll az invarians faktor rendszama; a tablazat bels6 osz-
lopaiban egy-egy sajatértéknek megfelelg kitevék allnak, melyek monoton
nemnovekvs sorozatot alkotnak. Ezek Osszege a sajatérték oy multiplicitdsat
adja (utobbiak Osszege pedig a matrix n rendszama). Az egyes sorokban
allo kitevok Osszege a megfelel6 invarians faktorok fokszamaval egyenls; az
elsé sorban 4llo kitev6k a minimalpolinom gyokeinek a multiplicitasat ad-
jak, ezek Osszege pedig a minimalpolinom m fokszama. A tablazat elemei
kozott természetesen zérus is lehet, ezeket nem sziikséges kiirni. Az egyes
oszlopokban allo, zérustol kiilonbo6zs kitevok szdma a megfeleld sajatértékhez
tartozo Jordan-blokkok py szémat jelenti (ezt tiintettiik fel a tablazat aljan,
az ap multiplicitasok alatt). Erdekes megfigyelni, hogy a p;, szam egytttal
a A\ E — A matrix rangcsokkenését (defektusat, nullitasat) is megadja, tehat
pr a A sajatértékhez tartozo linearisan fliggetlen sajatvektorok szama. Ez
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egyszertien abbol kévetkezik, hogy egyetlen Jordan-blokk, ha a fatloban allo
elemek zérussal egyenlSk, nemderogatoérius nilpotens méatrix, a rangja eggyel
kisebb, mint rendszama, vagyis a defektusa 1. Ha tehat A Jordan-féle nor-
maélalakt métrix és a A\ E — A méatrixban a Ay sajatértékhez p, Jordan-blokk
tartozik, akkor mindegyik blokk defektusa 1, vagyis Ay E— A defektusa py. Ez
azt jelenti, hogy a A\ sajatértékhez tartozo uy sajatvektorokat meghatarozo
(AE — A)uy, = 0 egyenletnek éppen py linearisan fiiggetlen megoldasa van.

A tablazatbol az is kiolvashato, hogy egy matrix akkor és csak akkor dia-
gonalizalhato, ha valamennyi elemi osztdja els6foki, tehéat ha a tablazat vala-
mennyi, zérustol kilénbozs eleme 1. Ekkor egyuttal minden k-ra pr = ay,
tehat minden sajatértékhez annyi linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik,
amennyi a multiplicitasa.

A Jordan-féle normélalak strukturajat tehat az elemi osztok kitevdinek
tablazata egyértelmtien meghatarozza. Ha a zérus elemeket elhagyjuk és az
egymas alatt allo kitevGket zarojelbe foglalva, egymés mellé irjuk a kiillénb6z6
sajatértékekhez tartozo, zérustol kiilonbozs kitevsk rendszerét, akkor ezzel a
Jordan-féle normalalakot tomor irasmoddal jellemezhetjiik. Ebbdl a célbol
bevezetjiik a Segre-féle karakterisztika fogalmét.

3.5.4 definicié. A madtriz Segre*-féle karakterisztikdjanak nevezzik az
elemi osztok kitevdinek

(3.5.19) [(enl en—11---)(€n2 €n_12...)...(ens En—15--- )]

alakban megadott rendszerét.

22. Példa. Irjuk fel annak a matrixnak a Jordan-féle normalalakjat és
invarians faktorait, amelynek Segre-féle karakterisztikaja

(2 2 1B 1))

Megoldds. A Segre-féle karakterisztikabol lathato, hogy a keresett matrixnak
négy, kiillonbozs sajatértéke van. Az egyes sajatértékek legyenek A1, Ao, A3,
Ay. Az elemi osztok kitevsit az el6bb ismertetett felépitést tablazatba fog-
laljuk. A matrix rendszama egyenls a karakterisztikus polinom fokszamaval,
azaz a kitevsk Osszegével — esetiinkben 12-vel.

Al X A3 N\
12 2 3 2 1 m=2~8
11 2 1
10 1
a5 4 2 1n=12
ll3 2 1 1

*E. Segre (1903-1977) olasz matematikus.
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Innen kiolvashatok az alabbi egyszert Osszefiiggések.
A karakterisztikus polinom: D(A) = (A — A1)®(A = A2) (A — A3)2 (A — \g).
A A(X) minimalpolinom (egytuttal az F12(\) invarians faktor):

AN = Eia(A) = (A= A)2 = X2)2 (A = A3)2 (A — \g).

A t6bbi invarians faktor pedig

Az egyes sajatértékekhez tartozo defektusok a kovetkezdk: py = 3; po = 2;
ps = 1; p4 = 1. Ez annyit jelent, hogy az egyes sajatértékekhez tartozo
linearisan fiiggetlen sajatvektorok szama rendre 3, 2, 1, 1, vagyis a 12-edrendii
maétrixhoz Gsszesen 7 linearisan fiiggetlen sajatvektor tartozik. A keresett
Jordan-féle normalalak:

PYR
oA
AL
NS NS R
A1
Ao ;
(3.5.20) 1 Ao .
1 X
A2
A3
1 X3
. A4_
* * *

Az elemi osztok kitevdit tartalmazo tablazat bevezetésekor mar ramutat-
tunk arra, hogy az egyes oszlopokban &llo, zérustol kiilonbo6zé elemek szama
egyenld a A\, sajatértékhez tartozoé Jordan-blokkok pi szdmaval, és ugyancsak
egyenldk a A\ E — A matrix defektusaval.

Vegyiik most figyelembe, hogy A\ — A hatvanyozasa esetén a \j sajatér-
tékhez tartoz6 Jordan-blokkokban a —1 elemek egy hellyel balra tolédnak, és
ezzel a matrix defektusa minden egyes hatvanyozéaskor annyival né, amennyi
a blokkok szama. Igy eljutunk egy olyan hatvanyhoz, amelyben a legkisebb
rendszamu Jordan-blokk zérussa valik, ett6l kezdve tehat a Ay E — A matrix
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defektusa kisebb szammal fog néni (hiszen a Jordan-blokkok szama kevesebb
lett). Jelolje di1 a A\ E— A matrix defektusat, di +dg2 a (A E— A)2 matrix
defektusat, és igy tovabb. Végiil (/\kE—A)ﬁ’c defektusa, di1+dra+- - -+ dig,,
egyenld lesz a Ay, sajatérték multiplicitasaval, ha 8 a AyE— A matrix (Ag-hoz
tartozo) nilpotens blokkjanak az indexe. A fenti meggondolasbol kévetkezik,
hogy a dg, szdmok monoton nemnévekvs sorozatot alkotnak:

(3'5'21> pr=dp Zdi2 2 - 2 dkﬁk > 1.

Az igy nyert dj, szamok és az elemi osztok e, kitevsi kozott kolesonosen
egyértelmii megfeleltetés létesithets, tehat a dy, szamok a matrix Jordan-féle
normalalakjat ugyanugy egyértelmtien meghatarozzak, mint az elemi osztok
eyr Kitevoi. A dp, szamokat a Segre-féle karakterisztikihoz hasonléan cso-
portosithatjuk, igy kapjuk a métrix Weyr-féle karakterisztikajat.

3.5.5 definici6. Jelolje A\, (K = 1,2,...,8) az A mdtriz kilonbozé sa-
jatértékeit, és képezzik a (\E — A) karakterisztikus mdtriz hatvinyainak
(AME — A)” sorozatdt (v =1,2,...). Jeldlje e hatvanyok defektusdt rendre

drt, dgi+de2, ., din+Hdge+ o+ dp, oo

Az igy meghatdrozott dy, szdmok monoton nemndévekvd sorozatdt minden k
értékre egy-eqy csoportba foglalva, ezek

[(du, di2, ... )(d21, doo, ...)...(ds1, ds2, )]

alakban megadott rendszerét az A mdtric Weyr-féle karakterisztikajanak
nevezzik.

A Segre-féle karakterisztikabol tgy kapjuk meg a Weyr-féle karakterisz-
tikat, hogy minden csoportba elGszor a zardjelben allo elemek szamat irjuk
be, ezutan a zarojelen beliill minden szambol levonunk 1-et, megszamoljuk a
zérustol kiillonboz6 elemeket és ezek szamat az elézd mellé irjuk. Az eljarast
addig folytatjuk, amig zérustol kiilonbozs szamot talalunk a Segre-féle karak-
terisztika tekintett csoportjaban. Az igy kapott szamok alkotjak a Weyr-féle
karakterisztika megfelel§ csoportjat. Ezutan ratériink a kovetkezd zardjelre
stb.

Abban az esetben, ha az elemi osztok mind linearisak, vagyis ha

evk=1 (v=n,n—-1, ..., n—pe+1; k=1,2, ..., s5),

és igy pr = ay, akkor a Segre-féle karakterisztika
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innen a Weyr-féle karakterisztika [(oq) (a2)...(as)]. Ez azt jelenti, hogy
egy diagonalizalhatd matrix Weyr-féle karakterisztikajat a sajatértékek mul-
tiplicitasai alkotjak: dx1 = vy, tehat a A\ sajatértékhez oy linearisan fiig-
getlen sajatvektor tartozik. Igy a linearisan fiiggetlen sajatvektorok szama
megegyezik az aj multiplicitdsok Osszegével, vagyis a matrix rendszamaval.
Tekintettel arra, hogy a Weyr-féle karakterisztika ekkor egyetlen szamot tar-
talmazo6 csoportokbodl all, azaz dipa = 0, ez azt jelenti, hogy \yE — A hat-
vanyozaséaval annak defektusa nem né. Ezzel gyakorlatilag is jol hasznalhato
kritériumot talaltunk annak eldéntésére, hogy egy matrix diagonalizalhato-e,
vagyis hogy egyszerid strukturaji-e. Eszerint egy mdtriz akkor és csak ak-
kor egyszerd strukturdju, ha karakterisztikus mdtrizdnak rangja — bdrmelyik
sajdatérték behelyettesitésével — a hatvdnyozdssal szemben invaridns.

23. Példa. irjuk fel az el6z6 példa Weyr-féle karakterisztikajat, és értékeljik
jelentését.

Megoldds. A Segre-féle karakterisztika: [(2 2 1)(3 1)(2)(1)]. Vonjunk le
mindegyik szambol 1-et addig, amig mindegyik szam zérus nem lesz (ahol
mar zérust kaptunk, ott a tovabbiakban pontot frunk)

Ezek alapjan a Weyr-féle karakterisztikit — csoportonként haladva — a
zérustol kiillénbozs elemek széma szolgaltatja: [(3 2)(2 1 1)(1 1)(1)].
A (3.5.20) matrix szerkezetébdl lathato, hogy a Weyr-féle karakterisztika je-
lentése a kovetkezs:

ME - A defektusa 3
(ME — A)?  defektusa 3 4 2
ME — A defektusa 2

( )2 defektusa 2 + 1

( )3 defektusa 2 +1 41
(AME — A)  defektusa 1

( )2 defektusa 1+ 1

( ) defektusa 1.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

358 3. MATRIXFUGGVENYEK

A defektusokat tablazatba foglaljuk:

pe=dr1 di2 diz | X dw =
)\1 3 2 a1 = 5
)\2 2 1 1 Qo = 4
)\3 1 1 a3 = 2
)\4 1 Yy = 1
n=> ap=12
k
ok %

A matrixok Jordan-féle normalalakjanak behato vizsgalata lehetévé teszi
a kovetkezG két altalanos tétel bizonyitasat.

3.5.3 tétel. Két madtrixz akkor és csak akkor hasonlo, ha invaridns faktoraik
— €s gy elemi osztdik is — megegyeznek.

Bizonyitds. A 3.5.1 tételben bebizonyitottuk, hogy hasonlé matrixok deter-
minénsosztéi megegyeznek. A 3.5.2 definiciobdl kovetkezik, hogy akkor az
ezek hanyadosaibol képzett invarians faktorok, tehat az elemi osztok is meg-
egyeznek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az A és a B matrix invarians faktorai — és
igy elemi oszt6i is — megegyeznek. Mivel barmely matrix hasonlosagi transz-
forméacioval Jordan-féle normalalakra hozhato, tovabba A és B invarians fak-
torai megegyeznek, ezért megegyezik Jordan-féle norméalalakjuk is. Tehat A
és B ugyanahhoz a méatrixhoz hasonlé, igy A is hasonlé B-hez. B

3.5.4 tétel. Adott linedris transzformdcio Jordan-féle normdlalakjdt eqyér-
telmien meghatdrozza.

Bizonyitds. Adott linearis transzformécié métrixa egy — a bazis megvalasz-
tasatol fiiggs — hasonlésagi transzformaciotol eltekintve egyértelmiien meg-
hatarozott. Mivel pedig hasonl6é méatrixok elemi oszt6i megegyeznek és ezek a
Jordan-féle normalalakot egyértelmiien meghatéarozzak, ezért az adott linearis
transzformécio Jordan-féle normalalakja egyértelmtien meghatarozott. H

Minthogy hasonlé méatrixok ugyanazt a linearis transzformaciot hataroz-
zdk meg, igy a bizonyitott tételek alapjan kovetkezik, hogy az invarians fakto-
rok és az elemi osztok — mint a bazis megvalasztasatol fliggetlen mennyiségek
— a linearis transzformécio jellemzd adatai.

3.6 LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET-
RENDSZEREK

A kovetkezSkben a matrixfliggvények legf6bb alkalmazasi teriiletével, a li-
nearis differencialegyenlet-rendszerek elméletével és megoldasi modszereivel
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foglalkozunk. Feltételezziik, hogy az olvaso a differencidlegyenletekkel kap-
csolatos alapvetd ismereteknek birtokaban van, ezért ezekre csupan utalunk.
Azt kivanjuk megmutatni, hogy a matrixelmélet milyen matematikai ap-
paratust szolgaltat a linearis differencidlegyenletek targyalasahoz. Elsérendi
linearis differencidlegyenlet-rendszerekkel kezdjiik vizsgalatainkat. Réviden
ismertetjiik a valtozo egyiitthatoju linearis differencidlegyenlet-rendszereket,
majd részletesen elemezziik az allandé egyiitthatdja rendszereket. Megmu-
tatjuk, hogy utébbiak megoldasa matrixokra vonatkozo sajatérték-feladatra
vezet: az altalanos targyaldshoz a matrixfiiggvények definiciojat és kanonikus
elsallitasat hasznaljuk fel.

Célul azt tiizziik ki, hogy az adott differencidlegyenletnek az elsirt feltétele-
ket kielégité megoldésat explicit alakban nyerjiik. Ezt az teszi lehetévé, hogy
az elsérendd differencidlegyenlet-rendszer megoldésanak feladata lényegében
algebrai egyenletrendszer megoldéasat is magaban foglalja.

Roviden foglalkozunk az alkalmazasok szempontjabol kiilonésen fontos
masodrendi rendszerekkel, és szamos példa részletes kidolgozasaval illuszt-
raljuk a megoldasi moédszereket.

3.6.1 Explicit alakban megadott linearis elsérendii
kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek

Ebben a pontban az aldbbi alaku elsérendi differencidlegyenlet-rendszer
vizsgalataval foglalkozunk:

i1 = an )z + arp(t)ze + - + a1n(t)zn + f1(1)

(361) jj2 - a21(t).131 + a22(t)x2 +oF a2n(t)-rn + f2(t)

ahol z; = z;(t) (i =1,2,...,n) jeloli a valos ¢ valtozotol fiiggd keresett flige-
diL‘i (t)

(i =1,2,...,n) jeloli ezek ¢ szerinti derivaltjat, f;(t)
és a;5(t) (i, = 1,2,...,n) pedig adott fiiggvények, amelyekrdl feltessziik,
hogy a t valtozo valamely T intervallumaban mind folytonosak. (A ¢ szerinti
derivalast azért jeloljik itt ponttal, mert a vizsgalt differencidlegyenlet-
rendszerek legfontosabb alkalmazéasi teriiletén az ismeretlen fiiggvények pont-
rendszer mozgasat hatarozzak meg, ahol a t valtozo rendszerint az id6t jelenti
és igy paraméterként szerepel; az analizisben a paraméter szerinti derivalast
altalaban ponttal jeldljiik.)

Keressiik a (3.6.1) rendszernek azt a megoldasat, amely kielégiti a kovet-
kez6 alakban adott kezdeti feltételeket:

vényeket, &; =

(3.6.2) X1 (to) = T10, l‘g(to) = T20y +--» .Z‘”(to) = Tno-
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Feltessziik tehat, hogy az egyenletek szdma megegyezik az ismeretlen fiigg-
vények szaméval és hogy az egyenletekbdl az els6 derivaltak egyértelmiien ki-
fejezhetsk. A differencialegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy ha ty benne
van az a;;(t) és f;(t) figgvények kozos T folytonossagi intervallumaban, akkor
a (3.6.1) egyenletrendszernek ebben az intervallumban egyetlen olyan megol-
dasa van, amelyik kielégiti a (3.6.2) feltételeket. A kovetkez6kben megkisérel-
jik ennek a megoldasnak explicit alakban valo elGallitasat. Latni fogjuk, hogy
az altalanos esetben ezt csupan iterdlt integralok konvergens végtelen soraval
tudjuk kifejezni. Megvizsgaljuk azonban, hogy milyen feltételek mellett hoz-
hato ez a végtelen sor zart alakra. Kiilonosen egyszertivé valik a megoldas az
allando egyiitthatoju rendszerek esetén.

Ahhoz, hogy a (3.6.1) differencialegyenlet-rendszer vizsgalatara a matrixel-
méletet alkalmazhassuk, néhany fogalmat kell bevezetni matrixokra. Legyen
X(t) egy olyan matrix, amelynek x;;(t) elemei a t fiiggetlen valtozonak
az [a,b] zart intervallumban differencidlhato fiiggvényei. Az X(t) matrix ¢
szerinti derivaltjan ekkor az alabbi matrixot értjiik:

d};(t) B [dxgt(t)] |

vagy rovidebb jeloléssel: X(t) = [ac” (t)] Hasonloképpen, ha x;;(t) primitiv

dy;; (¢
fiiggvénye y;;(t) a [to, t] intervallumban, azaz Y c;t( ) = x;;(t), akkor az X(¢)

méatrix [to,t] intervallumra vett hatérozott integraljan az alabbi matrixot
értjik:

/ X(r)dr = Y(t) - Y(to) = [y (t) — s (t0)].

Tehét roviden azt mondhatjuk, hogy matrixot elemenként differencialunk és
integralunk.

Tekintsiik most a (3.6.1) differencialegyenlet-rendszert a (3.6.2) kezdeti fel-
tételekkel egyiitt, és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen az ismeretlen
fiiggvényekbdl alkotott n elemtd vektor x, az a;;(t) egyiitthatofiiggvényekbdl
alkotott n-edrendd kvadratikus matrix A(t), az f;(t) figgvényekbsl alkotott
n elemi vektor f(t) és az x;o kezdeti értékekbdl alkotott n elemtd vektor xg. A
(3.6.1) egyenlet és a (3.6.2) feltételek ezekkel a jelolésekkel az alabbi alakban
irhatok fel:

(3.6.3) x=A(t)x+£(1),

(364) X(to) = Xq-
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A (3.6.3) egyenletet f(t) = 0 esetén homogén linedris, ellenkezd esetben inho-
mogén linedris elsérendd kizinséges differencidlegyenlet-rendszernek nevez-
ziik. A (3.6.4) kezdeti feltételeket xg = 0 esetén homogén, ellenkezd esetben
inhomogén kezdeti feltételeknek nevezziik.

Konnyen belathato a linearis differencialegyenletek elméletének azon alap-
vetd tétele, amely szerint az inhomogén linearis differencidlegyenlet altalanos
megoldasat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak és a hozza
tartozé homogén egyenlet altalanos megoldasanak az Osszege adja. Ha
ugyanis x,, a (3.6.3) egyenlet egy partikularis megoldasa, és az altalanos meg-
oldést

(3.6.5) x=£&+x,

alaki Osszeg alakjaban keressiik, akkor behelyettesitve (3.6.5)-6t a (3.6.3)
egyenletbe, azt kapjuk, hogy & + %, = A(t)(€ + x,) + £(¢). A beszorzast
elvégezve, és figyelembe véve, hogy x, kielégiti a (3.6.3) egyenletet, vagyis
%, = A(t)x, + £(t), a & vektorra a kovetkez6t nyerjiik:

(3.6.6) €=A(t)E.

Tehat € a (3.6.3) egyenlethez tartozo homogén linearis egyenlet altalanos
megoldasa. Ugyancsak a linearis differencidlegyenletek altalanos elméletébsl
ismeretes, hogy a (3.6.6) alaku homogén linearis differencidlegyenlet-rend-
szernek — az a,;(t) fiiggvények kozos folytonossagi intervallumaban — mindig
van n linearisan fiiggetlen megoldasa, és ezek linearis kombinécidja adja az
egyenlet altaldnos megoldéasat. Az egyenlet n linearisan fiiggetlen megol-
déasabol alkotott rendszert alaprendszernek nevezziik. Ha az alaprendszert
alkoté megoldéasvektorokat ugy vélasztjuk meg, hogy a t = ¢y helyen az els6-
nek az els§ eleme 1, a masodiknak a mésodik eleme 1, és igy tovabb, és
valamennyi tobbi elem 0, akkor normdlt alaprendszerrél beszéliink. Jelolje
x1(t), x2(t), ..., xn(t) a (3.6.6) egyenlet ilyen normalt alaprendszert alkoto
megoldasvektorait. Ha ezeket egy X(¢) méatrix oszlopvektorainak tekintjiik:

(3.6.7)  X(t) = [x1(t) xa(t)...x,(t)],
akkor a normalt alaprendszer definiciojabol kovetkezik, hogy
(3.6.8) X(tg) =E.

A normalt alaprendszert alkoté vektorok (3.6.7) matrixat a (3.6.3) egyenlet
to helyhez tartozo rezolvensmdtrizdnak nevezzik. A (3.6.6) homogén linearis
egyenlet altalanos megoldasat tehat a rezolvensmaétrix oszlopainak linearis
kombinécioja adja, vagyis az altalanos megoldéas felirhaté mint

(3.6.9)  £(t) = X(t)e,

ahol a ¢ vektor elemei tetszéleges allandok.
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3.6.2 A differencialegyenlet-rendszer megoldasa
a rezolvensmatrix ismeretében

A (3.6.3) inhomogén linearis differencialegyenlet (3.6.4) inhomogén feltétele-
ket kielégité megoldasét sokszor célszerii a kovetkez6 meggondolasok segitsé-
gével meghatarozni. Meghatarozzuk a (3.6.6) homogén linearis egyenletnek
azt a partikularis megoldasat, amely kielégiti a (3.6.4) inhomogén kezdeti
feltételeket, a (3.6.3) inhomogén lineéris egyenletnek pedig azt a partikularis
megoldasat, amely nem ,rontja el” a mar kielégitett kezdeti feltételeket, vagyis
amelynek minden eleme 0 a t = t( helyen, és ezt a két megoldast Gsszegezziik:

inhomogén linedris differencidlegyenlet inhomogén kezdeti feltételeket
kielégitd megolddsa =
= homogén linedris differencidlegyenlet inhomogén kezdeti feltételeket
kielégitd megolddsa +
+ inhomogén linedris differencidlegyenlet homogén kezdeti feltételeket
kielégitd megolddsa.

Ha tehat x(¢; to, xo), ill. &€(¢; to, x0) jeloli az inhomogén, illetve homogén
linearis differencidlegyenletnek azt a megoldasat, amely a to helyen az xq
kezdeti értékeket veszi fel, akkor

(3610) X(t; to, Xo) = f(t; to, Xo) + X(t; to, 0)

Mivel a (3.6.6) homogén linearis egyenlet altalanos megoldasat a rezol-
vensmatrix segitségével (3.6.9) alakban kaptuk, ezért ebbdl — (3.6.8) figyelem-
bevételével — a (3.6.4) kezdeti feltételeket kielégitd partikularis megoldasra
E(to) = X(to)c = Ec = x¢ adodik, vagyis ¢ = xg. Visszahelyettesitve ezt a
(3.6.9) egyenletbe,

(3.6.11)  &(%; to, x0) = X(t)x0,

és ezzel megkaptuk a (3.6.10) megoldas elss tagjat — a homogén egyenletnek
az inhomogén kezdeti feltételeket kielégité partikularis megoldasét.

Az inhomogén linearis differencidlegyenlet partikularis megoldasat az al-
landék varidlasanak a modszere szerint az

(3.6.12) x,(t) = X(t)e(t)

szorzat alakjaban keressiik. Behelyettesitve ezt a (3.6.3) egyenletbe és figye-
lembe véve, hogy a szorzat derivalasi szabalya matrixokra is valtozatlanul
érvényben van — azzal a megkotéssel, hogy a tényezsk sorrendje nem felcse-
rélhet6 —, az alabbi egyenletet kapjuk:

(3.6.13) X(t)c(t) + X(t)é(t) = A(t)X(t)e(t) + £(2).
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Mivel a rezolvensmatrix kielégiti a (3.6.6) homogén linearis differencialegyen-
letet (a definicioja értelmében ugyanis minden oszlopa a (3.6.6) egyenlet meg-
oldésa), ebbdl kovetkezik, hogy az egész matrix is kielégiti a (3.6.6) egyenletet:

(3.6.14) X(t) = A(t)X(t);
ezt behelyettesitve a (3.6.13) egyenletbe, Gsszevonés utan
(3.6.15) X(t)e(t) =£(t)

adodik. A linearis differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy ha a
(3.6.6) egyenlet partikularis megoldasai egy to helyen linearisan fiiggetlenek,
akkor az a;;(t) fiiggvények kozos folytonossagi intervallumaban mindeniitt
azok, ezért az X(t) rezolvensmatrix az egész vizsgélt intervallumban nem-
szingularis, tehat invertalhato. Szorozzuk meg a (3.6.15) egyenletet balrol a
rezolvensmatrix inverzével: ¢(t) = X~ 1(¢)f(t), és integraljunk tetszoleges ¢,
also hatartol a ¢ felsG hatarig:

o(t) = / X—L(r)E(r) dr.

Visszahelyettesitve a (3.6.12) egyenletbe, megkapjuk a (3.6.3) inhomogén li-
nearis egyenlet egy partikularis megoldéasat:

(3.6.16) x,(t) :X(t)/X*l(T)f(T) dr.

Mi azonban az inhomogén linearis egyenletnek azt a partikularis megolda-
sat keressiik, amely a homogén kezdeti feltételeket elégiti ki, vagyis azt a
megoldéasvektort, amelynek a ¢ = ¢y helyen minden eleme 0. Ez elérhetd,
ha a (3.6.16) megoldasban az integral ¢; alsé hataraul éppen a to értéket
valasztjuk. Igy a keresett partikularis megoldas:

(3.6.17)  x(t; to, 0) :X(t)/X*l(T)f(T) dr.

Ha tehat a (3.6.11) és a (3.6.17) kifejezést behelyettesitjiik a (3.6.10) 6sz-
szefiiggésbe, akkor a (3.6.3) egyenlet (3.6.4) feltételeket kielégitd megoldasat
kapjuk:

(3.6.18)  x(t; to, x0) = X(t)x0 + X(t) /X‘l(T)f(T) dr.
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3.6.3 A rezolvensmatrix meghatarozasa

Mint latjuk, a (3.6.3) differencialegyenlet megoldasénak a kulcsa a rezolvens-
matrix ismerete. Ennek meghatarozasa céljabol a (3.6.3) egyenletet atirjuk
a (3.6.4) kezdeti feltételeket is magaban foglalo integralegyenletté:

(3.6.19) X(t)=E+ /A(T)X(T) dr.

Ennek megoldéasara a Picard”-féle szukcessziv approximacié modszerét al-
kalmazzuk. E szerint a (3.6.19) integralegyenlet megoldésa az

t
(3.6.20) Xji11(t) =E+ /A(T)Xk(T) dr; Xo=E (k=0,1,...)

to
rekurzios Osszefiiggéssel definialt
(3.6.21) Xo(t), Xi(t), Xa(t),...
maétrixsorozat hatarértéke. A differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes,
hogy az a;;(t) egyiitthatofiiggvények kozos folytonossagi intervallumanak bel-
sejében tetszdleges helyen felvett ¢y esetén ebben az intervallumban a (3.6.21)
sorozat egyenletesen konvergens, és hatéarértéke a (3.6.19) integralegyenlet

egyetlen megoldasat adja. A (3.6.20) osszefiiggésbol a (3.6.21) sorozat ele-
meire a kovetkezo kifejezéseket kapjuk:

Xo(t) = B

X, (t) =B+ / A(r)dr,

X,(t) = E + /t A(r)dr + j fA(ﬁ)A(TZ)dT2 dry,

to to
.............. [
X (t) :E+/A(Tl)dﬁ+-~-+//. /A(ﬁ) A(rg)dry .. .dmy
to to to to

*Ch. E. Picard (1856-1941) francia matematikus.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

3.6 LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZEREK 365

A keresett rezolvensmatrixra tehat a kovetkezs — iteralt integralokbol allo —
végtelen sort nyerjiik:

(3622) X(t) :E+/A(T1)d7'1+//A(T1)A(T2)d7’2 d7'1+... .

to to

A rezolvensmatrix fenti elGallitdsat matrizansnak nevezik.

Mint lathato, a rezolvensmatrix meghatarozasa ebben az éltalanos esetben
igen bonyolult eljarast kivan.

Az eljarast a kovetkez6 — viszonylag egyszert — példan mutatjuk be.

24. Példa. Hatarozzuk meg az
j?l = €To
.’tz = =1 — tZL'Q

differencialegyenlet-rendszernek az x1(0) = 1, x2(0) = 0 kezdeti feltételeket
kielégité megoldéasat!

¢
0 t
Megoldds. Esetiinkben A(t) = [(1) t} , tehat /A(T) dr = . 12
0 2
A (3.6.22) sor kovetkezd tagjai:
[ 1T 1 1
A 0o 7 o 3
2 3!
L o ar = 3 Lo Loal’
b _—1 —7'_ -7 —=T =1 —§t —|—2.4t
i r1 1
t 0 1 ——7'2 —57'3
/ 1 3 1, a7 =
O e s 3T Y31
[ L L s L
— ¢ ——t t
B 3.4 3t T2
o 1 1 1 1 ’
B 5 Lyt M 46
123 35 4! +24 2-4-6
[ 1 1 1
tl1 0 1 — ¢ - 3 5
/ 3.4 53 215 -
1 . LTg_ 1 -5 L o 1
o 2-3 3-5 2-3 2-4-6
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Lou 1 L 1L
B 2-3-4 3-5-6 2-3-5 2-4-6-7
B 1 1 1 1 23 18
- o — t° t7 — it S
3-4-5 2-3-5 +3-5-7 4! 6! +2~4~6-8
stb.
Tehat a rezolvensmatrix:
1 t2+t4 e t t3+7t5 r +
B 2 2-4 3-5- 3 120 2-4-6-7 7
X(t)=
t+t3 7 o ) t2+t4 19 .
2 3-4-5 3 360

Ha ezt jobbrol megszorozzuk az xo = [(1)} vektorral, akkor a megoldasra

azt kapjuk, hogy

2t 16
H=lo e ——— ..
o 2t 1 356

i+l Ty
Tg=—t+ - — .
2 2 3.4-5

t2
Megjegyzés. Konnyen meggydzédhetiink arrol, hogy a feladat megoldasa x1 = e~ 2, zo =
2

= te T ; az iteracioval kapott megoldas ezen fliiggvények Taylor-sorat szolgaltatjak. Mint
lathato, a fenti kozelités x1 esetében harom, xa esetében pedig csak két tagig egyezik a
Taylor-sorokkal.

* * *

3.6.4 A rezolvensmatrix elGallitasa a felcserélhetgségi
relacio teljesiilése esetén

Lényegesen egyszertibb a (3.6.3) differencialegyenlet-rendszer megoldasa ab-
ban az esetben, amikor az egyiitthatomatrixra teljesiil a felcserélhetGségi rela-
cio:

(3.6.23) A(t) - / A(r)dr = / A(r)dr- A(t),

azaz ha az egyttthatomdtriz felcserélhetd az integrdljaval. Ekkor ugyanis a
rezolvensmatrixra kapott (3.6.22) alatti matrizans egyes tagjai egyszertibb
alakra hozhatok.
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dB
Vezessiik be a B(¢ / A(T)dr jelolést, ahonnan A(t) = e Ezzel a

(3.6.22) sor harmadik tagja a kovetkezd alakba irhato:

3624 //A 7'1 7'2 dT2d7'1 /d—B(Tl)dTl

to to

Tekintettel arra, hogy a (3.6.23) relacio a B(t) matrixra vonatkozoan azt
jelenti, hogy az a deriwvdltjdval felcserélhetd, az adodik, hogy
d dB dB dB
6.25) —B*(t)=—B+B— =2—B
(36.25) dt ®) = dt dt dt

Ez az Osszefiiggés dltaldban természetesen nem érvényes, mivel altalaban B(t)
és derivaltja nem felcserélhetd.
Helyettesitsiik be a (3.6.25) Osszefiiggést (3.6.24)-be:

dB 1 d 1
/d—lB(’Tl)dTl Q/TBz(Tl)d’Tl = EBz(t)

to to

Hasonloképpen adodnak a (3.6.22) sor kovetkezs tagjaira az alabbi kifejezé-
sek:

1
3 n
3'B() ’n!B ).,
tehat a (3.6.22) matrizans a kovetkezd matrixhatvanysor alakjaban irhato:

X(t)=E+B(t) + %B2(t) +o %B”(t) +

A matrixfliggvény 3.3 szakaszban megadott definicioja értelmében ez a mat-
rixhatvanysor a 7" intervallumban mindeniitt konvergens, és az

| A(r)dr
X(t) = e'o

exponencialis matrixfiiggvényt allitja elg. Belathato tovabba, hogy

AW du — JAwa  fawa
(3.6.26) X()X~!(r) = eio ¢ - ’

mivel a kitevék kommutativak. Ugyanis

/ w) du - /A dv—//A v)dvdu =

to to
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/ /A ) dudo = /{/A du} (o)

to to to

kihasznélva itt a (3.6.23) felcserélhetségi feltételt, az integranduszban allo
tényezsk felcserélésével a fenti Gsszefiiggésbol

]A(v){jA(u) du}dv— /TA(U) dv~/tA(u) du

adodik. Ebbgl kovetkezik, hogy a (3.6.26) Osszefiiggésben a kitevsk a
szorzésra valoban kommutativak, ezért az exponencialis fliggvények szorzatét
képezhetjiik ugy, hogy a kitevSket 6sszeadjuk.

A (3.6.3) matrix-differencialegyenlet (3.6.18) megoldasat tehat a kivetkezd
alakban kapjuk:

| A(r)dr J A(u) du
o21) x(ttox) = xo+ [ irar

to

Lathatjuk innen, hogy a (3.6.3) egyenlet explicit alaki megoldasahoz expo-
nencialis matrixfiiggvény elsallitdsara van sziikség.

A (3.6.23) felcserélhetdségi relacio teljesiil minden olyan egyiitthatomat-
rixra, amely egy dllandé matrix fiiggvényegyiitthatos polinomja. A legegy-
szeriibb — és egyben legkénnyebben felismerhets — ilyen matrixok a ciklikus
matrixok, amelyek az elemi ciklikus matrix polinomjaként irhatok fel:

n—1

C(Co(t), Cl(t), ceey Cn_l(t)> = Z Cy(t)ﬂy.

v=0

Ennek ¢(C) fiiggvénye a kovetkezs kanonikus alakra hozhato (lasd a (3.2.44)
és (3.2.52) képleteket):

L[ o wie.op ']
1 n—1 - Wk
_Z<p<z u) w? ’
nk:O v=0
wy !

2kmi

ahol wy, = e » (k = 0,1,...,n — 1). Ennek felhasznalasaval A(t) =
= C(co(t), c1(t), ..., cn-1(t)) esetén a (3.6.3) egyenlet megoldasanak tetszo-
leges komponense a kdvetkezd alakban irhato fel:
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t n—

n—1 " ! v n—1
1 > cu(r)wydr
(3.6.28) w(t)=—Y w“{eto S Y R
k=0 v=0
¢ ft ﬂilc (w)wy, du n-l
+ /67 v=0 ' ZwauH(T)dT} (=1,2,...,n).
v=0

to

3.6.5 Allando egyiitthatomatrixa differencialegyenlet-
rendszerek megoldasa

Abban a legegyszeriibb esetben, amikor az A egytitthatomatrix elemei éllan-
dok, tehat a (3.6.23) felcserélhetGségi relacio trivialisan teljesiil, a rezolvens-
matrix a kovetkezs: X(t) = A7) Az alland6 egyiitthatoju differen-
cidlegyenlet-rendszerek megoldasara ekkor azt kapjuk, hogy

t
(3629) X(t, to, XO) e eA(t*tO)XO + /eA(th)f(T)dT.

to

Az itt elsforduld exponencidlis matrixfiiggvények kanonikus felbontasét
aszerint kell elvégezni, hogy az A matrix minimalegyenletének gydkei
egyszeresek-e vagy sem (lasd a 3.2 és a 3.4 szakaszt).

(a) Ha az A minimdlegyenletének csupa egyszeres gyoke wan, akkor a
Lagrange-féle matrixpolinomok alkalmazasaval a (3.6.29) megoldas alakja a
kovetkezd:

s S ¢
(3.6.30) x(¢; to, x0) = Ze)\k(t—to)Lk(A)xO + Z/e)\k(t—T)Lk(A)f(T) dr.
k=1 k=1;

Emlékeztetiink arra, hogy az Li(A) matrixpolinomok kifejezheték a karak-
terisztikus matrix adjungaltja segitségével (lasd (3.2.53)):

1 [adj(AE - A)
(3.6.31) Li(A) = A/()\k)( ey ))\=)\k,

és hogy az Li(A) matrixpolinomok minimalis diadikus felbontasa a Ay sa-
jatértékhez tartozo u,y jobb oldali és v/, bal oldali sajatvektorokat szolgal-
tatja:

Qg
(3.6.32) Li(A) =) wuvy, (k=12,...5),
v=1
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ahol oy, a A\ sajatérték multiplicitasa. Egyszertibb irasmod kedvéért lassuk
el most a sajatértékeket — és ennek megfelelGen a sajatvektorokat is — 1-t6l
n-ig fut6 | indexszel, megjegyezve, hogy a \; sajatértékek kozott itt egyenlsk
is lehetnek. A (3.6.30) megoldas tehat felirhato a kévetkezs alakban:

n t
(3633) x(t7 to, XO) :Z{e)\l(t_to)ulv?-xo+/ Ai(t— T)ulv f(T) dT}

1=1 i
Az ismeretlen fliggvények ebbdl addédoan:

t

(3.6.34) x;(t; to, xo) Zu z{e (t=t0) (vl xq) + /ekl“”)(vle(T)) dT}

to

(Gj=1,2,...,n).

(b) Ha az A minimdlegyenletének tobbszoros gydke is van, akkor az
Hermite-féle matrixpolinomokat alkalmazzuk. A (3.4.7) képlet szerint ezek
egylitthatoi az itt szerepl6 fliggvény derivaltjainak a A, helyen felvett értékei.
Hangsulyoznunk kell, hogy a fliggvény A szerinti derivaltjait kell képezni! Mi-
vel a (3.6.3) differencialegyenlet megoldasaban fellép fiiggvények e =%0) jll,
A=) egért most az M)l M7 fiiggvényeket kell A szerint deri-
valni. (A matrixfiiggvények elgallitasa szempontjabol a differencidlegyenlet
fiiggetlen valtozoja — vagyis ¢ — csupan paraméter!) Igy ebben az altalanos
esetben a megoldasban az M (t=10) glaka fliggvények mellett (tfto)e’\’f(t_t(’),
(t — to)2e (1) sth. alaku fiiggvenyek is fellepnek. A (3.6.29) megoldas
alakja tehat a kovetkezd:

Yi—1

(3.6.35)  x(t; to, X0) Ze*k(t to) Z t —to)” Hy (A)xo+

Yi—1

+Z/ Ak (t=) Z t — 1) Hy, (A)E(7)dr,

k=17,

ahol v a A\ gy6k multiplicitasa a minimalegyenletben.

Latjuk tehat, hogy az allando egylitthatoju linearis differencialegyenlet-
rendszerek megoldasait egyszerd struktiraju egyiitthatomatrixok esetén ki-
zarélag exponencialis fiiggvények alkotjak, nem egyszeri strukturaju egytiitt-
hatémaéatrixok esetében azonban fellépnek polinommal szorzott exponencialis
fliggvények is.

A fentiek megviladgitasara bemutatunk néhany példat.
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25. Példa. Hatarozzuk meg az

i1 = x1sht+xacht
To = x1cht+ xosht

differencialegyenlet-rendszernek az x(0) = x¢ = [?0] kezdeti feltételeket
20

kielégité megoldéasat!
Megoldas. E differencidlegyenlet-rendszer valtozo egytitthatéméatrixa:

sht cht
A(t) = [cht sht] = C(sht, cht);

az egylitthatomatrix ciklikus, és igy alkalmazhato a (3.6.27), ill. a (3.6.28)
megoldési formula.
A megoldas menete a kdvetkezd. Mivel

¢

cht -1 sht
/A(T)dT_ [ sht chtl}’
0

ésn = 2 miatt wg = 1, w3 = —1, tovabba esetiinkben ¢g = cht—1 és ¢; = sht,
tehat

egA(T)dT _ ecO+c1wol H 1 1] N ecﬁcml { 1} n -1y
2 2

1 -1
_ 1 cht—1+sht 1 [1 1] 1 cht—1—sht 1 [1 - 1] _
= Ee 1 =+ 5@ 1 =
1 1] | =e” ! 0 1 1
IR 0 e 4

Ezzel a keresett megoldas:

1 1 -
zi(t) = Ze® " Nayg + m20) + =€ (@10 — 220)

2 2
1 1
Ta(t) = 566 1(3310 + xa9) — 56 1(3310 — Ta0).
* ok %

26. Példa. Hatarozzuk meg az

T, = —3x1 + 222 — b3
.’tQ = —61’1 — 5%2 — 30%3

T3 = x1 + 313
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T10

differencialegyenlet-rendszernek az x(0) = |x20 | kezdeti feltételeket kielégits
230

megoldasat!

Megoldas. Tekintettel arra, hogy allandé egyiitthatoju rendszerrdl van szo,
a (3.6.29) megoldasi formulat alkalmazhatjuk. Ehhez sziikségiink van az eA?
matrixfliggvény kanonikus felbontésara, ahol

-3 2 =5
A=|-6 -5 -30
1 0 3

A karakterisztikus egyenletre egyszert szamoléassal adodik
IAE —A| =X +5)X2 +8\+4=0,
innen

A2 = —2  (kétszeres gyok),
Az = —1.
Most a minimélpolinomot kell meghatarozni. Képezziik ezért a karakte-

risztikus matrix masodrendd minorainak (vagyis az adjungalt méatrix elemei-
nek) legnagyobb kozos osztojat. Az adjungalt matrix:

A=3)A+5)  2(A—3) —5(A+17)
adj \E—A)=| —-6(A+2) (\+2)(A—2) -30A+2) |,
54+ A 2 A2 4+ 8\ +27

tehét az elemek legnagyobb k6z6s osztoja 1; ez azt jelenti, hogy a karakterisz-
tikus polinom és a A()\) minimalpolinom megegyezik: A(\) = (A+2)*(A+1).
Megjegyzés. Mivel ebben a feladatban a karakterisztikus polinomnak egyetlen t6bbszoros

gyoke A1 2 = —2 (kétszeres gyok), ezért itt egyszeriibben is meggydzddhetiink arrél, hogy
a karakterisztikus polinom és a minimalpolinom megegyezik. Ehhez elég azt figyelembe

venni, hogy A12 = —2 helyettesitésével a
1 -2 5
—2E — A = 6 3 30
-1 0 -5

matrix rangja 2, tehat a kétszeres sajatértékhez egyetlen sajatvektor, vagyis egyetlen méa-
sodrendi Jordan-blokk tartozik.

Mivel a minimalpolinomnak van tobbszoros gyoke, a kanonikus felbontés-
hoz az Hermite-féle méatrixpolinomokat hasznaljuk fel. Ezek meghatarozasara
kétféle modszert mutatunk be.
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(a) Meghatarozzuk a (3.4.3) definicié alapjan a Hy,(z) alappolinomokat,
azutan a z skalar valtozo helyére az A matrixot helyettesitjiik. Esetiinkben
A1 = —2, Ay = —1. A Hyp(2) alappolinomot a kovetkezs alakban keressiik:

Az A és B egyiitthatokat abbol a feltételbdl hatarozzuk meg, hogy Hip(—2)=1
és Hig(—2) =0:

2A—-B=1
—-3A+B=0;

ebb6l A = —1 és B = —3. Tehat Hig(z) = —(z + 3)(z + 1). A masodik
alappolinomot a Hy1(z) = C(z+2)(z + 1) alakban keressiik. A H{,(—2) =1
feltételbsl C = —1 adodik, tehat Hy1(z) = —(2 +2)(z + 1).

Végiil a harmadik alappolinomot Hag(2) = D(z + 2)* alakban keressiik,
a D egylitthatora pedig a Hao(—1) = 1 feltételbsl D = 1 adodik. Tehat
Hao(z) = (2 4 2)%. A fentiek alapjan a keresett matrixpolinomokat kénnyen

felirhatjuk:

(17 8 80]
Hip(A)=—(A+3E)A+E)=| 6 4 30|,
-4 -2 19
[15 10 75]
Hi(A)=—(A+2E)A+E)=| 0 0 0,
-3 -2 —15

-16 -8 —80

Hy(A)=—-(A+2E)*=| -6 -3 -30

4 2 20

(b) A Hp,(A) matrixpolinomokat meghatarozhatjuk kozvetlenill is, a
(3.4.18) egyenletek alapjan. Tekintettel arra, hogy esetiinkben harom ilyen
alappolinom szerepel, a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel:

Hio(A) + Hao(A) = E,
—2H10(A) + H11(A) — Hyp(A) = A,

1 1
2Ho(A) — 2H11(A) + §H20(A) = §A2.

Az igy nyert egyenletrendszer megoldasara természetesen ugyanazt az
eredményt kapjuk, mint az (a) esetben.
Az At matrixfiiggvény ezek alapjan az alabbi alakban ifrhato fel:

At = 6_2tH10(A) + t6_2tH11(A) + e_tHzo(A);
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ezt jobbroél szorozva a kezdeti értékekbdl alkotott xo vektorral, az adott
differencialegyenlet-rendszer keresett megoldasat kapjuk:

z1(t) = e { (17 + 15t)z10 + (8 + 10t)z20 + (80 + 75¢)z30 } —
—8e7(2x10 + w20 + 10z30),

To (t) = 267%(31'10 + 2290 + 151’30) - 367t(2x10 + x2o0 + 101’30),

.Ig(t) = 6_2t{(—4 — 3t)l‘10 + (—2 — 2t).7320 + (—19 — 15t)l‘30}+
+ 267t(2(£10 + @90 + 10x30).

E példa kapesan ismételten felhiviuk a figyelmet arra, hogy az e®! matrix-
fliggvény meghatarozasahoz alkalmazott (3.4.7) képletben szerepls f/()\) deri-
valt \ szerinti derivalast jelent, tehat esetiinkben az e fiiggvénynek A szerinti
derivaltja te . (Ha a minimalegyenlet gyokének a multiplicitdsa nagyobb,

mint 2, akkor ehhez hasonléan fellépnének a t2e™, t3e? stb. kifejezések is.)
x %

27. Példa. Hatarozzuk meg az
T1 = 3x1 — 3T + 223 + sin 2t
To = —x1 + Dxo — 2w3 + t
&3 = —x1 + 3o + €%
differencialegyenlet-rendszernek az

T10
X(O) = |[T20| = 0
T30
homogén kezdeti feltételeket kielégité megoldasat!

Megoldds. A feladat megoldasara a (3.6.29) formulat alkalmazhatjuk, ese-
tiinkben xo = 0. Sziikségiink van az e*(*~7) matrixfiiggvény kanonikus fel-
bontasara, ahol

3 -3 2
A=|-1 5 -2
-1 3 0

A karakterisztikus egyenlet: [AE — A| = (A — 4)(\ — 2)? = 0. Lathato,
hogy A = 2 kétszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, meg kell tehat
hatarozni a minimélegyenletet is. Képezziik e célbol a karakterisztikus matrix

adjungaltjat:
A=2)(A—3) -3A—2) 2(A—2)
adj (AE—A) = —-(A—=2) A=1(A=-2) —2(\—2)
—-(A=2) 3(A—2) (A=2)(A—06)
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Innen kiolvashato, hogy az adjungélt matrix elemeinek — azaz a karakterisz-
tikus méatrix méasodrendtd minorainak — legnagyobb kozos osztoja A — 2; a
minimalegyenlet tehat A(A) = (A —2)(A —4) =0.

Megjegyzés. Az el6z6 példdhoz hasonléan itt is egyszeriibben megéllapithato, hogy a mi-

nimalpolinom gyokei mind egyszeresek, mivel a karakterisztikus polinom egyetlen t6bbszo-
ros gyoke A = 2 (kétszeres gyok). A AE — A karakterisztikus métrix A = 2 helyettesitésével

-1 3 -2
QE-A=|+1 -3 2|,
+1 -3 2

ennek rangja nyilvanvaléan 1, azaz a A = 2 sajatértékhez két, linearisan fiiggetlen sajat-
vektor tartozik. Az adott méatrixnak van tehat teljes sajatvektorrendszere, azaz diagona-
lizalhato, és a minimalpolinomjanak csupa egyszeres gyoke van.

Mivel a minimalpolinom gyokei egyszeresek, a kanonikus felbontashoz a
gyOkhelyekhez tartozo Lagrange-féle alappolinomokat hasznaljuk fel. Ezek,
mivel

Li(2) =1, L2(2)=0, L1(4) =0, Lo(4)=1,
a kovetkezs linearis fliggvények:

Li(z) = —%(z —4), Lo(z) = %(z —2).

A matrixpolinomok pedig (a diadikus felbontést is elvégezve):

1 1 1 3 -2 1 1 0f]1 3 -2
Ll(A):§(4E—A):§ 1 -1 2 =3 1 2((0 =2 2|,
1 -3 4 1 3
) =32 [ -3 2
-1 3 =2 -1
Ezzel e*(t=7) kanonikus felbontéasa:
1 0 1 1 1 1 1 3 -2
eA(th) — 1 2 _1 <_ 62(t77) - 62(t77) - e4(t7’)> O _2 2
13 -1 2 2 1 -3 2

A keresett megoldést tehat az alabbi integral szolgaltatja:
A L 2= sin 27 + 37 —2e%7}

x(t) :/eA(t_T)f(T)dT =—1|1 2 -1 2= 27 4 227} dr.

211 3 1

4 e =) {sin 27— 37 4 227}
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Tekintetbe véve, hogy

¢
1
/e)"“(t_T) sin 27 dr = 5{2e™" — 2cos 2t — Ay sin 2t},
4+ X
0
f At
1 ettt —1
)xk(t—'r)d = — (¢ - -
/Te T )\k ( + )\k ),
0
t 1

2 At h 9
/62T6Ak(t—'r) dr = 9 _ )\k (6 e )? a )‘k 7é ’
0 te/\kt, ha A\, =2

behelyettesités és Gsszevonés utan a megoldast a kovetkezs alakban kapjuk:

73 9 3 9
£) = —te2 + et — L 4% Logot— “sinot
x1(t) 2 +1606 32+8 10 <% 10 5102t
1\ 5 7, 1 1. 3 1
)= (t+=)eXt— ety — 4 24 052t — —sin2t
z2(t) <+2>e 60¢ T3 TR T T Tk

1 73 9 3 3 1
)= (2t+>)eX - ety St = cos2t — —sin2t.
x3(t) ( + )e 1606 T33 gt 10 10 5B
28. Példa. Hatarozzuk meg az

& = day 4+ 229 + w3+ €

To = 1+ dbxo +4x3 + 3e3t

jjg = —x1 — 212 - 2€3t
10
differencialegyenlet-rendszernek az x(0) = [x20 | kezdeti feltételeket kielégits
30
megoldasat!
4 2 1
Megoldds. Az egyenlet egylitthatomatrixa A = 1 5 4], és az f(t)
-1 -2 0
1
oszlopvektor f(t) = | 3| . A karakterisztikus egyenlet:
—2

INE —A|=(A-3)3=0,
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tehat A = 3 haromszoros sajatérték. A karakterisztikus méatrix adjungéltja

A2 —BA+8  2(A—1) A+3
adjf NE—A)=| A—4  X—4r+1  4r—15 |,
~(A=3)  —2(A=3) (A—6)(A—3)

elemeinek legnagyobb kozos osztdja 1, tehat a minimalegyenlet megegyezik
a karakterisztikus egyenlettel: A(X) = (A — 3)3.

Megjegyzés. A 26. és 27. példahoz hasonléan a minimélpolinom itt is egyszertibben
meghatarozhato. Elegendd azt figyelembe venni, hogy ha a karakterisztikus méatrixba a
A = 3 haromszoros gyokot helyettesitjiik, akkor a

-1 -2 -1
BE-A=|-1 -2 —4
1 2 3
matrix rangja 2, tehat a A = 3 sajatértékhez egyetlen sajatvektor, és igy egyetlen har-
madrendd Jordan-blokk tartozik, vagyis a minimé&lpolinom megegyezik a karakterisztikus
polinommal.
A miniméalpolinom meghatarozasanak ez a modja — ugyanugy, mint a 26. és 27. példa-
ban — igen egyszert, azonban csak kis rendszamu maéatrixok (és f6ként kis multiplicitasa
sajatértékek) esetén célszerd alkalmazni.

Mivel a minimélegyenletnek tobbszoros gyoke van, az Hermite-féle alap-
polinomokat alkalmazzuk. Esetiinkben, tekintettel arra, hogy a minimalpo-
linomnak egyetlen (haromszoros) gyoke van, a (3.4.11) egyenletbsl s = 1
miatt Hi9(A) = E adodik. A matrixfiiggvény felbontasanak (3.4.57) alakjat
felhasznalva, a kovetkezs Gsszefiiggésre jutunk:

, t2
A = E 4 te® (A — 3E) + Segt(A - 3E)%
Mivel
2 4 6
(A-3E)?=|-1 -2 -3,
0 0 0

azt kapjuk, hogy
L+t+62  2t+2t2 ¢+ 382
M=t L 1y 2 4t 32
—t —2t 1-3t
Hatra van még az alabbi integral kiszamitasa:

t

/ eA(t_T)f(T) dr.

0
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Behelyettesitve eddig kapott Osszefiiggéseinket, az alabbi eredményre jutunk:

1+(t—1)+({t—7)2  2(t—7)+2(t—7)2 (t—7)+3t—7)27 [ 1
¢

/e?’(”) (t—T)—%(t—T)Z’ 142(t—7)— (t—7)>2 4(t—7)—§(t—7)2 3| ¢¥dr =
0

—(t—7) —2(t—7) 1-3(t—71) | —2
2 5,0, 1,37
145t—1)+(t—7) b+ttt
¢
1
:eBt/ 37(t7‘r)7§(t77)2 dr = e3t 3t7%t27ét3
0 1
—2—(t—1) 72t75t2

A keresett megoldés tehat

5 1 .
zy(t) = e {(1 +t+ %) 210 + 26(1 + t)wso + t(1 + 3t)ase + ¢ + §t2 + _td}a

3
3t l 2 3 1 2 1 3
xo(t) = e’ <t 1—5 210+ (142t —1%)xoo + ¢ 4—575 1’304‘315—575 —ét ,

1
.733(t) =3t {—tﬂ?lo — 2txog + (1 — 3t)l‘30 — 2t — 5 t2} .

* * *

3.6.6 Els6rendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszer
periodikus megoldasa

A kovetkezd feladatban az
(3.6.36) x=Ax+f(t)

differencidlegyenlet-rendszernek a szokésostol eltérg feltételeket kielégits
megoldasat keressiik, nevezetesen a rendszer periodikus megoldasét.

Mint ismeretes, akkor mondjuk az x(t) fiiggvényre, hogy p periédusi peri-
odikus fiiggvény, ha teljesiil ra a kovetkezd feltétel: x(t) = x(t 4 p). Nyilvan-
valo, hogy ha x(t) periodikus fiiggvény p periodussal, akkor x(t), valamint
Ax ugyanilyen tulajdonsagiak. Ebbé&l kévetkezik, hogy a periodikus megol-
das létezésének sziikséges feltétele

(3.6.37) f(t+p)=1£(1).

29. Példa. Tekintsiik a (3.6.36) differencialegyenlet-rendszert, és legyen f(t)
egy p periddusu periodikus vektorfiiggvény. Hatarozzuk meg e differencial-
egyenlet-rendszer p periédusu periodikus megoldasat!

Megoldds. A periodikus megoldast a (3.6.29) alakban frhatjuk fel:
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¢
x(t) = eAltto)xg + /eA(th)f(T) dr.
to

A megoldas a t + p helyen:

t+p
(3.6.38) x(t+p) = AP to)xy 4 / eAUP=T)f (1) dr.

to

Szorozzuk meg x(t) fenti kifejezését balrol eAP-vel, és vonjuk ki a (3.6.38)
egyenletbsl. Ekkor, mivel x(t + p) = x(t), a kovetkezs Osszefliggésre jutunk:

t+p
(E — eP)x(t) = / eAUFP=TIE (1) dr,
t
és innen — feltéve, hogy az E — e egyiitthatomatrix nemszingularis —

t+p
(3.6.39) x(t) = (¢ A? —E)~! / AT (r) dr.

t

A kapott eredménybdl kiolvashato, hogy (3.6.39) az adott differencialegyen-
let-rendszernek az

x(0) = (e7A? —E)~! [ e ATf(1)dr
[

kezdeti feltételeket kielégité megoldasa.
x ok ok

30. Példa. Hatarozzuk meg az x = Ax + fj sinwt + f5 coswt differencial-

2
egyenlet-rendszer p = Uﬂ periddust megoldasat!
Megoldds. A megoldashoz felhasznalhatjuk az el6z6 példa (3.6.39) képletét:

t+p
x(t) = (e —E)~! / AT sinwr + £y coswr )} dr.

t

Elvégezve az integralast:

x(t) = (A? + W?E) " HwE(fy sinwt — f; coswt) — A(fy coswt + fy sinwt)}.
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Innen kiolvashato, hogy ha az A méatrixnak van olyan tiszta képzetes sajatér-
téke, amelynek abszolit értéke megegyezik w értékével, akkor a rendszernek
nincs periodikus megoldasa, mivel akkor az (A% + w?E) matrix szingularis,
tehat nem invertalhatd. Ezt az esetet rezonancidnak, w értékét a rendszer
rezonanciafrekvencidjinak nevezzik.

x k%
2
31. Példa. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer p = 1—7?:
periodust megoldasat:
T = — 3x0+ 4x3+ sinldt
To = 311 — 1223 — 2sin 13t
T3 = —4x1 + 1229 + 3sin 13t.

Megoldds. A megoldasra a 30. példa eredményét hasznaljuk fel. Esetiinkben

2

0 -3 4 144 48 36
A? +W°E = 3 0 —12| +169E= | 48 16 12
-4 12 0 36 12 9

Mivel |A? + w?E| = 0, tehat A? + w?E nem invertalhato, vagyis a keresett
periodikus megoldas nem létezik. Egyébként az A matrix karakterisztikus
egyenlete |\E — A| = X3 4+ 169\ = 0, ahonnan \; = 0, \g3 = +13i, tehat
w értéke megegyezik a tiszta képzetes g 3 sajatérték abszolat értékével. (Az
w = 13 érték a rendszer rezonanciafrekvenciaja.)

x %

3.6.7 Rezgb rendszerek stabilitasvizsgalata

A kovetkezSkben egy, az alkalmazasok szempontjabol igen jelentGs esettel
foglalkozunk, amikor az egylitthatéméatrix minimélegyenletének t6bbszoros
tiszta képzetes gydke van.

A polinomok elméletébdl ismeretes, hogy egy valos egyiitthatdjiu polinom
komplex gyoke mindig a konjugélt parjaval egyiitt fordul el. Abban az eset-
ben, ha ez a gyok tiszta képzetes, akkor a konjugalt komplex gyckpéart jelolje
+iw. Ez azt jelenti, hogy az egyiitthatomatrix exponencialis fiiggvénye tar-
talmazza az e™! és e~ ! fiiggvényeket. Ezek linearis kombinécioja a valos
coswt és sin wt fliggvényekhez vezet, ami azt jelenti, hogy a rendszer megolda-
sat — legalabbis részben — csillapitatlan rezgések jellemzik. Abban az esetben
azonban, amikor a +iw gyokpar tobbszorts gyoke a minimalpolinomnak, ak-
kor az altalanos elmélet szerint sziikségképpen fellépnek olyan megoldasok,
amelyekben a trigonometrikus fiiggvények polinommal vett szorzatai is meg-
jelennek. Példaul kétszeres gyok esetén megjelennek ¢ coswt és tsinwt alaku
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kifejezések, ami azt jelenti, hogy a csillapitatlan rezgéseken kiviil novekvé
amplitudéja rezgések is létrejonnek, vagyis a rezgd rendszer ,elszall”, ponto-
sabban szolva elvesziti a stabilitasat. Ez a jelenség vilagit ra legjobban arra,
hogy hogyan lehet tisztan matrixelméleti vizsgalattal a differencidlegyenlet-
rendszer megoldasanak a jellegére kovetkeztetni. A mondottak illusztralasara
tekintsiik az alabbi példat.

32. Példa. Hatarozzuk meg az

1
T = 5:101 — 5302 + 213
by — ! +2
ro = 2.731 21‘2 Xq
&3 = —2x1 + 5%~ 5%
. 1
&y = —2w2 + 53 = 5T

differencialegyenlet-rendszer

Z10
Z20
X(O) - T30
T40

kezdeti feltételeket kielégité megoldésat!

Megoldas. Vegyiik észre, hogy az egyiitthatomatrixot célszert négy blokkra
particionalt masodrendi hipermétrixként felirni:

uv' 2E 1 T 1 1
A{—QE uvT]’ ahol u{l], v = 3 3|

Az is lathato azonnal, hogy a blokkok kommutativak, tehat a karakteriszti-
kus polinomot a 3.3.1 tétel alapjan, mint a hiperdetermindns determinansét
szamithatjuk:

_ T _
)\E—A—[AE uv 2E ],

2E AE — uv’

tehat \E—A| = |[AE—uv' ) AE—uv') + 4E|. Mivel vTu = 0, a beszorzés
utan [AE — A| = |(A* + 4)E — 2\uv' | adédik, ami nem mas, mint egyetlen
diaddal modositott matrix determinansa. Az 1.5.3 tételt alkalmazzuk: az
(1.5.16) és (1.5.17) Osszefiiggések jobb oldalanak egyenlGségébdl (|D| = 1
helyettesitéssel) azt kapjuk, hogy

20 1) L2 2
e u>()\ +4)=.

IAE — A| = |\ +4)E|- <1 —
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Ebbsl kovetkezik, hogy a sajatértékek Ay = 2i és Ay = —2i (mindketts két-
szeres gyok), tehat éppen azzal az esettel allunk szemben, amikor kétszeres
tiszta képzetes konjugalt komplex gyoke van a karakterisztikus polinomnak.
Ez egyben a minimalpolinom is, errdl legegyszertibben tugy gy&z&dhetiink
meg, hogy képezziik a karakterisztikus méatrix jobb felsé sarokeleméhez tar-
toz6 minort:

1
—5 Aty 0
ME-A)u=|2 0 )\—%:2)\
o o2 1
2

Tehéat sem A — 2i, sem A 4 2¢ nem lehet az adjungalt matrix elemeinek k6z6s
osztoja. Az et matrixfiiggvény meghatarozasara ezért az Hermite-féle in-
terpolalé alappolinomok segitségével a (3.4.3) képletet hasznaljuk fel.

Az Hermite-féle interpolalé alappolinomokat az alabbi alakban kapjuk

meg;:
Hio(2) = (=2 — 1) (2 4 202
T 82i7 8 ’
1 1
H =|—--=z—< — 2i)?
20(2) ( 32i " 8> (z =20,
1
Hui(z) = _1_6(22 +4)(z + 2i),
1
Hy(z) = —1—6(22 +4)(z —2i)
Behelyettesitve z helyére az A méatrixot és elvégezve a miiveleteket
11E —iE 11 E E
Hip(A) =3 [zE E } ’ Ha(A) =3 [—z‘E E} ’
1{uv? —iuv’ 1[ uv’  duv’
Hu(A) = 2 [iuvT uv'’ } o Ha(A) = 2 {—iuvT uvT}

adodik. Az exponencialis métrixfiiggvény igy a kévetkezd alakban irhato fel:
2it : T LT
N E —E uv —iuv
T {[zE E]—i_t{iuvT uvT}}—i—
—2it . T T
n e E 1E Ll W , quT .
2 —E E —uv'  uv

Innen egyszeri 6sszevonassal és a trigonometrikus alak segitségével megkap-
juk a trigonometrikus fiiggvényeket tartalmazé végeredményt. Az is lathato,
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hogy mindeniitt megjelenik a t szorzo:

(3.6.40) e =

At (E+tuvT)cos2t (E+tuv')sin2t
T |—(E+tuv)sin2t (E+tuv')cos2t|”

Ezt egyébként direkt szorzatként is felirhatjuk:

AL (E—l—tuvT) ® cos2t  sin Qt} ’

—sin2t cos2t

vagy részletesebben:

At 1+ % —% | cos2t  sin2t
e = t ® . .
5 —sin2t cos?2t

A feladat megoldasat (3.6.29) szerint az
x(t) = e*'xq

szorzat adja.

Megjegyezziik, hogy ezt az eredményt a matrixfliggvény kanonikus
elgallitasaval is megkaphatjuk. Tekintsiik a matrixfiiggvény (3.4.58) alatti
elgallitasat. A Hyg(A) és Hop(A) diadikus felbontasaval nyert U matrixszal
végzett hasonlosagi transzformécioval elGszor kvazidiagonalizaljuk a matrix-
fliggvényt, azutan a diagonélblokkokat Jordan-féle normalalakra transzfor-
maljuk. A példankra alkalmazva:

_1|E —E| 1|E|E -iE] T
HIO(A) - 5 |:ZE E :| - 5 |:ZE:| - U1V17
1 E E| 1| E|[E E] _ T
Ha(A) =3 [—iE E} T2 [—ZE] =U2Ve.
Tehat az
_|E E | T 1 LE —iE
UL‘E —z’E}’ v =u §[E ZE}
matrixok segitségével elvégezve a hasonlésagi transzformaciot:
VTAU =
_1[E —E][u' 22E][E E|_[2E+uv’ 0
~2|E iE||-2E uv'|[iE —iE| 0 —2E+uv’

A diagonalblokkokban a sajatértékeket tartalmazé 2iE, illetve —2iE mel-
lett megjelenik az uv ' nilpotens blokk, kévetkezs lépésben tehat hasonlosagi
transzformécioval ezt kell Jordan-blokkra transzformalni. Ha N = uv',
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N? = uv'uv' = 0, a f6vektorokat pedig ugy kapjuk meg, hogy elébb vélasz-
tunk y és z vektort, amelyekkel y Nz = 1. Példaul y = e;, z = 2e, esetén
ez teljesiil. Az x vektort x = (E + ¢N)z alakban keressiik és a ¢ paramétert
tigy hatarozzuk meg, hogy y'x = 0 legyen (lasd a 3.4.6 tételt):

y'x=y'z+cy Nz =0,

0
-2
fels6 Jordan-blokkra kivanjuk transzformalni az N nilpotens matrixot, akkor
a févektorok a kovetkezGképpen adodnak:

és mivel y'Nz = 1, ¢ = —y'z = —2. Ezzel x = (E — 2N)z = ] . Ha

y 1 0 1 0

yTN S 1 -2

2 2
Ezzel elvégezve a transzformaciot:

10 % _ % 1 o] [o 1

-1 _ _ _

TNT=10 o 1, |7 o ol ™ I,

2 2] l2 2 -

valoban megkaptuk a Jordan-blokkot. Ha most a (3.4.61) 6sszefiiggés szerint a
Jordan-féle normélalakra transzformalt diagonalblokkok exponencialis fiigg-
vényét kivanjuk felirni, akkor nyilvanval6an

D _ 2t It 2it( 4 4T) = (2t [(1) ﬂ ’

illetve

(2B _ =20t It _ =2 4 4] = o2 Ll) ﬂ
adodik. Tehat az adott matrix exponencialis fiiggvényét az alabbi transzfor-
maéciok segitségével lehet elGallitani:

Ar_ [Ul Uz} [T T} [em(mw) 6_2“(E+w)] {Tl Tl} Rﬂ _

E —iE] 1

V2 iE —iE e‘2“(E+tTJT_1)} [E iE |2

Elvégezve a beszorzasokat, figyelembe véve, hogy TIT ™! = uv' és a trigo-

nometrikus alak segitségével attérve a trigonometrikus fiiggvényekre, végiil
ugyanazt a (3.6.40) alatti eredményt kapjuk, mint az el6z6 modszer esetén.

— L[E B } [e%t(EHTJTl)

T

* * *
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3.6.8 Explicit alakban megadott masodrendii rendszerek

Azt a legegyszertibb esetet tekintjiik, amikor keressiik az
(3.6.41) x4+ Ax =f(¢)
differencialegyenlet-rendszernek az

(3.6.42) x(fo) = xo
X to = X0
kezdeti feltételeket kielégité megoldasat, amit a kdvetkezeképpen jeldliink:
x(t;to, X0, X0). Az inhomogén linearis differencialegyenlet-rendszer inhomo-
gén kezdeti feltételeket kielégité megoldasat most is az egyenlethez tartozo
homogén rendszer inhomogén kezdeti feltételeket kielégité megoldasanak és
az inhomogén rendszer homogén kezdeti feltételeket kielégité megoldésanak
Osszegeként allitjuk eld.
Koénnyen igazolhato, hogy egyetlen differencidlegyenlet esetében az

(3.6.43) & +ax = f(t)
egyenlet
(3644) x(to) = Zo, j?(to) = .j?o

kezdeti feltételeket kielégité megoldasa a > 0 esetén az alabbi alakban irhato
fel:

(3645) .’If(t; to, Zo, 330) =
t

= cosva(t—ty) - xo + Wio + / Wﬂﬂ dr.

to

Itt az els6 két tag az & + ax = 0 homogén egyenlet (3.6.44) inhomogén fel-
tételeket kielégité magoldasa, az integralt tartalmazo tag pedig a (3.6.43)
inhomogén egyenlet z:(ty) = #(tp) = 0 homogén feltételeket kielégité megol-
déasa.

Visszatérve az egyetlen egyenlet esetérdl a tobb egyenletbdl allo differen-
cidlegyenlet-rendszer targyalasara, ha teljesen formalisan akarunk eljarni,
akkor megkisérelhetjiik az altalunk vizsgalt (3.6.41) rendszernek a (3.6.42)
feltételeket kielegité megoldasat is a (3.6.45) kifejezésnek megfelels alak-
ban elGallitani. Ekkor természetesen az a skalar helyett A matrixot kell
irni, x,xg, <o és f(t) helyett pedig vektorok allnak. Mindenekel6tt meg kell

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

386 3. MATRIXFUGGVENYEK

vizsgalni, hogy értelmezhetsk-e ekkor egyaltalan a (3.6.45) kifejezésnek meg-
felels

sin VA (t — to)
VA
matrixfiiggvények. A 3.3 szakaszban lattuk, hogy a matrixfiiggvényt hat-

vanysorral értelmezziik. Ebbdl a célbol felirjuk a szoban forgo fiiggvények
Taylor-sorat:

cos VA(t —tg) és

Cos\/a(t—to)zl—a(t_foy+a2(t_'t0)4—...,
3.6.46) 2 4
( sinalt=to) _ (=t (=)
N ] ¢

Ezekben a fiiggvényekben a csak pozitiv egész kitevds hatvanyon fordul el
és a sorok a komplex szamsik barmely véges tartomanyaban konvergensek.
Azt is latjuk, hogy még az a > 0 feltételtdl is eltekinthetiink, hiszen erre
csupan azért volt sziikségiink, hogy a (3.6.43) egyenlet valos megoldasat tri-
gonometrikus fiiggvények segitségével irhassuk le. Negativ a esetén is he-
lyesek maradnak a formulaink, csupan valés argumentumu trigonometrikus
fliggvények helyett képzetes argumentumuak lépnek fel, vagy ami ezzel ek-
vivalens, hiperbolikus fiiggvényekkel fejezheték ki a (3.6.46) sorok, azaz a
(3.6.43) egyenlet megoldasa. A (3.6.46) sorok segitségével tehat tetszdleges
A matrixra definidlhatok a

sin VA (t — to)
VA

fiiggveények, és éppen a (3.6.46) elgallitasbol kovetkezik, hogy mind a négy-
zetgyokvonés, mind pedig az A matrixszal valo ,0sztds” csupédn latszolagos,
mivel mindkét fiiggvény az A matrixnak — pozitiv egész kitevés — konvergens
hatvanysora. Ezzel indokolhato, hogy a tovabbiakban megengedjiik magunk-
nak azt az — egyébként siilyos hibanak tekintends — pongyolasagot, hogy egy
maétrixot formélisan a nevezdben szerepeltetiink.

Ezek szerint a (3.6.47) matrixfliiggvények a (3.6.46) sorok segitségével a
kovetkezSképpen értelmezhetdk:

(3.6.47) cos VA(t —tg), ill.

)2 _ )4
COSVA(t—to):E—(t Q'to) A—i—(t 4't0) A% — .
(3.6.48) ' L .
sinvVA(lt—to) ~ (t—to) (t—1t0)” o
Y YV (t—t)E A+ A
VA 3! 5!

Hatra van még annak igazolasa, hogy ezek segitségével a (3.6.45)-nek meg-
felel6en képzett méatrixfiiggvény, vagyis
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(3.6.49) x(t; to, X0, Xo) =
t

= cos VA(t—tg)xo + M#Xo +/M#f(7) dr,

to

valoban kielégiti a (3.6.41) differencidlegyenletet és a (3.6.42) kezdeti feltéte-
leket. A (3.6.48) sorokat ¢ szerint kétszer tagonként derivalva, meggy6zédhe-
tlink az aldbbi azonossagok helyességérdl:

d sin VA(t - to) — cos VA

dt \/K (t - tO)v
d? sin VA(t —to) B .
@T = —\/KSIH \/X(t - to),

d2
72 08 VA(t —to) = —A cos VA(t — to).
A parameéteres integralt tartalmazo tagot kétszer derivalva (lasd pl. [18]),

d / sin VA(t — 1)
dt VA

to

f(r)dr = /cos VA(t —7)f(7)dr,

%/COS\/K(t—T)f(T)dT = £(t) _/\/KSin\/K(t—T)f(T)dT.

A (3.6.49) fiiggvényt behelyettesitve a (3.6.41) differencidlegyenlet-rendszer-
be, megallapithatjuk, hogy azt valoban kielégiti a kezdeti feltételekkel egytitt.
Attol fliggSen, hogy A egyszeri struktiraju matrix-e vagy sem, a (3.6.49)-
ben el6forduld méatrixfiiggvények a Lagrange-féle, ill. az Hermite-féle matrix-
polinomok segitségével allithatok els.
(a) Ha A egyszerd struktirdji mdtriz, akkor a keresett megoldast az alabbi
alakban kapjuk:

(3.6.50) x(t; to, X0, Xo) =

= i{cos VARt = to) L (A)xo + ka(A)xo+
k=1

VAk
/ sin vV Ag(t — 1)
+/TLk(A)f(T)dT}.
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Lathato ebbdl, hogy az A matrix pozitiv sajatértékeihez trigonometrikus
fliggvények tartoznak, a negativ sajatértékekhez pedig hiperbolikus fiigg-
vények. Ha A szingularis, tehat van zérus sajatértéke — legyen pl. \g = 0 —,
akkor cos \/Ao(t —to) =1 és

_sinV(t —to)
lim ————=
A—0 VA

tehat a (3.6.50) megoldasban szerepld Osszeg megfelels tagja

:t_th

t

(3.6.51) LO(A){xo—f—(t—to))’co—i- / (t—T)f(T)dT}.

to

Abban az esetben, ha A sajatértékei kozott komplex szam is el6fordul, akkor
nem feltétleniil kapunk valés megoldast.

(b) Ha A nem egyszerd struktirdji mdtriz, akkor — amint azt az elsérendd
rendszereknél lattuk — fellépnek

(t —to) cos /A (t — to), (t—to)? cos /Ak(t —to), ...
sin v/ (t — to) o sin /A (t — to)
(b= 10) =T ()T

alaku tagok is. Ebben az esetben az explicit megoldas:
(3652) X(t; to, X0, 5(0) =
S .
sin Vg (t —t
:Z{[COS\/Ak(t—tQ)HkQ(A)—(t—to) k( O)Hkl(A)-i- X0+
k=1

o2V
+ {M#Hko(m o <(t — to) cos /At — to) -
_M#>Hkl(z&)+..lko+/{M#HkO(A)—F
+i((t—7)008\/ﬁ(t_7)_%)HM(A)—F“}“TMT}‘

Megjegyezziik, hogy a Hy, (A) polinomok egyiitthatoi itt a
sin VA(t — o) - sin VA(t — 7)
VA T VA

fliggvények X\ szerinti v-edik derivaltjai a A = A\, helyeken, ezért valnak az
egylitthatok egyre bonyolultabba.

cos VA(t — to),
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33. Példa. Hatarozzuk meg az

. 4 4 4
1+ g1+ T2 + ST = 2,

3 3 3
o + 1 + U + > 3t
x —x1 + —x9 + w3 =
2 3T+ s+ Els )
i3 + 1 + + LI t
X3 3.731 6.732 6 Tr3 =
differencialegyenlet-rendszer
Z10 210
X(O) = | x99 és X(O) = | 299
T30 T30

kezdeti feltételeket kielégité megoldasat!

Megoldds. A megoldasra a (3.6.50) képletet hasznaljuk fel. A karakteriszti-
kus egyenlet |\E — A| = AM(A — 1)(A —4) = 0, innen a sajatértékek Ay = 0,
Ao =1, A3 = 4. Mivel csupa egyszeres sajatérték van, a keresett méatrixfiigg-
vények kanonikus felbontasahoz a Lagrange-féle alappolinomokat hasznaljuk

fel. Ezek:
Lie) = s(s=1)(z—4),  La(s) = —2s(2—4),  Ls(s) = —=2(z— 1)
12742 z , 2(z) = 3zz , 3271222 .
Innen
4 2 2
6 6 6
1 2 1 1
Li(A)=-(A—E)A—4E)= |- = 2| =
(A) = ;A-BA-1B) = |2 o o
2 1 1
6 6 6
2 [2 11
V6 [v6 V6 V6
1
- -7 ,
_ b
V6
0 0 0 0 {oi _L}
iR
Lo(A) = tauE_a)= |0 + 1| L
R - 2 2| | V2 )
1 1 1
0 —= = -
2 2 V2

www.interkonyv.hu
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7

sl-
Sl

Ls(A) = %A(A ~E)=

W= Wl W=
W= Wl W=
W= Wl W=
S-Sl -5l
w w w

Ezeket behelyettesitve a (3.6.50) képletbe, a kovetkezdt kapjuk:

1
x(t) = T (1, cost,cos2t) T xg + T <t, sint, 5 sin 2t> T %0+

+ | T <(t —7),sin(t — 1), % sin 2(t — 7')> T'f(7)dr,

o .

2 0 L

V6 V3

ahol T = —i i i
S 2B
111

V6 V2 VB

a sajatvektorokbol alkotott modalmatrix, amely — mivel A szimmetrikus —
ortogonalis, azaz T~1 = TT. A kijelslt integralast a kovetkezoképpen végez-
ziik el:

21T,
, BVE Ve |
T/<t—7,sin(t—7), %sinQ(t—T)> 0 % —% 3t | dr =
0 EEN T I
V3 V3 VB
2 L 3
T ) 56,
:T/ %TSiH(t—’T) dr=T %(t—sint)
0 2 . 1 1 .
ﬁTsmﬂt—T) % (t— 551n2t>

Tehat a keresett megoldés:
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1 1
€1 (t) = §(2$10 — XTo0 — .%30) —+ 5(1'10 —+ xo0 + .%30) cos 2t+
1 . . . 1,. . . .
+ gt(me — To0 — .%30) + 6(1‘10 —+ X909 + .%30) sin 2t+
+ Ls + LYSE Y
— —t — —sin
9 3 6 ’
1 1
$2(t) = —6(23310 — Top — X30) + §($20 — xgo) cost+
1 1 .. . )
+ §($10 + 220 + 230) cos 2t — 5 t(2&10 — @20 — d30)+
1 . . . 1 . . . .
+ 5(3:20 — &30)sint + 6(3:10 + @90 + d30) Sin 26—
1 7 1
— Et?’ +3t- 2sint — 6smzt,
1 1
$3(t) = —6(23310 — Top — T30) — §($20 — xgo) cost+
1 . )
+ 5(3:10 + 290 + $30) cos 2t — 6 t(?i‘lo — Xog — wgo)—
1. . . 1,. . . .
— 5(:520 — Z30)sint + E(xlo + Zog + E30) sin 2t—
1 1
—— = §t—i-QSint — —sin 2t.
18 3 6
* % %
34. Példa. Szémitsuk ki az
T — 8xo+ 6x3 = 3coswt

To — 8x1 + 1229 — 1223 = 2 coswt
I3+ 6x1 — 1209 + bSxr3 = — coswt
differencidlegyenlet-rendszer rezonanciafrekvenciait, és hatarozzuk meg a

rendszernek ezekhez tartozo és x(0) = 0, %(0) = 0 homogén kezdeti fel-
tételeket kielégité megoldéasait!™

Megoldas. A differencidlegyenlet-rendszer egyiitthatomatrixa

0 -8 6
A=|-8 12 -12/,
6 —-12 5

*Masodrend( rendszer esetén rezonanciarol van szo, ha a rendszer valamelyik sajatrez-
gése megegyezik a gerjeszts rezgéssel, azaz ha a rendszer egylitthatoméatrixdnak van olyan
pozitiv \i sajatértéke, amelynek a négyzetgyoke (sajatfrekvencia) megegyezik w értékével
(gerjeszts frekvencia).
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karakterisztikus egyenlete:
IANE — A| = (A +4)%(\—25) =0,

és igy sajatértékei i o = —4 (kétszeres sajatértek) és Ag = 25. A rendszer-
nek tehat csak egy rezonanciafrekvencidja van: w = 5. Az ehhez tartozo
megoldas a (3.6.50) képlet segitségével szamithato. Megjegyezziik, hogy bar
a karakterisztikus egyenletnek van tobbszoros gyoke, mégis — tekintettel arra,
hogy az A matrix szimmetrikus — a minimalegyenletnek biztosan csupa egy-
szeres gyoke van. Ezért a (3.6.50) képletben elgforduld méatrixfiiggvények a
Lagrange-féle matrixpolinomokkal hatarozhatok meg:

) L [25 8 —6
Ll(A):%(QSE—A):@ 8 13 12| =
-6 12 20
5 . 5 8 —6
V29 V29 5v29  5v29
8 3 0 3 4
| 5/29 5 5 5 4o
__6 14
529 5
) L[4 -8 6
L2(A):%(A+4E):— -8 16 —12| =
6 —12 9
2 2 4 3
V29 | [v29 V29 V29
4
V29
3
V29

Igy a keresett megoldés

x(t):T0/t<M#>TT 3 cos 57 dr,

-1
ahol
5 0 2
V29 V29
S
S 5v29 5 V29
6 4 3
5v29 5 /29
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Tekintetbe véve, hogy

coswTdr =

j sin v/ Ag(t —7)
VAk

5 (coswt — cos VAt),  ha w# /A,
\/)\_sin \/Et, ha w= \/E,
k

azt kapjuk, hogy

0

9T 1
5 5 T1—2E ————(cos bt — ch 2t)
1
x(t) =T 5 _4_25(c055t—ch2t) ,
ot sin 5t
V2910
97 t
x1(t) = ~59 (cosbt — ch 2t) — 29 sin 5t,
38 2t
x2(t) = ~ 592 (cosbt — ch 2t) + 29 sin 5t,
14 3t
x3(t) = 292 (cos5t — ch2t) — '8 sin 5¢.

* * *

35. Példa. Egydimenzds feladat elsd peremfeltételekkel. Két végén befogott,
sulytalan tengelyre egyenld tavolsdgokban azonos inercianyomatékt tarcsa-
kat ékeliink, amelyekre az id6t6]1 fiiggd M, (t) csavaronyomaték hat. A tarcsak
szama legyen n, egyméstol vald tavolsaguk [, inercianyomatékuk I és a ten-
gely csavarasi rugalmassagi modulusa C' (lasd az abrat). Hatarozzuk meg a
rendszer csavarorezgéseit!

N

R

Megoldas. Jeldlje ¢; az egyes tarcsak szogelfordulésat; ezekre a kovetkezd
mozgasegyenletek irhatok fel:

e C
(3:6.53) I = —(pim1 = i) + T (i1 — ) + My(0).
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A befogas miatt a 0 és n + 1 indexszel jelolt tengelyvégek mozdulatlanok,
tehat a (3.6.53) egyenleteket kiegészithetjiik a

(3.6.54) o =n+1 =0

feltételekkel, ezeket elsd peremfeltételeknek nevezziik. A (3.6.53) differen-
ciadlegyenlet-rendszert i = 1,2,...,n értékeire felirva, és figyelembe véve a
(3.6.54) peremfeltételeket, az alabbi differencidlegyenlet-rendszert nyerjiik:

(3.6.55) I+ %Agp = M(1),

ahol
_? _; ©1 Mi(t)
A= | eo=| ] M= RO
12 n M, (1)

Ennek a differencidlegyenlet-rendszernek keressiik a (tg) =, és @(to) =@,

kezdeti feltételeket kielégité megoldésat. Bevezetve az il jelolést, és
felhasznalva a mésodrendt, alland6 egyiitthatoju linearis differencidlegyen-
let-rendszerek megoldéaséara vonatkozo (3.6.49) képletet, a keresett megoldast

a kovetkezG alakban kapjuk:

sin [%\/X(t - to)} '
VA Pot

olt) = {os | T VALt~ t0)] o +

+/Sin [%gg_ﬂ} %M(T)dT.
T

to

Mivel az A matrix sajatértékei és sajatvektorainak az elemei (3.2.70) alapjan

2 . ikm

A\ = 4sin® 2 sin—=
k Sin n—l—lsmn—i-l

ik = (i,k=1,2,...,n),

km "
2(n+1)" "

az egyes tarcsak szogelfordulasara az alabbi adodik:

4 VAR(t = to sin YAxl=to)
(3.6.56) ¢(t) = Z uu; { cos (T )cpo + \/ATT Yo +
k=1 T

t
. \//\k(th)
1 sin ~~E——=
+T/7TZ M(r)dr 5,
to T
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azaz

ik t—to. . km - . Jkm
@i :n+12m { s( T 251n2(n+1))j2:%jsmn—+1+

sin(t t°281n2 +1)
+ o Z G0 sin =

T sin 2(n+1)

1 sin ( T2 sin )
+7/ 5 2(n+1) ZM sm 1d7’ .
2(n+1)

= sin
to T

_|_

36. Példa. Egydimenzios feladat mdsodik peremfeltételekkel. Oldjuk meg az
35. példat két végén csapagyazott tengely esetére.

Megoldds. Mivel ekkor a tengelyvég egylitt mozog a hozza legkozelebb levs
tarcsaval, ezért az tn. masodik peremérték-feladatnak megfelels pg = ¢1,
©n = @nt1 feltételeket kell figyelembe venni. Ezzel a rendszer elsé és utolso
egyenlete a kovetkezSképpen modosul:

I$1 = —(p2 — 1),

I$n = —(Pn-1— ¥n),

~Q=Q

vagyis a (3.6.55) egyenletben szereplé A maétrix helyett most az

1 -1
12 1
A= -1 2

2 —1

-1 1

métrixot kell irni. Mivel a 3.2 szakasz 9. példaja alapjan ennek sajatértékei
és sajatvektorainak elemei

k
i = 4sin? — T
2n

1 2 2i — )k
Ujp = —, uik—\/jcosu (k=1,2,...,n—1),
Vn n 2n

(k=0,1,2,...,n—1),
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a (3.6.56) megoldas felhasznalasaval az egyes tarcsak szogelfordulasara most
az alabbi adodik:

n—1
(2i — 1)k t—1 k -1k
SO(t):—Zcos k { s( 025 7T>z:<ﬁojcos ) 2

t—to

sin (

2sin Ex) 2 — Dkn
kﬂ 2” Zgooj cos ) +

t

t 7'2 n o
+l/—sm( sin ) Zcos 2] Lk Mj(T)dT}-i-

1 sin &%
to T 2n 7=1

n

1 t—to — 1 / t— 7T —
_— . _
+ jE—l Poj + — jE—l $oj t 7 / — ;_1 Mj(r)dr
- - P -

Az utols6 két tag a tengelynek egyenletes szogsebességii forgéasat fejezi ki,
amelyre szuperponalodnak a tarcsak torzios rezgései.
Xk ok

37. Példa. Kétdimenzids feladat elsd peremfeltételekkel. Tekintsiink egy
téglalap alakt korpuszkularis membrant, melyet gy nyeriink, hogy az = = ph
(ahol p=1,2,...,m), y =th (ahol i = 1,2,...,n) egyenesek mentén tomeg-
telen, rugalmas fonalakat helyeziink el, és ezek végeit a p = 0, p = m + 1,
illetve ¢ = 0, ¢ = n + 1 vonalak mentén ugy rogzitjik, hogy a benniik ébredd
S feszitGer6 ,nagy” legyen, a fonalak metszéspontjaiba — az ip jeld racspon-
tokba — pedig M témegd tomegpontokat helyeziink. Vizsgaljuk meg az igy
kapott rugalmas rendszer szabad rezgéseit.

Megoldas (Kronecker-polinom spektrdlfelbontdsdval). Mivel az egyensilyi
helyzet koriili kis elmozdulasok vizsgalatara szoritkozunk, a mozgéasegyen-
letek felirasakor azzal a feltevéssel éliink, hogy a mozgés soran a fonalakban
mikods feszitGerd nagysaga mindeniitt S, irdnya pedig a nyugalmi helyzet-
ben elfoglalt iranyaval olyan kis szoget zar be, amelynek szinusza helyett
tangense vehetd. A pi indexd pont kitérését jelolje wy;. A mozgasegyenletek
a kovetkezs alakban irhatok (lasd az abrat):

Moy, = n [(wp,i+1 — Wpi) + (Wp,i—1 — Wpi) + (Wpy1,s — Wpi) + (Wp—1,i — wpi)] -
Atrendezve:

(3657) ’lbpz [4wm Wp i+1 — Wpi—1 — Wp41,i — ’wpfl,i] =0.

S
Mh
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n] N

Wi

Figyelembe véve a
Wpo = Wp,n+1 = Wo; = Wm+1,i — 0

peremfeltételeket, ez olyan differencialegyenlet-rendszerként irhato fel, amely-
nek egytitthatomatrixa a (3.3.26) Kronecker-polinom alaka hiperméatrix. Ve-

jelolést; ezzel

S
zessiik be az s~2 dimenzioju S /M h mennyiségre az =

a (3.6.57) egyenlet az alabbi alakban irhato fel:
. 1

(3.6.58) w+ EAW =0,

ahol

(3.6.59) A =(2E,, —K,,)®E, + E,, ® (2E, — K,,),

és

—
o
—_
o
o
©

(3.6.60) K,, =

A (3.6.58) egyenletnek a w(0) = wq, w(0) = Wy kezdeti feltételeket kielégits
megoldasa a (3.6.49) képlet alapjan felirhaté mint
sin \/K% .
TWO.

VA
Felhasznalva a (3.6.60) alatti egyszerd kontinuans matrix ismert spektralfel-
bontasat, ennek segitségével a 3.3.4 tétel alapjan felirhatok a (3.6.59) direkt

(3.6.61) w = cos (JK%) wo +
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polinomnak a (3.6.61) Osszefliggésben szerepld fiiggvényei. Jelolje )\Eﬁm), ill.

)\l(") a K,,, illetve K,, matrix sajatértékeit, és uém), ill. ul(") a sajatvektorait.

Ezek segitségével a megoldés a kovetkezd alakban irhato fel:
et (m) () £ (1 m) o ()Y () ()
W*ZZ cos( A N T)(uk @, )( @, ) wq +

[t

. )\(m) )\(n)_
Sm( AT (ul™

L [im) | y(n)

Behelyettesitve a sajatértékek és sajatvektorok elemeinek ismert kifejezéseit
(v6. (3.3.28)), a racsmembran tetszéleges pi indexti pontjanak mozgasat meg-
hatarozo kovetkezs kifejezést nyerjiik:

+ ©u™)(u™ @ u™) wo

& . dlm
wm:(m—l—l n+1) lz;kzlsm n—l—l><
{Coswkl—ZZw ) sin gkm sin jim +
== 74 m+1 n+1
smwle En:zm:w ) sin gkm smjl—w}
TWh j=1q=1 ol m+l n+l

ahol

km Im
= /4sin® ——— +4sin® —.
Wkl \/ sin 2(m+1)+ sin 2+ 1)

* * *

38. Példa. Hatarozzuk meg a

(3.6.62) % =ATV 4+ VA

maétrix-differencialegyenletnek a
(3.6.63) V(0) =V,

kezdeti feltételeket kielégité megoldasat! (Lasd [2].)
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Megoldds. Mindenekel6tt alakitsuk at a (3.6.62) matrix-differencidlegyenletet
differencialegyenlet-rendszerré oly modon, hogy oszloponként irjuk fel a dif-
ferencidlegyenletet. Ha a V és az A matrixot oszlopaira particionalva
V =[vi va2...vp], ill. A =[a; ap...a,] alakban irjuk fel, akkor a ko-
vetkez§ egyenleteket kapjuk:

n
: T T
vi=A'vi+Va =A'vy + E g1V,
k=1

n
: T T
vo=A'vo+Vay=A'vy+ E p2V,
k=1

n
vy, =A"v,+Va,=ATv, + E Akn V-
k=1

Bevezetve a v; oszlopokbol alkotott hipervektort, a fenti differencialegyenlet-
rendszer a kdvetkez§ alakba irhato:

Vl AT (111E (121E N (lnlE V1
Vz AT a12E a22E e angE Vo

= . + . i
Vn AT ainE aE ... a,E Vi

azaz a direkt szorzatok bevezetésével
(36.64) v=(ATQE+E®AT)v

ahol v a v; vektorokbol alkotott hipervektort jeloli. A (3.6.64) egyenlet
v(0) = v kezdeti feltételeket kielégité megoldasa

(3.6.65) v = (ATEBHEOATILy
A 3.3.6 tétel felhasznélasaval ez v = (eATt ® eATt)vo alakban irhato, majd
ismét visszatérve a V matrixra, a (3.6.62) egyenlet (3.6.63) kezdeti feltételt

kielégit6 megoldasa

.
V =t tVOeAt.
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4. fejezet

NEMNEGATIV ELEMU
MATRIXOK

Arra a kérdésre, hogy a valdszintségszdmitds valdban a matematika
egy dga-e, a vdlasz persze attol figg, mit értink matematikdn....

En ... e tekintetben Descartes pdrtjan dllok, aki azt mondotta,
hogy a matematikdhoz kell szdmitani minden olyan vizsgdlatot,
amely a rend és a mérték kutatdsdra irdnyul, fiiggetlendl attdl,
mi a tdrgya, minek a rendjét és mértékét keresi.

(Rényi Alfréd: Ars Mathematica, Levelek a valdszinidségrél)

Ebben a fejezetben olyan matrixok tulajdonsigait vizsgéljuk, amelyeknek
elemei nemnegativ valos szamok. Szamos alkalmazasi teriileten ugyanis ilyen
tipust matrixok fordulnak els, ezért indokolt ezeket kiilon targyalni. Az ered-
mények nagy része elég egyszertien megfogalmazhaté tételekben foglalhato
Ossze — egyes tételek bizonyitasa azonban mély megfontolast és igen finom
megkiilonboztetéseket igényel. Mar a fejezet cimébdl is kittinik, hogy altala-
ban nem pozitiv, hanem nemnegativ elemi matrixokkal foglalkozunk. ElsGsor-
ban a nemnegativ elemi matrixok sajatértékeinek és sajatvektorainak a tulaj-
donsagait vizsgaljuk — ezeket egyiittesen a matrix spektralis tulajdonsagainak
nevezziik. Bebizonyitjuk az irreducibilis, nemnegativ elemi méatrixok spekt-
ralis tulajdonsagaira vonatkozo Frobenius-féle tételeket. Fzek bizonyitasat az
Olvaso els6 olvaséaskor atlapozhatja, mert elég nehezen kévethetsk. E konyv-
b6l mégsem akartuk a bizonyitasokat kihagyni, mert egyrészt az egész tovabbi
elmélet alapjat képezik, mésrészt betekintést nydjtanak az igényesebb Olvaso
szamara a finomabb megfontolasokat igényld méatrixelméleti bizonyitasokban
hasznalatos modszerekbe (lasd pl. [6], [44]).

A nemnegativ elemd matrixok targyalasa soran meg kell kiilénboztetni
a reducibilis és az irreducibilis matrixok osztalyat — de megjegyezziik, hogy
maga a reducibilitas, ill. irreducibilitas fogalma tetszéleges elemt matrixokra
is érvényes.

4.0.1 definicié. Reducibilisnak neveziink egy (kvadratikus) mdtrizot, ha
egy alkalmasan wvdlasztott permutdld mdtrizszal végzett ortogondlis transz-

olyan szimmetrikusan particiondlt, négy blokkbdl dllo mdatrizba transzformdl-
hatd, amelynek jobb felsd vagy bal alsé blokkja zérusmdtriz; tehdt az adott A

401
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mdtriz reducibilis, ha létezik olyan P permutdlo mdtrixz, amellyel

ahol B és C a transzformdlt mdtriz particiondldsdval keletkezett hipermdtriz
egy-eqy kvadratikus blokkja. A madatriz irreducibilis, ha ilyen P permutdlo
mdtriz nem létezik.

A nemnegativ elemi métrixokra vonatkozo legfontosabb eredmények a
legnagyobb abszolit értéki sajatértékiik tulajdonsagaira, becslésére és a
hozza tartozd sajatvektorra vonatkoznak. Kiilén pontban foglalkozunk a
sztochasztikus maétrixokkal; ezeket a homogén Markov-lancok™ elméleté-
ben alkalmazzuk. A tobblépéses atmenetvaldszintiségek meghatarozasa mel-
lett a hatéareloszlas 1étezésének feltételeire és kiszamitasara vonatkozoan ka-
punk eredményeket. Ezzel kapcsolatban érintjiik az ergodicitas fogalmét is.
Ezutan megmutatjuk, hogyan alkalmazhatok az eredmények bolyongasi fela-
datok vizsgélatara, végiil meghatarozzuk egy nevezetes sztochasztikus métrix
spektralfelbontasat generatorfiiggvény segitségével.

4.1 IRREDUCIBILIS MATRIXOK

Az irreducibilis matrixok targyalasaban koézponti helyet foglal el a Frobe-
niustol™ szarmazo alaptétel (lasd [6], [11], [19]). Mivel ennek bizonyitasa
elég hosszadalmas, megértésének a megkonnyitése céljabol két részre bontva
targyaljuk és a tovabbiakban Frobenius I. illetve Frobenius II. tételeként hi-
vatkozunk majd rajuk. BevezetSben néhany segédtétellel készitjiik els a bi-
zonyitasukat, majd bemutatjuk a speciélis esetként ad6do, pozitiv elemi méat-
rixokra vonatkoz6 Perron-féle tételt. Végiil megadjuk a nemnegativ elemt
matrixok legnagyobb abszolut értékid sajatértékeinek becslésére vonatkozo —
igen egyszerti, de fontos — Osszefiiggést. Az alabbiakban mindig valés elemii
maétrixokrol lesz sz6.

4.1.1 Ut a Frobenius-tételekhez

Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:

A >0, haay >0 minden pv indexparra,

A 20, haa, 20 minden pv indexparra,

*A. A. Markov (1865-1922) orosz matematikus.
**@G. Frobenius (1849-1917) német matematikus.
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hasonldéan

A > B, haay,, > by, minden pv indexpérra,

A 2 B, haay, 2 by, minden pv indexpérra.

Tehat A = 0 azt jelenti, hogy A nemnegativ elemd matrix, vagy rovi-
den nemnegatlv matrix. Ennek megfelelGen hasznaljuk a nemnegativ vektor,
tovabbéa a pozitiv matrix, ill. pozitiv vektor elnevezéseket.

Megjegyzés. Itt felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a jelolés a skalaris mennyiségekre meg-
szokott jelolés altalanositasa. Ezért métrixok esetében az A 2 0 és A # 0 relaciok egyiittes
teljesiilése azt jelenti, hogy A minden eleme nemnegativ és A nem a zérusmatrix — tehat
van pozitiv eleme is.

Elgszor bebizonyitjuk a kévetkezs tételt.

4.1.1 tétel. Ha A = 0 irreducibilis, n-edrendd mdtriz, akkor
(4.1.1) (E4+A)"'>0

teljestil.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdséhoz elegendd azt belatni, hogy tetszéleges
nemnegativ elemt y vektorra (amely azonban nem a zérusvektor), azaz tet-
sz6leges y 2 0, y # 0 esetén

(41.2) (E+A)"'y>o.

Ez az allitas viszont kozvetleniil adodik abbol, hogy a z = (E+4+A)y vektornak
mindig t6bb, zérustol kiilonb6zs eleme van, mint az y vektornak. Ezt indirekt
uton bizonyitjuk be: feltessziik, hogy a z és az y vektornak ugyanannyi eleme
zérustol kiilonbozs. Mivel

(413) z=y+Ay, Ay=0,

emiatt azokra a u indexekre, amelyekre y,, > 0, egyuttal z, > 0, ezért fel-
tevésiink szerint a z és az y vektornak ugyanazon indexd elemei zérustol
kiilonbozéek. Ez a feltevés azonban ellentétben all az A métrix irreducibi-
litasaval. Ugyanis a koordinatak atszamozasaval és az A matrix sorainak és
oszlopainak megfelels dtrendezésével (azaz egy permutald matrixszal végzett
ortogonélis transzformacioval), valamint megfelel§ particionalassal a (4.1.3)
Osszefliggés

(4.1.4) m = m + E; %;j m (u>0, v>0)

alakban frhato, ahol A jeloli az atrendezett A matrixot. Innen kiolvashato,
hogy Asu= 0, ami u> 0 miatt csak akkor allhatna fenn, ha A =0 lenne.
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Mivel ez valoban azt jelentené, hogy A reducibilis, ezzel a tételt bebizonyitot-
tuk. @

Ebbdl az eredménybdl kovetkezik az alabbi tétel.

4.1.2 tétel. Jeldlje a&qy) az A9 mdtriz elemeit. Ha A nemnegativ elemd
wrreducibilis mdtrixz, akkor minden pv indexpdrhoz taldlhato olyan q pozitiv
szdm, amelyre

(4.15)  al? >0,

nuv

és ha m jeloli az A mdtriz A(N\) minimdlpolinomgjinak fokszamdt, akkor q
mindig megvdlaszthato gy, hogy

<m-—1, ha v,
4.16) 1= "7
qg < m, ha p=v
teljestiljon.
Bizonyitds. Képezzik a (A+ 1)" polinomnak a A(\) minimalpolinomra vett
osztasi maradékat: (A +1)" = A(N)Q(A) + R(A). Helyettesitsiik be ebbe az
egyvaltozos racionalis egész skalar azonossagba A helyére az A matrixot:
(417 (A+E)"=A(A)Q(A) + R(A).
Mivel A(A) =0, a 4.1.1 tétel értelmében pedig (A + E)"™ > 0, ezért ebbdl
(41.8) R(A)>0,

ahol R(\) egy legfeljebb (m — 1)-edfoku polinom. A kapott (4.1.8) egyenl6t-
lenségbdl kévetkezik, hogy minden pv indexparra a nemnegativ

2 m—1
6MV? auuv a/,ELV)’ Tt a‘fu/ )

szamok koziil legalabb az egyik pozitiv. Mivel p # v esetén §,, = 0, in-
nen azonnal adodik a (4.1.6) egyenlStlenségek koziil az elss, a p = v esetre
vonatkozot pedig tigy nyerjiik, hogy a (4.1.8) egyenl6tlenséget az

(4.1.9) AR(A)>0

egyenl6tlenséggel helyettesitjiik. (Pozitiv elemd matrix és irreducibilis, nem-
negativ elemi matrix szorzata ugyanis nyilvanvaloéan pozitiv elemi matrix.)
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. H
Megjegyzés. A most bebizonyitott tétel alapjan a (4.1.1) egyenlStlenségben szereplé n — 1
kitevs (m — 1)-gyel helyettesithetd.

Vezessiik be egy matrix, ill. vektor elemeinek abszolut értékeibdl alkotott
matrixra, ill. vektorra a kovetkezs jelolést:

(4.1.10) AT =[lag ], il xT = [|z,]].
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A haromszog-egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy ha A nemnegativ elemi
n

matrix és fennall y = Ax, azaz y, = Z Ty, akkor

v=1

n
§ Za’HV|xV|a
v=1

|yu‘ =

n
g [
v=1

vagyis
(4.1.11) y* < Ax*.

Legyen x rogzitett, nemnegativ elemi, zérustél kiillonb6z8 vektor. Ekkor
az

(4.1.12) y=Ax

transzformécioval adodo y is nyilvan nemnegativ elemi vektor. Rendeljiik
hozzé az x vektorhoz az

(4.1.13) r(x) = min 2
neoxy,

Osszefliggéssel meghatéarozott r(x) szamot™, kirekesztve azokat a p, értékeket,
amelyekre

(4.1.14) =z, =0.

A (4.1.12) 6sszefiiggésbdl kovetkezik, hogy

(4.1.15) r(x) =0,

és egyuttal r(x) az a legnagyobb p valos szam, amelyre még fennéall
(4.1.16) pox < Ax.

Megmutatjuk majd, hogy az r(x) fliggvény az egységgdmbon™* valamely nem-
negativ u vektorra felveszi a maximumét, vagyis hogy az

*Mivel a (4.1.13) osszefliggéssel definialt mennyiség az x vektor és az A matrix flige-
vénye, ezért indokoltabb volna az ra (x) jelolés alkalmazasa, egyszeriiség kedvéért azonban
az A indexet elhagyjuk.

**A geometriai térbdl vett szemlélet alapjan az n-dimenzios euklideszi tér egységnyi
abszolut értékd x vektorainak a halmazat egységgdmbnek nevezziik.
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mellékfeltételek mellett az

(4.1.18) 7 =r(u) = max r(x) = max min Ju
x>0 x>0 M am
x|=1 x|=1

minimax-feladatnak van megoldésa.

Erre a korlatozéasra csupan azért van sziikség, hogy a vizsgélt tartomanyt
korlatossa és zartta tegyiik, hiszen egyébként az r(x) fiiggvény (4.1.13) de-
finialo egyenletébdl kovetkezik, hogy a fliggvény értéke nem valtozik, ha az
x vektort tetszGleges pozitiv szammal megszorozzuk. Ha az egységgémbon
mint korlatos zart tartomanyon az r(x) fiiggvény folytonos volna, akkor a
maximum létezése biztositva volna. Noha a tartomény minden olyan pont-
jaban, ahol x > 0, az r(x) fliggvény folytonos, mégis azokban a pontokban,
ahol a (4.1.14) osszefliggés szerint x valamelyik eleme 0, az r(x) fliggvénynek
szakadasa lehet. Ezért bevezetjiik azon z vektorok halmazat, amelyeket az
egységgbmb pontjaihoz tartozé x vektorokhoz a

(41.19) z=(E+A)" 'x

Osszefliggéssel rendeliink hozzé. A z vektoroknak ez a halmaza ugyancsak
korlatos és zart, de a 4.1.1 tétel értelmében csupa pozitiv vektorbol all.
Ha most az

(4.1.20) r(x)x < Ax

egyenlGtlenség mindkét oldalat a pozitiv elemd (E + A)"~! > 0 matrixszal
megszorozzuk, akkor (4.1.19) felhasznalasaval adodik:

(4.1.21) r(x)z < Az.

Az r(z) figgvény definiciojat felhasznalva (mely szerint r(z) az a legnagyobb
o valos szam, amelyre a pz < Az egyenlGStlenség fennall), ebbdl kivetkezik

(4.1.22) r(x) < r(z).

Az r(x) figgvény maximumanak keresésekor tehat az egységgomb pontjaihoz
tartozo x vektorok halmaza a (4.1.19) Osszefliggés segitségével hozzajuk ren-
delt pozitiv elemi z vektorok halmazaval helyettesithets. Ezen a korlatos és
zart halmazon az r(x) fiiggvény folytonos, tehat egy bizonyos u > 0 vektorra
felveszi a maximuméat. Minden olyan u = 0 vektort, amelyre

(4.1.23) r(u)=r,

extremadalis vektornak neveziink.
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4.1.2 A Frobenius-tételek

Ezen el6készités utan bebizonyitjuk az irreducibilis, nemnegativ elemt mat-
rixokra vonatkozoé elsé alaptételt.

4.1.3 tétel (Frobenius 1. tétele). Bdrmely nemnegativ elemd irreducibilis
A mdtriznak mindig van egy mazimadlis abszolut értéki, egyszeres, pozitiv r
sajdtértéke, amelyhez tartozo sajdatvektor minden eleme pozitiv.

Bizonyitds. ElSszor megmutatjuk, hogy a (4.1.18) osszefliggéssel definialt r
szam az A métrix egy pozitiv sajatértéke, és hogy minden extremalis vektor
pozitiv elemi és az A matrix r sajatértékéhez tartozo sajatvektor, azaz

(4.124) r>0, u>0, Au=ru.

A csupa 1 elembdl allo e Gsszegez vektorhoz tartozo r(e) fliggvényérték
n

pozitiv, mert r(e) = minZaW, és egy irreducibilis matrixnak nem lehet
“w
v=1
egyetlen, csupa 0 elemet tartalmazo sora sem. Tehat r(e) >0, viszont r = r(e)
miatt ebbdl

(4.1.25) 7>0
kovetkezik.
Most indirekt modszerrel bebizonyitjuk, hogy r az A maéatrix sajatértéke
és hogy a hozzé tartozé sajatvektor u. Feltessziik tehat, hogy
(4.1.26) Au—ru#0.
Mivel a (4.1.20) egyenl6tlenség miatt
(4.1.27) Au—ruz0,
tehat nemnegativ vektor, ezt az (E + A)"~! matrixszal megszorozva, a 4.1.1
tétel alapjan pozitiv vektort kapunk: (E + A)""'(Au — ru) > 0. Bevezetve
a
(4.1.28) v=(E+A)" 'u
vektort, az

(4.1.29) Av—rv>0

egyenlétlenség adodik. Ekkor azonban talalhaté olyan elég kicsiny pozitiv e,
amellyel még fennall Av — (r + &)v > 0. Mivel pedig r(v) az a legnagyobb
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szam, amelyre a (4.1.16) egyenl6Stlenség teljesiil, ezért ekkor r(v) = r+e > r
lenne, ami ellentmond az r szam (4.1.18) definiciojanak. Kovetkezésképpen

(4.1.30) Au=ru,

tehéat a pozitiv r szdm valoban az A matrix sajatértéke, és a hozza tartozo
sajatvektor u.

Most azt mutatjuk meg, hogy u pozitiv vektor. A (4.1.30) Osszefiiggésbdl
kovetkezik ugyanis, hogy

(4.1.31) (E+A)" tu=(1+7r)" 'y,

a 4.1.1 tétel szerint pedig (E + A)" 'u > 0. Ezért a (4.1.28) alatt definialt
v vektor pozitiv; (4.1.31) behelyettesitésével tehat

(4132) vV = (E + A)”—lu — (1 + 7q)n—lu >0

adodik, és innen kozvetleniil megkapjuk az u > 0 Osszefiiggést, amit bi-
zonyitani kellett.”

Be kell még latni, hogy az A matrix tobbi sajatértékének abszolut értéke
nem nagyobb r-nél. Legyen a egy tetszdleges sajatérték és w a hozza tartozo
sajatvektor, azaz

(4.1.33) Aw = aw.

Vegyiik mindkét oldal elemeinek az abszolut értékét; ekkor (4.1.11) felhasz-
nalasaval adodik

(4.1.34) |alwt < Aw™,
ahonnan — ismét r(w™) és r definicijat felhasznilva — az
(4.1.35) Ja|Sr(wh) <

egyenlétlenségre jutunk, tehat valoban nincs r-nél nagyobb abszolut értéki
sajatérték.

Most azt latjuk be, hogy az r sajatértékhez csak egyetlen linearisan fiig-
getlen sajatvektor tartozik. Legyen ugyanis y az r sajatértékhez tartozo
tetszdleges sajatvektor:

(4.1.36) Ay =ry.

*Ha az A matrix helyett az AT matrixon alkalmazzuk a fenti bizonyitast, akkor ebbél
lathato, hogy az A matrix r-hez tartozé bal oldali sajatvektora is pozitiv.
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Ismét felhasznalva a (4.1.11) egyenlStlenséget,
(4.1.37) ryt < AyT.

A (4.1.35) 6sszefiiggésbdl kovetkezik, hogy r < r(y™) < r, igy (4.1.23) alapjan
y T extremalis vektor, és y© > 0. Ezért az y sajatvektor egyetlen eleme sem
lehet 0, tehat

(41.38) y,#0 (n=1,2,...,n).

Ebbdl viszont kiévetkezik, hogy az r sajatértékhez csak egyetlen linearisan
fliggetlen sajatvektor tartozik. Ha ugyanis u; és up linearisan fliggetlen sa-
jatvektorok lennének, akkor biztosan talalhatd lenne olyan c¢; és co szam,
hogy az y = ci1uy + couy sajatvektornak legalabb egy eleme zérus volna, ami
ellentmond a (4.1.38) feltételnek.

Végiil bebizonyitjuk, hogy r nem lehet a karakterisztikus polinomnak t6bb-
szoros gyoke; vagyis ha D(\) jeloli a karakterisztikus polinomot, akkor

(4.1.39) D'(r) #0.

Ehhez felhasznaljuk a karakterisztikus méatrixra vonatkozé alabbi azonossa-
gokat:

(4.1.40) (AE—A)adj (\E—A) = D(ME, adj AE-A)(AE—A) = D()\E.
Mivel
(4.141) adj (AE — A) = [D,,(V)],

ahol D, (\) jeloli a karakterisztikus métrix pr indexd eleméhez tartozo
(n—1)-edrendt elGjeles aldeterminanst, a (4.1.40) azonossdgban A helyére
az r sajatértéket behelyettesitve

(4.142) (rE—A)[Dyu(r)] =0, [Dyu(r)](rE—A)=0

adodik. Mivel az r sajatértékhez egyetlen linearisan fiiggetlen u > 0 sa-
jatvektor tartozik, a [D,,H(r)] matrix rangja 1, tehat ez a matrix az r-
hez tartozo jobb és bal oldali sajatvektorbol alkotott diddként irhato fel.
A (4.1.42) egyenl6ségek értelmében a [D,,(r)] métrix elemei mind azonos
elGjeld, zérustol kiilonb6zd szamok. Mivel pedig a karakterisztikus polinom

n
derivaltjara érvényes a D'(\) = Z D,,,.(N), Osszefliggés, czért
p=1

n

(4.1.43) D'(r) =Y Dyuu(r) #0,

pn=1
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amit bizonyitani kellett. Megjegyezziik még, hogy mivel r a karakterisztikus
polinom legnagyobb abszolut értékd, pozitiv gyoke, ezért D(A) a A = r helyen
monoton ndé, tehat

(4.1.44) D'(r) > 0.

Igy a (4.1.43) Gsszefiiggéshol kovetkezik, hogy
(4.1.45) D, (r) > 0,

tovabba valamennyi indexpéarra D, () > 0. Tehat

(4.1.46) adj(rE—A)>0. N

A most bizonyitott 4.1.3 tétel nem tér ki arra, hogy az adott irreducibilis
matrixnak csak egyetlen vagy tobb maximaélis abszolut értéki sajatértéke
van-e. Abban az esetben, ha t6bb maximélis abszolut értéki sajatértéke
van, akkor a matrix szerkezetére és spektralis tulajdonsigaira vonatkozik a
II. alaptétel.

Miel6tt erre ratériink, bebizonyitunk egy segédtételt, amelyet a II. alap-
tétel bizonyitasa soran hasznalunk majd fel.

4.1.4 tétel. Tekintsik az n-edrendd A és B matrizot és jelolje ay, ill. By
a sajdtértékeiket. Tegyiik fel, hogy A = 0 irreducibilis, nemnegativ elemi
mdtriz az v > 0 maximdlis abszolit értéki, egyszeres sajdatértékkel, és B
olyan (komplex elemi) mdtriz, amelyre

(4.1.47) BT < A.
A B madtriz 8y sajdtértékeire ekkor teljesil a
(4.1.48) Bkl =r (k=1,2,...,n)

egyenldtlenség, az egyenldség pedig a B mdtriz valamely §; = re'¥i sajdtér-
tékére akkor és csak akkor dll fenn, ha

(4.1.49) B =¢*DAD™,

ahol D olyan diagondlmadtriz, amelynek diagondlelemei egységnyi abszolit ér-
tékiek, azaz DT = E.

Bizonyitds. Jelolje y, a B méatrixnak a [y sajatértékhez tartozo sajatvek-
torat, azaz

(4.1.50) Byy = Bryr (B #0).
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A (4.1.47) és a (4.1.50) osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy
(4.1.51) [Bly, =Bty < Ayy,

és innen

(4.1.52) |Gl Sra(yf) =

Ha a B matrix (4.1.49) alaka, akkor a (4.1.48)-ban fennall az egyenléség,
tehat a feltétel elégséges.

Most megmutatjuk, hogy a feltétel sziikséges is. Tegytik fel, hogy |5;| = r;
ekkor a (4.1.52) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy yj az A matrix extremalis

vektora, tehat yj > 0 és yjr az A matrix r sajatértékéhez tartozo sajatvek-
tor. Igy a (4.1.51) Osszefiiggésben az egyenlGségjel érvényes, vagyis

(4.153) Ayf =Bty =ry/, y/>o0.
Mivel yj pozitiv elemt vektor, (4.1.47) alapjan ebbdl kovetkezik
(4.1.54) Bt = A.

Tekintsiik most az y; = [yir Y2k ... Unk| sajatvektort, és irjuk fel ennek
elemeit az alabbi alakban:

(4.1.55)  yur = |yurle™ (v =1,2,...,n).
Vezessiik be a D diagonalmatrixot:
(4.1.56) D = (' ez . ey

Ezzel irhato

(4.1.57) yi, = Dy}

Helyettesitsiik be ezt a (4.1.50) egyenletbe, és vegyiik tekintetbe, hogy k = j
esetén (3; = re'?7, tehat BDy;r =re'¥i Dy;r7 igy az

(4.1.58) F=e¢ D 'BD
jeloléssel irhato
(4.1.59) Fyl =ry].
A (4.1.53) Osszefiigges figyelembevételével ekkor

(4.1.60) ij+ = B"'y;r = Ay;r7
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tovabba — mivel a (4.1.58) Osszefiiggésbsl FT = BT kovetkezik — ezért a
(4.1.54) egyenlgség felhasznalasaval az

(4.1.61) FFr=A

Osszefliggest kapjuk, és igy, ezt a (4.1.60) egyenletbe behelyettesitve, ijr =
= F+y;-r. Tekintetbe véve, hogy yj' pozitiv elemi vektor, a kapott Osszefiiggés

csak akkor éllhat fenn, ha F = F*. Végiil ebbe behelyettesitve a (4.1.58)
és (4.1.61) kifejezéseket, e %D 'BD = A adodik. Innen kovetkezik a
B = ¢/ DAD ! Gsszefiiggés, és ezzel a 4.1.4 tételt bebizonyitottuk. W

Ezek utan a nemnegativ elemd irreducibilis matrixokra vonatkozoé I1. alap-
tételt fogalmazzuk meg és bizonyitjuk be.

4.1.5 tétel (Frobenius II. tétele). Ha a nemnegativ elem irreducibilis A
matriznak dsszesen h mazximdlis abszolut értékd sajdatértéke van, akkor ezek
a

(4.1.62) N'—rh =0

egyenlet gyokei, és az A mdtrix dsszes sajdtértékeinek a rendszere — mint a

T
komplex szamsik ponthalmaza — a komplex sik W $20g1 elforgatdsaval szem-

ben invaridns; tovdbbd az A mdtriz sorok és oszlopok ugyanolyan permutd-
cigjaval az

(41.63) A= | ..o

szimmetrikusan particiondlt h-adrendd hiperciklikus madtrizba vihetd dt.

Megjegyzés. Mint ismeretes, a N —rh =0 egyenlet gyokei a h-adik egységgyokok r-

szeresei, és ezért ezek a komplex szamsikon a 0 koriili 7 sugaru korbe rajzolt azon szabalyos

h-szbg cstcsai, amelynek egyik csiicsa a pozitiv valos tengelyen van, vagyis Ay = 7 - €° Snk
(k=0,1,...,h—1).
Bizonyitds. Jelolje
(4168 °° re’0 A= et Ny = et
O=9po <1 =92+ = pp1 <2m)

az A matrix h szama maximalis abszolut értékd sajatértékét, és alkalmazzuk
a 4.1.4 tételt, ahol B helyére is az A matrixot helyettesitjiik. Ekkor 8; helyére
Ae (k=0,1,...,h — 1) helyettesitendd, és igy (4.1.49) alapjan irhato

(4.1.65) A =¢e“*D,AD; ",
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ahol D; = E. Legyen u az A matrix r sajatértékéhez tartozo pozitiv elemt
sajatvektor, azaz

(4.1.66) Au=ru, u>0.
Ha most bevezetjiik az
(4.1.67) yx=Dju, yf=u>0

osszefliggeéssel definialt yj, vektort és ezzel jobbrol megszorozzuk a (4.1.65)
egyenletet, akkor (4.1.66) felhasznalasaval adédik ADyu = e"”*DiAu =
= "¢ Dyru, azaz

(4.1.68) Ayp=Xyr (k=0,1,2,...,h—1).

Ebbol az 6sszefiiggesbdl kiolvashato, hogy a (4.1.67) alatti yi vektorok az A
matrix (4.1.64) alatti A\, sajatértékeihez tartozo sajatvektorok.

A (4.1.65) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy nemcesak a A\g = 7, hanem a
tobbi A1, Ao, ..., Ap_1 sajatérték is egyszeres sajatérték. Ezért az yi sajat-
vektorok és igy a Dy matrixok is egy allandd szorzotol eltekintve egyértel-
miien meghatarozottak. Normaljuk tehat a Dj matrixokat oly médon, hogy
mindegyikben az els§ diagonalelem 1 legyen; igy ezek a matrixok egyértel-
miiek, ahol Dy = E és yg =u > 0.

Ha most a (4.1.65) Osszefiiggés jobb oldalan A helyére — ugyanezen osz-
szefiiggés alapjan — az A = e'%7 DjADj_1 kifejezést helyettesitjiik, akkor

(4.1.69) A =¢'#+ 9D, D;AD;'D; "

Ebbdl kovetkezik, hogy a DpDju vektor az A matrix rei(“”’”'%) sajatér-
tékéhez tartozo sajatvektora, vagyis az A méatrixnak van olyan re'#' sajatér-
téke, amelyre

(4.1.70) re'¥t = petlPrte)
és a hozzé tartozo sajatvektor
(4.1.71) Dlu == Diju.

Ez annyit jelent, hogy az A matrix maximalis abszolat értéki sajatértékei-
nek az a tulajdonsaguk, hogy barmelyik ketté argumentumanak az Gsszege
egy (harmadik) maximalis abszolut értékd sajatérték argumentuma. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha egy métrixnak éppen h szamu kiilonb6z6 maximalis ab-
szolut értékd sajatértéke van, és ez a maximalis abszolut érték r, akkor ezek
a sajatértékek a komplex szamsikon a 0 koriili » sugard korén egy h oldald
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szabalyos sokszog csticspontjaiban helyezkednek el. Es mivel az egyik sajatér-
ték pozitiv valés szam, ez egyértelmiien meghatarozza az 6sszes maximalis
abszolut értéki sajatértéket; ezek az r szamnak és a h-adik egységgyokoknek
a szorzatai. Eszerint a sajatértékek argumentumai:

2%
(4.1.72) op = Tﬁ (k=0,1,2,...,h—1);

az
(4.1.73) e=¢'¥ =

jeloléssel

(4.1.74) ¥ =¢b (k=0,1,2,...,h— 1),

vagyis a A\, maximalis abszolat értéki sajatértékek az alabbi alakban irhatok:

(4.1.75) A\, =ref (k=0,1,2,...,h —1).

A (4.1.71) osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a megfelels sajatvektorok ele-
meinek argumentumét meghatarozo Dy diagonalmatrixokra fennall

(4.1.76) D, = D;D;,

ami a sajatvektorok elemeinek ugyanazt a tulajdonsagét fejezi ki, amit a
(4.1.70) Osszefliggés alapjan a sajatértékekre megmutattunk. Eszerint bér-
mely két sajatvektor megfelel6 elemének az argumentumat Osszeadva, egy
(harmadik) sajatvektor megfelel§ elemének argumentumat kapjuk. A Dy
méatrix elemei tehat szintén a k-adik egységgyokok, igy (4.1.73), (4.1.74) és
(4.1.76) figyelembevételével

(4.1.77) D, =Dk

A (4.1.65) Osszefiiggésbdl k = 1 esetén
(4.1.78) A =eDAD™!,

ami azt jelenti, hogy az A matrix az
(4.1.79) e=¢€""

szammal valo szorzéssal onmagéval hasonlé matrixba transzformalodik,
vagyis a matrix Osszes sajatértékeinek a rendszere a (4.1.79) alatti szammal

szorozva — tehat a komplex sikon % szoggel elforgatva — 6nmagaba megy at.
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Mivel a Dy maéatrixok elemei, és igy D; elemei is h-adik egységgyokok,
ezért,

(4.1.80) D' =E.

Ha az A matrixon egy alkalmas permutalé méatrixszal ortogonalis transz-
forméaciot végziink, akkor a D diagonalméatrix elemei gy rendezhetdk at,
hogy az azonos egységgyokok egymas mellé keriiljenek, és az argumentumok
monoton nemecstkkend sorozatot alkossanak. Jelolje D az igy atrendezett
diagonalmatrixot, vagyis

(4.181) D = (c”Eqy, ¢”'Eq, ... 'Eq,_, ),

ahol 0 = jo < j1 < Jo < -+ < js—1 < h; j, egész szamokat jelent és s < h.
A (4.1.81) diagonalméatrixban all6 «, rendd egységmatrixoknak megfelelen
particionalva az atrendezett A matrixot, azt s-edrendd hipermatrix alakja-
ban irhatjuk fel:

(4.1.82) A=[A,] (ag=12,...,9).
A (4.1.78) egyenletbdl ekkor

Ja—1

(4.1.83) eA,, = A,y (pg=1,2,....5).

gjp—l
Innen minden pqg indexpérra

qu—l

(4.1.84) vagy o =€ vaey A, =0.
_ Tekintsiik el6szor az els6 blokksort, vagyis legyen p = 1. Mivel az
Ais, A3, ..., A5 blokkok nem lehetnek mind zérussal egyenldk, ezért az
J1 J2 Js—1
(4.1.85) =, S ... =
glo” glo gJlo

szamok egyikének e-nal kell egyenlének lennie. Mivel jo = 0, azaz gl =1,
5.71
ezért csak j; lehet 1, és igy az 0 = € Osszefliggés alapjan

(41.86) A3 #0, Ajj=A;s=A=---=A;, =0.

Legyen most a (4.1.84) egyenletben p = 2. Ekkor a (4.1.85) hanyadosok
gl2 gs gls—1
helyett az

— T e, — hényadosokat tekintjiik, ahol j; = 1. Ezek
g’ egn g

koziil ismét csak az els6 lehet egyenls e-nal, ha jo = 2, és innen

(4.1.87) .&23 #0, ;&21 = 322 = 324 == -Xzs =0.
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Ezt az eljarast folytatva, j1 =1, jo =2, ..., js—1 = s — 1 adodik, tehat A
particionalt alakja:

0 0 0..A .,
Asl As2 As3-~- Ass

Az utolso blokksorra, vagyis p = s esetén a (4.1.83) egyenletbdl kivetkezik

g1—!
€= ——,azaze =% " ami csak olyan ¢ — s értékekre dllhat fenn, amelyeket
a h szammal osztva, maradékul 1-et kapunk®. Ebbdl kivetkezik ¢ = 1 és
s=h,ésinnen Ajp = Ay =---=A;,=0 (s=h).

A D diagonalmatrix alakja tehat

(4.1.88) D=(E,, ¢E, ¢°Eq,...c" 'E,, ),

h—1
ahol E,, az «, rendd egységmatrix, Z o, = n, és az atrendezett A métrix
v=0

particionalt alakja valoban a (4.1.63) szerinti hiperciklikus alak. B

4.1.3 A Frobenius-tételek kovetkezményei

A Frobenius-tételek segitségével bebizonyithaté néhany tovabbi fontos tétel
az irreducibilis, nemnegativ elemti matrixokra.

4.1.6 tétel. Legyen A irreducibilis, nemnegativ elemd mdtriz, melynek ka-
rakterisztikus polinomja D, (\) = |AE — A|, a karakterisztikus mdtriz ad-
Jungdltja adj (AE — A) = [Dw()‘)]’ a Dy, (N) polinomok legnagyobb kozds
osztdja O(N), és a karakterisztikus mdtriz redukdlt adjungdltja

adj AE—A) 1

(1189) F() = =555 = oo (D, ()]

Har jeloli a D, (\) karakterisztikus polinom legnagyobb abszolit értékid pozitiv
valos gyokét, akkor

(4.1.90) F(r) >0,
azaz a redukdlt adjungdlt mdtriz a X\ = r helyen pozitiv.

*Szamelméleti terminologiaval ezt tgy fejezhetjiik ki, hogy g — s kongruens 1 modulo
h, vagy jeloléssel: ¢ — s =1 (mod h).
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Bizonyitds. A Frobenius-tételek bizonyitasa soran kideriilt, hogy a karakte-
risztikus matrix adjungaltja a A = r helyen pozitiv, azaz

(4.1.91) D, (r) >0

(lasd a (4.1.46) Osszefiiggést). Innen kévetkezik, hogy a D, (A\) polinomok
legnagyobb kozds osztoja a A = r helyen nem lehet zérus: 6(r) # 0.

Mivel tovabba a D, ()\) karakterisztikus polinom oszthat6 a 6(\) poli-
nommal, ez utobbinak a gyokei csak olyan sajatértékek lehetnek, amelyekre
[Ak| < 7. S mivel 8(\) legmagasabb foku tagjanak egytitthatoja 1, ezért

(4.1.92) 6(r) > 0.

A (4.1.91) és (4.1.92) 6sszefiiggést behelyettesitve a redukalt adjungalt matrix
(4.1.89) definialo egyenletébe, (4.1.90) adodik. Ezzel a tételt bebizonyitot-
tuk. B

A (4.1.91) egyenl6tlenség lehetGvé teszi, hogy az r legnagyobb abszolut
értékd sajatértékre also és felsg korlatot allapitsunk meg. Erre vonatkozik a
kovetkezd tétel.

4.1.7 tétel. Ha az irreducibilis, nemnegativ elemd A mdtrix sorelemeinek
0sszegét sy jeloli, azaz

(41.93) sp =Y ar (k=1,2,...,n),

v=1

tovdbba

(4.1.94) s= min sz, S = max s,
1<k<n 1<k<n

akkor az r maximadlis sajatérték az
(4.1.95) s<r=sS

egyenldtlenséggel becsiilhetd, ahol akdr a bal, akdr a jobb oldali egyenldségjel
csak akkor érvényes, ha s = S, azaz ha az s1,Sa,...,S, sorelemdsszegek
egyenldek egymdssal.

Bizonyitds. Felhasznalva az {adj (AE—A)}(AE—A) = D,,(A\)E azonosségot,
helyettesitsiik be A\ helyére az r sajatértéket:

(4.1.96) {adj ("E— A)}(rE— A) =0,

és szorozzuk meg a kapott egyenletet jobbrol a csupa 1 elembdl all6 Gsszegezs

1

1
(41.97) e=

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

418 4. NEMNEGATIV ELEMU MATRIXOK

vektorral. Mivel

r— 51

T — S9
(4.1.98) (rE —A)e = ) ,

r— Sy,

a (4.1.96) egyenletbsl kovetkezik, hogy {adj (rE — A)}(’)"E —A)e =0, ill.
(4.1.98) helyettesitésével

(4.1.99) > Dyur(r)(r — si) = 0.
k=1

A (4.1.91) egyenl6tlenség alapjan a D, (r) mennyiségek pozitivak, és igy
a (4.1.99) egyenlet csak akkor allhat fenn, ha az r — s; kiilonbségek nem
jeltartok, vagyis ha fennall a (4.1.95) egyenlStlenség. Ebbdl a tétel tovabbi
allitasa mar kovetkezik. B

A Frobenius-tételek specialis esetként magukban foglaljak a pozitiv elemt
méatrixok spektralis (azaz a sajatértékek és sajatvektorok) tulajdonségaira
vonatkozo Perron-féle™ tételt.

4.1.8 tétel (Perron tétele). Minden pozitiv elemt mdtriznak egyetlen leg-
nagyobb abszolut értékd r sajdtértéke van, amely pozitiv és eqyszeres sajdatér-
ték, és amelyhez tartozo sajdtvektor elemei pozitivak.

Bizonyitds. A tétel kozvetleniil adodik a Frobenius-tételekbdl, ugyanis ha
a matrixnak lenne még egy masik r abszolut értékd sajatértéke, akkor azt
sorok és oszlopok ugyanolyan permutéaciojaval a (4.1.63) szerinti hiperciklikus
alakra lehetne hozni, ami azonban lehetetlen, mert a matrix valamennyi eleme
pozitiv. A tétel tobbi allitdsa a Frobenius-tételek alapjan nyilvanvalo. B

A kovetkezd tételek is kozvetlenil addédnak a Frobenius-tételekbdl.

4.1.9 tétel. Nemnegativ elem, irreducibilis mdtriznak nem lehet két linedri-
san fiiggetlen, nemnegativ elemd sajdtvektora.

Bizonyitds. A tételt indirekt uton bizonyitjuk. Legyen a nemnegativ elemi,
irreducibilis A matrix maximalis abszolit értéki sajatértéke a pozitiv r szam,
amelyhez tartozo pozitiv elemi jobb oldali sajatvektor u. Tegyiik fel, hogy
az A matrix a sajatértékéhez az u vektortol linearisan fiiggetlen, nemnegativ
elemi v sajatvektor tartozik, vagyis

(4.1.100) Av=av; v#0, vz=0.

*O. Perron (1880-1975) német matematikus.
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Mivel a Frobenius-tételek értelmében r egyszeres sajatérték, ezért
(4.1.101) a#r.

Jelolje w' az A matrix r sajatértékéhez tartozoé bal oldali sajatvektort
(mivel w az A matrix transzponaltjanak jobb oldali sajatvektora, ezért a
Frobenius-tételek értelmében szintén pozitiv elemii), azaz

(4.1.102) wTA =rw'; w>0.

Szorozzuk meg a (4.1.100) egyenletet balrol a w' vektorral, a (4.1.102)
egyenletet jobbrol a v vektorral és képezziik a két egyenlet kiilonbségét:
(. — r)w'v = 0; ebbdl (4.1.101) miatt kévetkezik w'v = 0, ami azonban
w > 0, v 2 0, de v # 0 miatt nem lehetséges és ezzel a tételt bebizonyitot-
tuk. B

Frobenius I. tételének bizonyitasaban a legnagyobb sajatértéket a (4.1.18)
minimax-feladat megoldasaként jellemeztiik:

- Yu
r = maxmin 22, ahol y = Ax.
x20 K Ty

Mivel r(x) = min y—#, y = Ax, vagyis r(x) volt az a legnagyobb g szam,
TR
amelyre még teljesiilt ox < Ax, az r legnagyobb sajatértéket az alabbi ma-

ximumfeladat megoldasa szolgaltatta: r = max r(x).
x=0

Hasonloképpen megfogalmazhato a kovetkezs feladat. Legyen 7(x) az a
legkisebb o szam, amelyre tetszéleges x = 0 esetén teljestil

(4.1.103) ox = Ax,
vagyis legyen

(4.1.104) 7(x) = max y—”, y = Ax.
noTy

Ha valamelyik p-re z, = 0 és y, # 0, akkor 7(x) = 4+o00. Ugyantgy, ahogy
Frobenius I. tételének bizonyitasa soran megmutattuk, hogy az r(x) fiigg-
vény egy bizonyos pozitiv elemti u vektornal felveszi a maximuméat (ez volt
a matrix r legnagyobb sajatértéke), itt is belathato, hogy a (4.1.104) alatti
7(x) fliggvény egy pozitiv v vektornal felveszi a minimumat, amelyet 7-rel
jeloliink. Most bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt.

4.1.10 tétel. Az

(4.1.105) 7 = minr(x) = min max y—”, y = Ax
x>0 x>0 M am
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minimaz feladat megolddsaként definidlt 7 szam egyenld az A mdtrix r leg-
nagyobb sajatértékével, és az a v = 0, v # 0 vektor, amelyre 7(x) felveszi a
minimumdt, az A mdtrix v sajatértékéhez tartozo sajdatvektor.

Bizonyitds. Az r szam és a v vektor definiciojabol kovetkezik, hogy

(4.1.106) 7'v —Av =0 (v=0, v#0).

Azt kell belatnunk, hogy ebben az Osszefiiggésben az egyenlGségjel érvényes;
ezt indirekt modszerrel bizonyitjuk. Tegyiik fel tehat, hogy v — Av = 0,
v — Av # 0. A 4.1.1 tételbsl kovetkezik

(4.1.107) (E+ A)" (v — Av) > 0.
Vezessiik be a pozitiv elemii
(4.1.108) z= (E+ A)""'v >0

vektort, és helyettesitsiik be a (4.1.107) egyenlStlenségbe. Ezzel 7z > Az
adodik, vagyis elég kicsiny pozitiv e-ra (F—e)z > Az (z > 0), ami ellentmond
az 7 szam definicivjanak. Igy tehéat érvényes

(4.1.109) Av =7v

Ekkor azonban z = (E + A)""'v = (1 +7)" " 'v, és z > 0-bol kovetkezik,
hogy v > 0.

A 4.1.9 tétel felhasznalaséval innen adodik, hogy 7 = r (mivel az A
méatrixnak nem lehet két linedrisan fiiggetlen pozitiv sajatvektora). Ezzel
a tételt bebizonyitottuk. H

Az r szamot jellemezhetjiik tehat a kovetkezs két extremalis érték barme-
lyikeként:
(4.1.110) r = maxmin IB _ minmax &;

x20 K Ty x20 K Ty

belattuk, hogy az az x vektor, amelyre (4.1.110) teljesiil, az r sajatértékhez
tartozo egyetlen sajatvektor.

Az r sajatérték (4.1.110) definiciojabol kovetkezik az alabbi fontos egyen-
16tlenség:

(4.1.111) min == <r < max &,

ahol Ax =y, x 20, x #0.

Mivel a (4.1.13) Osszefiiggésben r(x) a maximumat, ill. a (4.1.104) 6sz-
szefiiggésben 7(x) a minimumat csak pozitiv elemt sajatvektornal veheti fel,
érvényes a kovetkezd tétel.

4.1.11 tétel. Ha A irreducibilis, nemnegativ elemd mdtriz, amelynek legna-
gyobb abszolit értékd sajdatértéke r, akkor az r(z) < Az, z =0,z #0, ill. az
r(z) =2 Az, z 2 0, z # 0 egyenldtlenségbdl Az = rz, z > 0 kovetkezik.
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4.2 REDUCIBILIS MATRIXOK

Ebben a szakaszban a legaltalanosabb nemnegativ elemd matrixok néhany
tulajdonsagaval foglalkozunk. Bevezetjiik a (reducibilis) nemnegativ elemii
maéatrixok normalalakjat, és ennek felhasznélasaval feltételeket adunk pozitiv
elemt sajatvektor létezésére. A kapott eredmények segitségével irreducibilis
maétrixokra vonatkozoan is jabb tételekhez jutunk. Ezek kozott az a legfon-
tosabb, amely bizonyos matrixok inverzének a pozitivitasédra vonatkozik.

4.2.1 A reducibilis matrixok alaptétele

Az alapvetd tétel bizonyitasdhoz felhasznaljuk a konvergens méatrixsorozatok
fogalmat.

4.2.1 definici6. Ha az A = [ag;”)] (m =1,2,...) mdtrizsorozat elemeit
M ) (m)

a konvergens a;;", a;; 7} IR

alkotjdk, akkor azt mondjuk, hogy az

(i,j = 1,2,...,n) szdmsorozatok

A AG A
mdtrizok konvergens matrixsorozatot alkotnak, és ha

lim a(m)

m— 00 L

:aij (i,jzl,?,...,n),

akkor az AU matrixsorozat hatarértékét a kévetkezdképpen definidljuk:

lim A™ = A, ahol A = aj].

m— 00

E definicio segitségével tetszbleges, nemnegativ elemii méatrix, pozitiv
elemi matrixok valamilyen sorozatanak hatarértékeként értelmezhets, azaz
tetszsleges A = 0 elgallithato az

(4.21) A= lim A™, AM™ >0 (m=1,2...)

m—00
hatarértékként. Varhato ezért, hogy az irreducibilis méatrixok néhény spekt-
ralis tulajdonsaga bizonyos gyengébb formaban érvényes reducibilis méatrixok-
ra is.

4.2.1 tétel. Minden nemnegativ elemid A mdtriznak van egy olyan nem-
negativ (valds) r sajdtértéke, amely nem kisebb, mint a mdtriz barmely mds
sajdatértékének abszolut értéke, és amelyhez tartozik egy nemnegativ elemd u
sajdatvektor:

(422) Au=ru, uz20, u#o0,
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a (AE—A) karakterisztikus mdtric adjungdltjanak D;;(\) elemeire pedig A 2
esetén

d
(423)  Djs(\) 20, —+D;i(A) 20
érvényes; vagyis mind a karakterisztikus mdtriz adjungdltja, adj (A\E — A) =
= [Dji()\)], mind ennek A\ szerinti derivdltja nemnegativ elemd mdtrix min-
den olyan A-ra, amelynél nagyobb abszolit értéki sajdtérték nem létezik.
Bizonyitds. Ertelmezziik az A matrixot a (4.2.1) szerinti hatarértékként és
jeldlje a pozitiv elemi A matrix legnagyobb abszolut értékd sajatértékét
r(m), a hozza tartozo pozitiv elemi normalt sajatvektorat pedig u(m); tehat
(4.24)  AMu™ = My w0 > g um ym =1,
A 4.2.1 definiciobol kovetkezik, hogy létezik a lim r(™ = r hatarérték,

m—0o0

amely az A matrix egy sajatértéke. Mivel 7™ > 0 és (™) > |/\§m) [, ahol )\Em)
az A matrix ™16 kiilonbozs tetszéleges sajatértéke, a hataratmenetet
elvégezve és figyelembe véve, hogy porzitiv szamok sorozatanak hatarértéke
biztosan nemnegativ szam — tehat az r(™) — |/\§m)\ > 0 kiilénbségek soro-
zatdnak hatarértéke lehet zérus is — ezért r = 0, r = |\;| kovetkezik, ahol \;
az A matrix tetszéleges sajatértéke. Ugyanigy, a hataratmenetet elvégezve,
a (4.1.46) egyenlStlenség helyett azt kapjuk, hogy

Az ul™ normalt sajatvektorok sorozatabol kivalaszthato olyan u(™») (p =
= 1,2,...) részsorozat, amely egy normalt vektorhoz konvergal. Ha most
a (4.2.4) sorozat m, indexszel jellemzett részsorozatan keresztiil képezziik a
hatarértéket, akkor Au = ru, u = 0, u # 0 adodik.

A (4.2.3) egyenl6tlenséget teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor
az egyenlGtlenség trividlis modon teljestil, hiszen ekkor adj (AE — A) = E és
%adj (AE — A) = 0. Tegyiik most fel, hogy (4.2.3) érvényes 1,2,...,(n—1)-
re; be fogjuk latni, hogy ebbdl kovetkezik érvényessége n-re is.

Fejtsiik ki a D(A) = |[AE — A| determinanst utolso sora és oszlopa szerint.
Jelolje D(5 7)(X) a AE — A karakterisztikus matrixnak azt az (n— 2)-edrendd
minorat, amelyet i-edik és n-edik sorénak, valamint j-edik és m-edik osz-
lopanak elhagyasaval kapunk. Ekkor a determinans

n—1
(4.2.6)  D(A) = (A= ann)Dnn(X) = Y D(i M)(N)ainan;-

7,j=1

Jelolje r,, a Dy, (X) polinom legnagyobb abszolit értékd nemnegativ gyokeét.
Helyettesitsiink a (4.2.6) osszefiiggésbe A = r,, értéket, és vegyiik figyelembe,
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hogy az indukciés feltétel kivetkeztében D(5 7)(rn) 20 (i,j=1,2,...,n—1).
Igy D(rn) £ 0. Masrészt, mivel a D(\) polinomban A\ legmagasabb foku
hatvanyanak egytitthatdja pozitiv, ezért a polinom elég nagy pozitiv A\ ér-
tékek esetén biztosan pozitiv. Ebb6l kovetkezik, hogy r,, vagy gyoke a D(X)
polinomnak, vagy van a D(\) polinomnak olyan gyoke, amelyik nagyobb,
mint r,. Mindkét esetben r,, < r.

Jelolje 1 a Dy () polinom legnagyobb valos gyokét. Mivel sorok és osz-
lopok ugyanolyan permutéciojaval barmelyik f6minor a D,,, () sarokminor
helyére hozhato, ezért

(427 rm=r (k=1,2,3,...,n).

Az (n — 1)-edrendd D,;(\) minorokat derivalva,

d ; . ‘

(42.8) =D\ =) DODO) k#i k£
&

A D(é z)()\) polinomok tgy is felfoghatok, mint a (AE — A) karakterisztikus
maétrix k-adik soranak és oszlopanak torlésével kapott minormétrix adjungalt-
janak elemei. Az indukcios feltevés szerint ezekre D(z Z)()\) >0, ha A =g
(k=1,2,...,n), és ezért A = r esetén a (4.2.7) és (4.2.8) sszefliggésbol

d
() >
(4.2.9) )\Dﬂ(/\) 20,

a (4.2.5) és (4.2.9) osszefiiggesbol pedig Dj;(A) = 0 kovetkezik. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk. H

A 4.2.1 tétel segitségével bebizonyithatok az alabbi tételek.

4.2.2 tétel. Ha A nemnegativ elemd mdtrix, melynek legnagyobb abszolit
értékd sajatértéke v, és F(N\) a redukdlt adjungdltja, akkor

(4.2.10) F(\) =0, ha A1

Bizonyitds. A redukalt adjungalt 3.2.1 definicioja szerint

adj (AE — A)

(4.2.11) F()) = IOV

ahol () az adjungélt elemeinek legnagyobb kozos osztoja. Mivel pedig 6(\)
a D(\) karakterisztikus polinomnak is osztdja, és legmagasabb foku tagjanak
egylitthatoja pozitiv, ezért

(4.2.12) 6(N) >0, ha A>r.
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A (4.2.3), (4.2.11) és a (4.2.12) Osszefliggésbdl mar kovetkezik (4.2.10).
Ezzel a tételt bizonyitottuk. l

4.2.3 tétel. Ha A nemnegativ elemi, irreducibilis mdtrix, amelynek legna-
gyobb abszolut értékd sajatértéke r, akkor

(4.2.13) adj(AE—A)>0 és F(A\) >0, ha A2,

azaz minden olyan A-ra, amelynél nagyobb sajdtérték nem létezik, a karakte-
risztikus mdtrix adjungdltja és redukdlt adjungdltja pozitiv elemd mdtriz.

Bizonyitds. A (4.1.46) 6sszefiiggés szerint D,;(r) > 0, és a 4.2.1 tétel szerint

d
aDﬂ(/\) 20, ha A =2 r, tehat D;;(A) > 0, ha A 2 r, vagyis

(4.2.14) adj(AE—A) >0, ha A=

Az F(X\) > 0 egyenlStlenség a (4.2.11), (4.2.12) és (4.2.14) Osszefiiggésekbdl
kovetkezik. H

4.2.4 tétel. Ha A nemnegativ elemd, irreducibilis mdtriz, amelynek legna-
gyobb abszolit értékd sajatértéke r, akkor

(4.2.15) (AE—A)"' >0, ha A >r.

Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil belathato az inverz elGallitasara vonatkozo
(1.2.34) osszeftiggés felhasznalasaval:

_ adj (AE — A)

AE—A) ="~

( ) DOy

Ugyanis A > r esetén a 4.2.3 tétel értelmében adj (AE — A) pozitiv, a D())
polinom pedig azért pozitiv, mert a legmagasabb foku tagjanak egyiitthatoja
pozitiv. B

4.2.2 Reducibilis nemnegativ elemi@i matrix
normalalakja

A kovetkezGkben a reducibilis méatrixok normaélalakjaval fogunk megismer-
kedni. E fejezet bevezetésében megadott 4.0.1 definicio szerint akkor ne-
veziink egy matrixot reducibilisnek, ha sorainak és oszlopainak ugyanolyan
permutaciojaval az alabbi, szimmetrikusan négy blokkra particionélt hiper-

An 0 } , ahol tehdt Aq; és Aso kvadratikus

métrixra hozhato: A =
|:A21 Ao
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maéatrixok. Ha ezek valamelyike szintén reducibilis, akkor az eljarast foly-
tatva, végiil is az

szimmetrikusan particionalt hipermatrixra jutunk; ezt hiper-hdromszégmat-
riznak fogjuk nevezni.

4.2.2 definicié. Az Ay, # 0 diagonalblokkot izolaltnak nevezzik, ha
Ay=0((=12,....k—1, k+1,...,5), azaz ha a diagondlisban levd Ay
blokkon kivil a k-adik blokksor dsszes tabbi blokkja zérus.

A (4.2.16) alakra hozott reducibilis métrix a blokksorok és blokkoszlopok
ugyanolyan permutaciojaval gy rendezhetd at, hogy izolalt blokkjai — ha
vannak — keriiljenek a fodiagonalis elsé blokkjai helyére. Igy jutunk a redu-
cibilis matrixok normaélalakjanak fogalméahoz.

4.2.3 definici6. Az

[ A, 0 0 0 0]
0 A, 0 0 0
(4.2.17) A = 0 0 ... A, O ... 0
Ag+1,1 Ag+172. . ~Ag+1,g Ag+1 ‘e 0

| Aa Ao ... Ay Asg... Al

alaki hipermdtrizot, ahol A1, As, ..., Ag irreducibilis mdtrixok és az
A, A, ooy Ay (i=g+1,9+2,...,3)

blokkok kéziil legaldbb az egyik zérustol kiilonbozd, a reducibilis matrix nor-
malalakjanak nevezziik.
Megjegyzés. A definicioban el6fordulo g és s szamok a nemnegativ elemi matrix invaridnsai.
(Irreducibilis matrixok esetén nyilvan g = s = 1.)

A normalalak felhasznalasaval bizonyithato a reducibilis matrixok alabbi
spektralis tulajdonséga.

4.2.5 tétel. A nemnegativ elemd A madtriz legnagyobb abszolit értéki r
sajatértékéhez akkor és csak akkor tartozik pozitiv elemi sajdtvektor, ha a
(4.2.17) normdlalakban

(a) valamennyi A1, Ao, ..., A, blokk sajdtértéke r, és
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(b) az Agi1, Agya, ..., A blokkok kézil egyiknek sem sajdtértéke r.

Bizonyitds. A feltételek sziikségesek. Legyen ugyanis a méatrix legnagyobb
abszolut értéki r sajatértékéhez tartozo u sajatvektor pozitiv, és particional-
juk a matrixot a (4.2.17) norméalalaknak megfelelen. Ekkor az

(4.2.18) Au=ru (u>0)
egyenlet szétesik az

(4.219) Ajuw;=ru; (1=1,2,...,9)

és a
j—1

(42200 > Apw+Ajuy=ru; (j=g+1, ..., s)
k=1

egyenletekre. A (4.2.19) egyenletekbdl kovetkezik, hogy az Ay, Ay, ..., A,
blokkok mindegyikének sajatértéke r, a (4.2.20) egyenletekbdl pedig kovet-
kezik

(4.221) Aju; Sru; és Aju;j #ru; (j=g+1,...,s).
Jelolje r; az A; blokk legnagyobb sajatértékét (j = g+1,...,s). A (4.1.111)
és a (4.2.21) egyenl6tlenség alapjan ekkor felirhato

Aju);
(4.2.22) r; < max (Auy); <r
[ Wi
A 4.1.11 tétel alapjan azonban az r; = r egyenlSség ellentmond a (4.2.21)
alatti Aju; # ru; egyenlStlenségnek, ezért

(4223) rj<r (j=g+1,...,s).

A feltételek elégségesek is. Legyen r az A; maéatrixok legnagyobb sa-
jatértéke i = 1,2,...,¢g esetén, és legyen a (4.2.23) egyenlStlenség érvényes
i = g—+1,...,s esetén. Ha a (4.2.18) egyenletet a (4.2.19) és (4.2.20)
egyenletekre bontjuk, akkor az A; matrixokhoz a (4.2.19) egyenletek szerint
i =1,2,...,gesetén pozitiv u; sajatvektorok tartoznak. Igy a (4.2.20) egyen-
letbsl

(4.2.24) u; =(E—-Aj) ZA]kuk (J=g+1,...,5).

Mivel r; <r (j=g+1,...,s), a (4.2.15) Osszefiiggés alapjan
(42.25) PE—A;))™'>0 (j=g+1,...,s).
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Megmutatjuk, hogy a (4.2.24) 6sszefliggéssel meghatarozott ugy1,. .., us vek-

torok pozitivak. Ezek ugyanis pozitivak, ha az ui,ug,...,u;_1 vektorok
j—1 j—1
pozitivak, hiszen akkor ZAjkuk >0, ZAjkuk # 0, és igy a (4.2.25)

k=1 k=1
egyenlStlenség felhasznalasaval a (4.2.24) egyenletbdl csakugyan kovetkezik
u, >0 (j=g+1,...,5). Az u = [u] (i = 1,2,...,s) hipervektor tehat
val6ban az A matrix r sajatértékéhez tartozo sajatvektor. B

4.2.6 tétel. A nemnegativ elemd A mdtrix legnagyobb abszolit értékd r
sajdatértékéhez akkor és csak akkor tartozik pozitiv elemi jobb €s bal oldali sa-

R

az
(42.26) A= (A7 As...Ay)

hiperdiagondl alakra lehet hozni; ekkor az Ay blokkok (k= 1,2,...,s) olyan
wrreducibilis mdtrizok, amelyek mindegyikének sajdtértéke r.

Bizonyitds. A sziikségességet indirekt uton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
az A matrix r legnagyobb abszolut értéki sajatértékéhez pozitiv jobb és bal
oldali sajatvektor tartozik. Ekkor a 4.2.5 tétel értelmében az A matrix a
(4.2.17) alakt normalalakra hozhato, ahol az A4, Ao, ..., A, blokkok legna-
gyobb sajatértéke r, és az Agi1, Agia, ..., As (g < s) blokkok legnagyobb
sajatértéke kisebb, mint r. Az A matrix bal oldali sajatvektora azonban az
AT matrix jobb oldali sajatvektora, tehat a feltevés alapjan az

matrix (r sajatértékéhez tartozo) jobb oldali sajatvektora pozitiv. Az AT
matrix szerkezetébdl viszont lathato, hogy A izolalt blokk, legnagyobb sa-
jatértéke tehat nem lehet kisebb, mint r; vagyis a g < s feltevés ellentmon-
désra vezetett.

A feltétel elégségessége nyilvanvalo.

Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

4.2.7 tétel. Ha egy nemnegativ elemd mdtrixz legnagyobb abszolit értéki
sajdatértéke eqyszeres, €s a hozzd tartozo jobb és bal oldali sajdtvektor pozitiv,
akkor a mdtriz irreducibilis.
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4.3 PRIMITIV ES IMPRIMITIV MATRIXOK

Frobenius II. tétele — mint lattuk — azt mondja ki, hogy minden nemne-
gativ elemd, irreducibilis matrixot sorainak és oszlopainak ugyanolyan per-
mutacidjaval olyan hiperciklikus matrix alakra lehet hozni, amelynek — mint
hipermétrixnak — a rendszama megegyezik a matrix legnagyobb abszolut ér-
tekd kiilonboz6 sajatértékeinek szamaval. Ezzel kapcsolatosan bevezetjiik a
primitiv és az imprimitiv matrix fogalmat, majd néhany ezekre vonatkozo
fontos tételt bizonyitunk be.

4.3.1 definicié. Ha a nemnegativ elemd, irreducibilis mdtriznak egyetlen
legnagyobb abszolit értéki sajdatértéke van, akkor primitiv matrixnak ne-
vezziik; ha h > 1 szami legnagyobb abszolut értékd sajdtértéke van, akkor h
indexd imprimitiv matrixnak nevezzik.

Az imprimitiv métrix indexének meghatarozasara vonatkozik a kovetkezd
tétel.

4.3.1 tétel. Legyen a nemnegativ elem, irreducibilis madtrix karakterisztikus
polinomja

(4.3.1) D) = A"+ a1 A"+ ax\" + -+ a A

aholn > mny > ng > -+ >mng ésay # 0, ag #0,...,a; # 0. FEkkor az
imprimitiv mdtrix h indexe az

(4.32) n—ni, ng—mng, ..., N1 — Ny
kiilonbségek legnagyobb kizds osztdja.
Bizonyitds. Frobenius II. tétele értelmében az adott méatrix spektruma

2
(vagyis az Osszes sajatértéke) a komplex szdmsikon a 0 pont koriili %
nagysagu szoggel valo elforgatassal onmagaba megy at. Léteznie kell tehat
egy olyan g(u) polinomnak, amellyel a (4.3.1) karakterisztikus polinom
elallithato D(\) = g(A")A\™ alakban. Innen kovetkezik, hogy h a (4.3.2)
kiilonbségek kozos osztdja. Egyuttal azonban e kiilonbségek d-vel jelolt leg-
2

nagyobb kozos osztoja, mert a spektrum a il nagysagu szoggel valo elfor-
gatassal nem valtozik, ami h < d esetén lehetetlen. B

A kovetkezd tétel a primitiv matrixok egy fontos tulajdonsagat fejezi ki;

ez egyuttal sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy matrix primitiv
legyen.

4.3.2 tétel. A nemnegativ elemd A mdtriz akkor és csak akkor primitiv, ha
valamely hatvanya pozitiv elemi, vagyis ha létezik olyan p természetes szam,
amelyre

(4.33) AP>0 (p=1).
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Bizonyitds. A feltétel elégséges. Ugyanis ha AP > 0, akkor A irreducibilis,
hiszen ha A reducibilis volna, akkor ebbdl az kovetkeznék, hogy AP is reduci-
bilis volna. Tovabbé az A matrixra h = 1, mivel h > 1 esetén a pozitiv elemi
AP matrixnak h szami maximalis abszolut értekd A, A5, ..., A} sajatértéke
lenne — ezek abszolut értéke r” —, ami azonban ellentmondana a pozitiv elemii
matrixokra vonatkozo 4.1.8 Perron-féle tételnek.

A feltétel sziikséges is. Legyen A primitiv matrix és legyen az egyetlen leg-
nagyobb abszolut értékd sajatértéke A\ = r; igy a tObbi sajatértékre |\;| <r
(i=2,...,s). Jelolje a miniméalpolinomot

AN = (= A = A2)2 o (A= A,

és alkalmazzuk a méatrixfliggvények elGallitasara vonatkozo (3.4.7) képletet.
Ekkor a gyokhelyekhez tartozo Hermite-féle alappolinomok segitségével felir-
hato

p—1

(4.34) AP =pl Z{%%Hko(A) + ﬁHkl(A) ot
k=1

AP~k +1

Tk H,_1(A)p, ha p>y— L.
PR IRELAT 1( )}, a p>k

Figyelembe véve, hogy A1 = r egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek,
tehat a (3.4.19) képlet szerint

(4.35)  Hip(A) = A,l(r){adj (Q(Ei)_A)}A ST

a (4.3.4) osszefliggés

s Ye—1 p—v
)\k:

1
R FO D

k=2 v=1

(4.3.6) AP =

wo(A)

alakban irhatd. Mivel a \; = r sajatértéken kiviil az Gsszes tObbi sajatérték
abszolut értéke kisebb, mint r: [Ag] < r (k = 2,3,...,5), a (4.3.6) Osz-
szefliggésbdl

AP 1
A 4.2.3 tétel értelmében azonban F(r) > 0, tovabba, mivel a minimalpolinom
legnagyobb valos gyoke r, tehat A’(r) > 0; innen kivetkezik

AP

p—oo T

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

430 4. NEMNEGATIV ELEMU MATRIXOK

és igy valoban taladlhato olyan p természetes szam, amelyre mar AP > 0.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk. B

4.3.3 tétel. Ha A nemnegativ elemd irreducibilis mdtrix, és e mdatriznak
valamely q egész kitevds hatvdnya reducibilis, akkor A9 a sorainak és oszlo-

(4.3.9) PAPT =(A; Ay...Ay);

it az Ay, As, ..., Aq blokkok irreducibilis matrizok, amelyeknek maximadlis
abszolit értékd sajdtértékei megegyeznek. Ha az A mdtriz h indexd impri-
mitiv mdtriz, akkor a d szdm q és h legnagyobb kozds osztdja.

Bizonyitds. Mivel A irreducibilis, ezért a Frobenius-tételek értelmében az r
maximalis abszolut értéki sajatértékéhez tartozo jobb és bal oldali sajatvek-
torok pozitivak. Ekkor azonban az A? méatrix r? maximalis abszolat értéki
sajatértékéhez tartozo sajatvektorok is pozitivak. Ezért a 4.2.6 tétel alkal-
mazéasaval az A9 matrix a (4.3.9) alakra hozhato, ahol az Ay, Aa,..., Ay
blokkok olyan irreducibilis méatrixok, amelyeknek r? maximalis abszolut ér-
téki sajatértékei megegyeznek. Az A maéatrixnak viszont h szama maximaélis
abszolut értéki sajatértéke van:

h—1

on
r, re,..., re"" ", ahole=-¢en

* (itt @ a képzetes egység).

Ebbé6l kovetkezik, hogy az A9 matrixnak is h maximaélis abszolat értékii
sajatértéke van: 4, 1 ... rie9h=D; ezek koziil d darab megegyezik
egymaéssal, ami csak akkor lehetséges, ha d a ¢ és a h szamok legnagyobb
kozos osztoja. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. B

Specialis esetként adodik a kovetkezd két tétel.

4.3.4 tétel. Primitiv mdtriz minden pozitiv kitevdji hatvdanya irreducibilis
€s primativ.

A tétel kozvetlenill adodik az el6z6bsl, h = 1 helyettesitéssel. B

4.3.5 tétel. Ha A egy h indexd imprimitiv mdtriz, akkor h-adik hatvdnya,
Al szétesik h szama primitiv mdtrizra, amelyeknek mazimdlis abszolit ér-
tékd sajdtértékeik megegyeznek.

A tétel a 4.3.3 tételbdl g = h helyettesitéssel adodik. H

4.4 SZTOCHASZTIKUS MATRIXOK

Ebben a szakaszban specidlis nemnegativ elemd matrixoknak, a sztochaszti-
kus méatrixoknak a tulajdonsagait vizsgaljuk.
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4.4.1 Alapfogalmak és alapveté tételek

4.4.1 definici6. Sztochasztikus matrixnak nevezzik az olyan nemnegativ
elemd@ mdtrizot, amelyben minden sor elemeinek dsszege 1. Tehdt P = [p,.]
sztochasztikus mdtriz, ha

puuzo €s Zp;wzl (n=1,2,...,n)

v=1
teljestil.”

A sztochasztikus méatrixok jelentGségét a valoszintségszamitasban, koze-
lebbrél a homogén Markov-lancok elméletében valé alkalmazasuk adja meg
(lasd [4], [16]). A kovetkezSképpen jutunk a (véges) Markov-lanc fogalma-
hoz. Tekintsiink egy fizikai rendszert, amely a to,t1,t2,... id6pontokban n
kiilonbo6z6 lehetséges allapot,

S, S, ..., Sy

valamelyikében talalhato. Jelolje pff) annak valészintiségét, hogy e rendszer
a t id6pontban az S,, allapotban van, p,, (tx) pedig annak a valoszintiségét,
hogy ha a rendszer a ¢,_; id6pontban az S, allapotban volt, akkor a t;, id6-
pontban az S, allapotba keriil. A p,, (t;) atmenetvaloszintiségek matrixa:
P(t;) = [puv(tr)], meghatérozza az n lehetséges allapothoz tartozo Markov-
lancot. Ha az atmenetvaloszintségek fiiggetlenek a t; idSponttol, vagyis
Puv(ti) = puw (B = 1,2,...), akkor a Markov-lancot homogénnek nevez-
ziik. Ha tudjuk, hogy a kezdeti idSpontban a rendszer p&o) (n=1,2,...,n)
valoszintiséggel talalhato az S, allapotban, akkor annak valoszintsége, hogy

n
t1 id6pontban az S, allapotban legyen, nyilvan p(yl) = ZPLO )puu, azaz —
pn=1
maétrix frasmoddal —
T T
(4.41) pM =p@ p,
Ha a p®™) vektor p(yN ) eleme jeloli annak a valoszintiségét, hogy a rendszer a
tn id6pontban az S, allapotban talalhato, akkor a (4.4.1) &sszefiiggés ismételt
alkalmazéasaval a

44.2) pM —pr-0Tp_ pv-2Tp2_ . _ ;0 pN

Osszefiiggésre jutunk. A mondottakbol kévetkezik, hogy az n szamu allapot-
hoz tartozé homogén Markov-lanc egyértelmitien meghatarozott, ha ismerjiik

* A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a sztochasztikus méatrix definiciojaban olykor
azt is megkovetelik, hogy a matrixnak nem lehet csupa zérus elemet tartalmazo oszlopa.
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az dtmenetvalosziniiségek P matrixat és a p(O) kezdeti valoszintiségeloszlast.
A PY matrix az N lépéses atmenetvaloszintiségek métrixa. Ugyanis homogén
Markov-lanc esetében a PV matrixhatvany pv indexi eleme annak valoszi-
niisége, hogy a rendszer az S,, allapotbol N ,lépés” utan (vagyis barmely ¢y
idéponttol a i N idSpontig) az S, allapotba keriil.

A sztochasztikus matrixoknak ez a tulajdonsaga indokolja, hogy részlete-
sebben foglalkozzunk veliik. Mivel a sztochasztikus matrixok specialis, nem-
negativ elemi méatrixok, ezért a nemnegativ matrixok tulajdonsagai rajuk is
érvényesek, tehat vizsgalatukban ezekbdl a tulajdonsagokbol indulhatunk ki.

Mindenekel6tt bebizonyitjuk a sztochasztikus maéatrixok legnagyobb ab-
szolat értéki sajatértékére és a hozza tartozo jobb és bal oldali sajatvektorra
vonatkozé alabbi tételt.

4.4.1 tétel. Adott nemnegativ elemd mdtriz akkor és csak akkor sztochaszti-
kus, ha r = 1 sajdtértéke, és ha az ehhez a sajdatértékhez tartozé (jobb oldali)
sajdatvektor minden eleme 1. Az r = 1 sajatérték a sztochasztikus mdtriz
legnagyobb abszolit értékid sajdatértéke.

Bizonyitds. A sztochasztikus méatrix 4.4.1 definiciojabol kozvetlentl adodik,
hogy a feltétel sziikséges. Jeldlje ugyanis

(443) e'=[1 1 1...1]
a csupa 1 elembdl 4ll6 vektort; ekkor a definicio értelmében nyilvan
(4.4.4) Pe=e,

és innen kiolvashat6, hogy e az r = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor. Az
r = 1 sajatérték egyuttal a legnagyobb abszolit értékid sajatérték, ugyanis
a 4.1.7 tétel értelmében a nemnegativ elemid méatrixok legnagyobb abszolut
értéki sajatértéke a sorelemek Gsszegének maximumanal nem nagyobb és a
minimuménal nem kisebb. Mivel pedig a sorelemek Osszege sztochasztikus
matrixok esetén 1, tehéat a legnagyobb abszolut értékd sajatérték sziikség-
képpen 1. A feltétel azonban elégséges is: a (4.4.4) Osszefiiggésbdl ugyanis
azonnal kovetkezik, hogy

n
d pw=1 (n=12,...,n),
v=1

tehat P sztochasztikus méatrix.

Megjegyzés. Irreducibilis sztochasztikus matrix » = 1 sajatértékéhez tartozo v bal oldali
sajatvektorra — amely a Frobenius-tétel értelmében szintén pozitiv elemi vektor — a sajat-
vektorok biortogonalitasa folytan fennall a v'e = 1 dsszefiiggés, vagyis (4.4.3) figyelembe-
vételével

(4.4.5) doou=1
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ez azt jelenti, hogy a v vektor elemei valoszintiségeloszlast alkotnak. Ezt az eloszlast a
P sztochasztikus maétrixszal jellemzett Markov-lanc stacionarius eloszlédsanak nevezziik. A
bal oldali sajatvektor definicidja értelmében a stacionarius eloszlast az
(4.4.6) E-PTHv=0
n

homogén linearis egyenletrendszer Z vy = 1 feltétellel normalt megoldasa szolgaltatja.

n=1
A (4.4.6) Osszefliggésbol az is kiolvashato, hogy ha a kezdeti eloszlas éppen a stacionarius
eloszlas, akkor (4.4.1), ill. (4.4.2) alapjan ez az eloszlas akarhany 1épés utan sem valtozik,
vagyis p(N) = p<0) =v (N =1,2,...). (Ez indokolja a ,stacionarius” elnevezést.)

A kovetkez§ tételben azt mutatjuk meg, hogy minden nemnegativ elemi
matrix — allandé szorzotdl eltekintve — egy sztochasztikus matrixhoz hasonlo.

4.4.2 tétel. Ha A nemnegativ elemd mdtrix, amelynek legnagyobb abszolit
értéki r pozitiv sajatértékéhez tartozo pozitiv elemi jobb oldali sajdtvektor

(447 z=1lz] (z>0),

2

akkor az r sajdtértékkel osztott A madtriz a z; elemekbdl alkotott Z. diagondl-
matriz segitségével végzett hasonldsdgi transzformdcioval eqgy P sztochasztikus
mdtrizba megy dt:

1
(4.4.8) —A = ZPZ™', ahol Z = ().

Bizonyitds. Legyen (4.4.7) az A métrix r > 0 maximalis abszolat értékd
pozitiv sajatértékéhez tartozo pozitiv elemi sajatvektor, és képezziik a

(44.9) P= lz-1az
T

matrixot, amely a feltételek értelmében szintén nemnegativ elemt. Vegyiik
figyelembe, hogy a (4.4.3) alatti e vektor felhasznalasaval

(4.4.10) Ze =z,
tovabba

(4.4.11) Az =rz,
és

(4.4.12) Z'z=e.

Ezért a (4.4.9) Osszefiiggést jobbrol szorozva az e vektorral, és behelyettesitve
a (4.4.10), (4.4.11) és (4.4.12) Osszefiiggéseket,

1 1 1
Pe=-Z'AZe=-7Z"1'Az=-Z"1rz=¢
r r r
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adodik, tehat P valoban sztochasztikus métrix. l

Miel6tt a sztochasztikus méatrixokra vonatkozé kovetkezd fontos tételt ki-
mondanénk, el6bb bebizonyitunk egy tételt, amely reducibilis métrixok elemi
osztoival kapcsolatos, és amelyet a kovetkezGkben fel fogunk hasznalni.

4.4.3 tétel. Tekintsiik az

(4.4.13) A—{%l 52]

hiper-hdromszégmdtrizot, ahol a Q1 és Qo blokk kvadratikus. Ha az A mdtrix
Ao sajdtértéke egyittal a Qq blokknak is sajdtértéke, de nem sajdtértéke a Qo
blokknak, akkor az A és Qqp mdtrix Ay sajatértékének megfeleld elemi osztok
megegyeznek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a Q; és Q2 blokknak nincs kozos sajatértéke.
Megmutatjuk, hogy ebben az esetben Qi és Q2 elemi osztoi egyiittesen az
A matrix elemi osztoit szolgaltatjak, azaz taldlhatd olyan nemszingularis T
matrix, amellyel végzett hasonlosagi transzformécié az A matrixot a Qq és
Q2 blokkokbol allo hiperdiagonal alakba viszi at:

1_|Qi1 O
(4.4.14) TAT _{0 QQ].

Keressiik a T métrixot a (4.4.13) szerint particionalt alakban:

[By o
-3 &)

ahol E; és E, megfelel§ rendszamu egységmaétrix. Ekkor

1 [By 07[Q: o][ E; 0] Q: 0
(4415) TAT |:U E2:| |:S Q2:||:—U E2:||:UQ1—Q2U—|—S Q2 .

Az igy nyert, (4.4.15) jobb oldalan all6 méatrix akkor egyezik meg a (4.4.14)
alatti hiperdiagonal alakkal, ha az U blokkot tgy valasztjuk meg, hogy az
kielégitse a

(4.4.16) QU -UQ, =S

matrixegyenletet. A maéatrixegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy ha a Q;
és Qo matrixnak nincs kozos sajatértéke, a (4.4.16) egyenlet tetszdleges S
matrix esetén egyértelmiien megoldhato (lasd pl. [6]). Ez konnyen belathato,
ha a Qi és Q2 matrixot Jordan-féle normalalakra transzformaljuk:

Q=Y (uEg +Jz)Y "
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QZ =X <)\k:]'30qC + Jak> X71
és behelyettesitjiik a (4.4.16) egyenletbe:
X (MEq, +J0, ) XU -UY (Eg, +J5)Y 1 =8,

ahol oy, és (3 az egyes Jordan-blokkok rendszama. Szorozzuk meg a kapott
egyenletet balrél az X1, jobbrol pedig az Y métrixszal

(MBa, +Jo,) (X'UY) = (X'UY) (B, +J5) = X 'SY

és frjuk at ezt a matrixegyenletet egyetlen linearis egyenletrendszerré, amely-
ben az U = X 'UY oszlopaibél alkotott [t1] hipervektor az ismeretlenek
vektora, az S = X 'SY oszlopaibol alkotott [s] a jobb oldali hipervektor
(ugyanazt az eljarast alkalmazzuk, mint a 3.6.8 pont 38. példajaban):

T~
[</\I€E0<k + Jak> ® Eﬁz - Eoék ® </’61Eﬁz + Jﬁz> ][u] = [‘é}’
AZaZ

[{()‘k - Ml)Eock + Joék} ® Eﬁz - Eak ® ng] [ﬁ] = [51

Mivel az egylitthatoméatrix blokkjai kommutativak, alkalmazhaté a 3.3.1
tétel, és igy az egyiitthatomatrix determinansa egyenl6 a hiperdeterminans
determinanséval:

‘{()‘k — w)Eaq, +Jak}ﬁl = (g — Ml)akﬁl,

amibdl kovetkezik, hogy az adott egyenletrendszernek akkor és csak akkor
van egyértelmi megoldasa, ha Ay — p; # 0 minden k, [ indexparra.

Most tegytik fel, hogy \g az A és a Q1 méatrix kozos sajatértéke. Helyet-
tesitsiik a (4.4.13) matrix Q; blokkjat Jordan-féle normalalakjaval:

V1'iQiVv={J, Jv),

ahol Jg a \¢ sajatértékhez tartozo Jordan-blokkokbol all, J; pedig a tobbi sa-
jatértéket tartalmazza. A megfelel6 hasonlosagi transzforméciot az A métri-
xon elvégezve, az alabbi adodik:

- Jb 0i0 0 Job 0 0 0
1 e I IS A R
Voo LY O o 3o of |0
IS Si2] S Qe
0 E 0 E :
S21 Sao: « S21

Mivel a Jg és a Q2 blokknak nincs kozos sajatértéke, az el6z6ekbol kovetkezik,
hogy megfelel§ hasonlosagi transzformécioval a kapott méatrix a Jg és Qo
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blokkbol allé hiperdiagonal alakba vihet§ at. Ebbd] viszont mar kévetkezik,
hogy A és Jg elemi osztoi — és igy A és Q1 Ao sajatértékének megfelels elemi
osztoi is — megegyeznek. B

4.4.4 tétel. Egy P sztochasztikus mdatriz 1 sajdtértékéhez mindig kizdrdlag
linedris elemi osztok tartoznak.

Bizonyitds. A 4.2.3 definicié alapjan a P matrixot sorainak és oszlopainak
ugyanolyan permutaciojaval a reducibilis matrixok (4.2.17) alatti normaél-
alakjara lehet hozni, ahol az A, Ao, ..., A, blokkok irreducibilis matrixok
és az

ATl? AT27"~aAT,’r‘71 (T:g+1,g+2,~~-,s)

blokkok koziil legalabb az egyik zérustol kiilonb6z6. Mivel az A1, As, ..., Ay
blokkok izolalt blokkok, igy azok irreducibilis sztochasztikus métrixok, ezért
az 1 mindegyikiiknek egyszeres sajatértéke. A tobbi diagonal-blokknak leg-
alabb egy sorelemdosszege kisebb, mint 1; ezért a 4.1.7 tétel értelmében az
Agi1,Agia, ..., A blokkok legnagyobb sajatértéke kisebb 1-nél. A P méatrix

tehéat az alabbi particionalt alakban allithato els: P = [%1 (g } , ahol a
2

Qi =(A1 Az...A

blokk 1 sajatértékeihez lineéris elemi osztok tartoznak, a Qo blokknak pedig 1
nem sajatértéke. Igy a 4.4.3 tétel alapjan azonnal adodik, hogy a P matrix 1
sajatértékéhez kizarolag linearis elemi osztok tartoznak. B

Ha )\g valamely P irreducibilis sztochasztikus matrixnak egységnyi ab-
szolut értéki komplex sajatértéke, akkor a (4.1.65) Osszefiiggés szerint P és
Ao P hasonloak, és igy a 4.4.4 tétel alapjan a \g sajatértékhez tartozd elemi
osztok linearisak. A (4.2.17) normalalak és a 4.4.3 tétel segitségével ez az
allitds reducibilis sztochasztikus matrixokra is konnyen kiterjeszthets, igy
fennall a kovetkezd tétel.

4.4.5 tétel. Barmely sztochasztikus madtriz eqységnyi abszoliut értéki sajatér-
tékeihez tartozo elemi osztok mind linedrisak.

Ugyancsak a (4.1.65) Osszefiiggésbol, valamint a 4.2.5, a 4.4.2 és a 4.4.4
tételbsl kovetkezik az alabbi altaldnosabb tétel.

4.4.6 tétel. Ha nemnegativ elemd mdtriz legnagyobb abszolit értékd r sajdat-
értékéhez pozitiv sajdtvektor tartozik, akkor a mdtriz valamennyi r abszolit
értékd sajatértékéhez tartozo elemi osztok linedrisak.
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4.4.2 Markov-lancok ergodicitasa; a sztochasztikus
matrixok osztalyozasa

A kovetkezokben a homogén Markov-lancok elméletének egyik legfontosabb
kérdésével, a hatareloszlas 1étezésének kérdésével foglalkozunk.

Mint méar emlitettiik, a homogén Markov-lancot meghatarozza az (egylépé-
ses) dtmenetvaloszintségekbol alkotott P = [p,,,] sztochasztikus matrix (lasd
a (4.4.1) definiciot). A (4.4.2) Osszefiiggés pedig megmutatta, hogy az N-
lépéses atmenetvaloszintségek matrixa PY. Azt a kérdést vizsgaljuk az alab-
biakban, hogy ha az N lépésszamot noveljiik, akkor milyen feltételek mellett
letezik a PY métrixok sorozatanak hatarértéke.

4.4.2 definicié. A

(4.4.17)  lim PN =P = [p{>)]

—00 HY

dsszefiiggéssel definidlt P> matriz po0 elemeit — ha a (4.4.17) hatdrérték

ny
létezik — hatarvaloszintiségeknek nevezziik.

A hatarvaloszintiség létezésének kérdésével kapcsolatban sziikséges néhany
1j fogalom bevezetése.

4.4.3 definicié. Egy sztochasztikus mdtrizot gyengén regularisnak neve-
ziink, ha az 1 sajatértéken kivil nincs mds egységnyi abszolit értéki sajdtér-
téke.

4.4.4 definicid. Egy sztochasztikus mdtrizot regularisnak neveziink, ha 1
az egyetlen egységnyi abszolit értéki sajatértéke, €s ez eqyszeres sajdatérték.

E definiciokbol kovetkezik, hogy gyengén regularis sztochasztikus matrix
(4.2.17) alatti normalalakjaban az Ay, Ao, ..., A, blokkok primitiv métrixok,
regularis sztochasztikus matrix esetén pedig ezen feliill még g = 1, tehat a
normélalak egyetlen izolalt blokkja primitiv.

Adott sztochasztikus matrix altal meghatarozott Markov-lancot — a
maéatrixnak megfeleléen — irreducibilisnak, reducibilisnek, regularisnak, ill.
gyengén regularisnak nevezhetiink. Ha a métrix imprimitiv, akkor a Markov-
lancot ciklikusnak, ha a matrix primitiv, akkor a Markov-lancot aciklikusnak
nevezzik.

Tekintsiink most egy Markov-lancot és tegyiik fel, hogy létezik a (4.4.17)
Osszefiiggéssel definialt hatarvaloszintiségek P°° matrixa. Kiilonos figyelmet
érdemel az az eset, amikor P valamennyi sora megegyezik. Ez azt jelenti,
hogy P> egyetlen diddként irhato fel: P = ew', ahol e a (4.4.3) alatti,
csupa 1 elemet tartalmazo oszlopvektor, w' pedig P> barmely soranak ele-
meibdl alkotott sorvektor. Ha most tetszéleges p'®) kezdeti eloszlasra felirjuk
a (4.4.2) osszefiiggést: p(N)-r = p(O)TPN, és elvégezziik az N — oo hatarat-
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menetet, akkor bevezetve a Nlim p(N ) = p(oo) = [p,(fc)] Osszefiiggéssel de-
— 00

finialt p,(fc) abszolut hatdrvaldsziniségeket, a kovetkezs Osszefliggést kapjuk:
p(OO)T = p(O)TPOO = p(O)TewT. Tekintettel arra, hogy p(® valészintségel-
oszlas, tehat p(O)Te =1, igy p(OO)T = w'. Ez azt fejezi ki, hogy ha a hatar-
valoszintiségek métrixa létezik és minden sora megegyezik, akkor az abszolut
hatarvaloszintiségek is 1éteznek, fliggetlenek a kezdeti valoszintiségeloszlastol,
és egyenlsk a P matrix (barmely) soranak az elemeivel. Ezzel kapcsolat-
ban bevezetjik az ergodicitas fogalmét.

4.4.5 definicié. Egy homogén Markov-ldncot ergodikusnak nevezink, ha
az abszolit hatdrvaldsziniségek léteznek, és fiiggetlenek a kezdeti valdszini-
ségeloszlastol. Az ergodikus Markov-lancok abszolut hatdrvaldsziniségeinek
eloszldsdt hatareloszlasnak nevezzik.

A kovetkezSkben Markov-lancok hatarvaloszintségeinek létezésére, ill. er-
godicitasara vonatkozo néhany tételt bizonyitunk be.

4.4.7 tétel. Homogén Markov-ldnc hatdrvaldsziniségei akkor és csak akkor
léteznek, ha a Markov-lanc gyengén requldris. A hatdrvaldsziniségek mdtriza

(4.4.18) P> =
ahol

(4.4.19) AQ\) = f[()\ — )
k=1

a P sztochasztikus mdtriz minimdlpolinomja, A'(1) a A(X\) polinom \ szerinti
derivdltjdnak értéke a A = 1 helyen és

adj (\E — P)
()

a redukdlt adjungdlt (0(N\) az adjungdlt elemeinek legnagyobb kozds osztdja).

(4.4.20) F()\) =

Bizonyitds. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy a feltétel elégséges. Ugyanis, ha
P gyengén reguléris; akkor a 4.4.4 tétel alapjan a (4.4.19) minimélpolinomban

(4421) )\1 = 1, Y1 = 1,

mivel az 1 sajatértékhez tartozé elemi osztok linearisak és igy 1 a minimalpo-
linom egyszeres gyoke. Allitsuk els a PV hatvanyt a minimalpolinom gyok-
helyeihez tartozo Hermite-féle matrixpolinomok segitségével (lasd a (4.3.6)
Osszefiiggést).

s e—1 N—v
)\k:

1
(4.422) PN = A,(1)F(1) +N!k§ V; mHkV(P)-
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Mivel P gyengén regularis, ezért \; = 1 kivételével az 6sszes tobbi sajatér-
tékére

[Ai] <1 (k=2,3,...,9),

és igy a (4.4.22) osszefiiggés jobb oldalan N — oo esetén az elsd tag kivételé-
vel az Osszes tObbi zérushoz tart. Tehéat gyengén regularis sztochasztikus
matrixok esetén létezik a P> hatarérték, és (4.4.18) alakban allithato eld.
A feltétel azonban sziikséges is. Tegytik fel ugyanis, hogy létezik a
(4.4.23) P* = lim PV
N—o00

hatarérték. FEkkor azonban nem lehet a P maétrixnak 1-t61 kiilénbo6zé
olyan sajatértéke, amely az egységkoron fekszik, ellenkezG esetben ugyanis
a A}im AV (A\k # 1, | M| = 1) hatarérték nem létezne, ami viszont a (4.4.23)
hatarérték létezésének sziikséges feltétele. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. H

Abban az esetben, amikor a P métrix regularis — ami specialis esete a
gyengén regularis matrixoknak — az 1 sajatérték a D(A) karakterisztikus
polinomnak is egyszeres gyoke, tehat a (4.4.18) sszefiiggés helyett

adj (E —P)

(44.24) P™ = =7

irhato.
Tekintstink most egy gyengén regularis Markov-lanchoz tartozo6 sztochasz-
tikus matrixot a (4.2.17) szerinti normalalakban:

Q:
QZ . '
(4.4.25) -0

Itt Q1,Qq, ..., Qg primitiv sztochasztikus matrixok, a W blokk pedig olyan
alsd hiper-haromszogmatrix, melynek sajatértékei 1-nél kisebb abszolat ér-
téktek. Képezve a (4.4.17) hatarértéket,
Qr
P* = lim PV = 4o
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adodik, ahol — mivel W sajatértékei 1-nél kisebb abszolut értéktiek —

W>* = lim WV =0,

N—o0

U, pedig a PV matrixsorozat hatarértékeként adodo, négy blokkra parti-
cionalt P*° hipermatrix bal also blokkja, amelyre Uy, = 0 és Uy, # 0.
Igy a hatarvalosziniségek matrixa

(4.4.26) P> = o ho

A Q1,Q2, ..., Qg primitiv blokkokbol képezett Q77, Q3°, ..., Q,° matrixok
meghatéarozasahoz a (4.4.24) Osszefiiggést felhasznalva, (4.1.44) és (4.1.46)

alapjan
Qr>0,...,Q°>0
adodik.
A redukalt adjungalt (4.4.20) kifejezésének segitségével felirhato az alabbi
azZonossag:

(AE — P)F(\) = A(NE;
innen A = 1 helyettesitéssel és (4.4.18) figyelembevételével
(44.27) (E-P)P* =0,

tehat a (4.4.26) matrix barmely oszlopa a P sztochasztikus matrix 1 sajatér-
tékéhez tartozod jobb oldali sajatvektor.

4.4.8 tétel. Homogén Markov-ldnc akkor és csak akkor ergodikus, ha regu-
laris.

Bizonyitds. A feltétel elégséges. Egy reguléaris sztochasztikus méatrixnak
ugyanis 1 egyszeres sajatértéke, a hozza tartozo egyetlen jobb oldali sajatvek-
tor pedig a csupa 1 elemet tartalmazo (4.4.3) alatti e vektor. A hatéarvalo-
szintiségek (4.4.24) matrixa tehat egyetlen diad, amelynek oszlopvektora e,
sorvektora pedig az 1 sajatértékhez tartozo w' bal oldali sajatvektor. Mivel
igy a hatarvaloszintiségek P> matrixanak minden sora megegyezik, az fiig-
getlen a kezdeti allapottol, a Markov-lanc tehat ergodikus, és a hatareloszlast
w! szolgaltatja. (Megjegyezziik, hogy a hatéareloszlas egytttal a stacionarius
eloszlast is megadja, vo. (4.4.6)).
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A feltétel sziikséges is. Tegyiik fel ugyanis, hogy egy gyengén regularis
Markov-lancnak van — a kezdeti valoszintiségeloszlastol fiiggetlen — hatér-
eloszlasa, azaz a hatarvaloszintiségek P> matrixanak a sorai megegyeznek.
Ez azonban csak akkor lehetséges, ha P™ (4.4.26) alaku eléallitasaban g = 1,
és ebbdl kovetkezik, hogy a P sztochasztikus méatrixnak egyszeres sajatértéke
az 1, vagyis a Markov-lanc regularis. i

Végiil megadjuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy Markov-
lanc hatarvaloszintiségei mind pozitivak legyenek.

4.4.9 tétel. Homogén Markov-ldnc valamennyi hatdrvaldszinisége akkor és
csak akkor pozitiv, ha a Markov-ldnc aciklikus.

Bizonyitds. Az aciklikus Markov-lanc a regularis Markov-lanc specialis esete,
a hozza tartozo P sztochasztikus méatrix primitiv. A 4.3.2 tétel értelmében
tehat talalhatod olyan g > 0 természetes szam, amelyre P? > 0. Ha most a
P = P"IP? (m > q) azonossagban elvégezziikk az m — oo hataratme-
netet, akkor a P = PP §sszefliggésre jutunk. Mivel P> sztochasztikus

matrix, ezért P> 2 0, és minden soraban talalhatok zérustol kiilonbozé ele-
mek. Innen kovetkezik, hogy PP? > 0, és ezért P> > 0.

A feltétel sziikséges is: ha feltessziik, hogy P > 0, akkor valamely ¢ > 0
természetes szamra P? > 0.

A 4.3.2 tétel alapjan innen kovetkezik, hogy a P matrix primitiv, és igy a
megfelel§ homogén Markov-lanc aciklikus. l

Megjegyzés.  Sztochasztikus maéatrix (4.4.25) normaélalakja alapjan az adott rendszer
S1,S52,...,Sy allapotait olyan

217 227 R Egv Eg+1

csoportokba sorolhatjuk, amelyek a (4.4.25) normalalak egyes blokksorainak felelnek meg.
A rendszer azon &llapotait, amelyeket a 31,32,...,%X, csoportok foglalnak magukban,
lényeges dllapotoknak, a tobbit pedig, amelyeket a Y411 csoport foglal magaban, lényeg-
telen dllapotoknak nevezziik. Ha hatvanyozzuk a (4.4.25) matrixot, akkor lathato, hogy
barmely véges szamu lépés utan a rendszer a kovetkez$ atmeneteket végezheti: lénye-
ges allapotbdl csak ugyanazon csoportbeli lényeges allapotba, 1ényegtelen allapotbol vagy
ugyancsak lényegtelen allapotba, vagy pedig barmely csoportbeli 1ényeges allapotba mehet
at. Ha a lépések szamat minden hatéaron tul noveljiik, akkor P (4.4.26) alatti alakjabol
az olvashato ki, hogy hataratmenetben tetszéleges allapotbdl csakis 1ényeges allapotba le-
hetséges az dtmenet, vagyis a lényegtelen allapotba valdé atmenet valészintisége zérushoz
tart, ha a lépések szama a végtelenhez tart. Ezért a lényeges allapotokat hatdrdllapotoknak
is nevezziik.

A 4.4.9 tétel szerint aciklikus Markov-lanc esetén valamennyi allapot lényeges allapot,
a hatéareloszlas csupa pozitiv elemet tartalmaz. A 4.4.8 tétel szerint regularis Markov-
lancnak — feltéve, hogy nem aciklikus — vannak lényeges és lényegtelen allapotai is, a
lényeges allapotok azonban egyetlen csoportot alkotnak; a hatareloszlasnak vannak pozitiv
elemei (ezek a lényeges allapotokhoz tartoznak) és vannak zérus elemei is (ezek a lényegtelen
allapotokhoz tartoznak).

A kiilonb6z6 sztochasztikus méatrixok szerkezetét osszefoglaloan illusztral-
tuk az 442-443. oldalakon.
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Sztochasztikus matrixok osztalyozasa I.

Reducibilis métrixok

F&bb tulajdonsagok

Altalanos:

%
.

i-vel jelolt blokkok
imprimitivek;

Hatarvaloszintiségek
nem léteznek

// } Lényegtelen allapotok

i
Gyengén regularis:
7
2 p-vel jelslt blokkok
4, primitivek;
L, , .
Lényeges allapotok Hatarvaloszintségek
| léteznek
| P,
| /
7
/ } Lényegtelen allapotok
/ %,
Regularis: p-vel jelolt blokk
primitiv;
| . Hatarvaloszintiségek
D Lényeges allapotok létezmek;

Hatéareloszlas létezik és
0 elemei is vannak
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Sztochasztikus matrixok osztalyozasa II.

Irreducibilis méatrixok F&bb tulajdonsagok

Primitiv:

Egyetlen primitiv blokk;

/ Hatarvaloszintségek
léteznek;
Minden allapot lényeges Hatareloszlas létezik és

minden eleme pozitiv

Imprimitiv:

%
W77

I
L % Hatarvaloszintiségek

- nem léteznek

N\

I
I
I
I
I
L _

_

4.4.3 Bolyongasi feladatok

A Markov-lancokra példaként vizsgaljunk meg néhany diszkrét bolyongdsi fel-
adatot. Ezeket altalaban az jellemzi, hogy egy tomegpont (anyagi részecske)
az egyenes, sik vagy tér egész koordinataja pontjaiban — a racspontokban —
tartozkodhat, és minden lépésben valamelyik ilyen racspontbol adott atme-
netvaloszintiségekkel valamely ezzel szomszédos racspontba keriil. A részecske
végezheti a bolyongast az egyenes, sik vagy tér egy zart tartomanyanak racs-
pontjain, vagy az egész egyenes, ill. a teljes sik vagy tér racspontjain. En-
nek megfelel6en beszélhetiink egy-, két-, haromdimenzios bolyongasrol, ill.
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korlatos vagy korlatlan bolyongasrol. Korlatos bolyongas esetén megkiilon-
boztethetiink ,elnyels fala” és ,visszavers fala” tartomanyt: ha a részecske a
tartomany hatarara érve, ott 1 valoszintiséggel helyben marad (elnyelsdik),
akkor a tartomény elnyeld fali, ha pedig a tartoméany hataraval szomszédos
pontbél a hatarpontot érintve pozitiv valdszintiséggel tér oda vissza, akkor
visszaver6 fali tartoméanyrol van szo. A bolyongast homogénnak nevezziik,
ha az atmenetvaloszintiségek fliggetlenek az id6tél, azaz a lépések szamatol.
Ha ezenkiviil a részecske tartéozkodési helyétsl sem fiiggnek, csupan egy at-
menet elGtti és utani allapot sorszaménak a kiilénbségétdl, akkor az atme-
netvalosziniiségek matrixa egydimenzios bolyongas esetén — a peremfeltételek
hatasat kifejezs sarokelemektsl eltekintve — Toeplitz-tipust matrix (lasd az
1.4.3 definiciot). Ha ezenfeliil a részecske csak a szomszédos racspontokba lép-
het, akkor az dtmenetvaloszintiségek matrixa — a sarokelemektdl eltekintve —
egyenletes kontinudns matrix, kétdimenzios bolyongés esetén pedig hiperkon-
tinuédns matrix. Feltessziik, hogy a kiindulasi helyzetben adott valoszintiség-
eloszlas szerint talalhato a részecske annak a tartomanynak a racspontjaiban,
amelyben a bolyongast végzi, a bolyongés tehat egyértelmtien jellemezhets
az Atmenetvaloszintiségek matrixaval (bévebben lasd [33], [34]).

Most bemutatunk néhény egyszeriibb bolyongasi feladatot.

1. Példa. Egydimenzios bolyongds elnyeld falakkal hatdrolt zdrt intervallum-
ban. Tegyiik fel, hogy a részecske a szamegyenes 0,1,2,...,n,n + 1 koordi-
nataja racspontjain végez bolyongast. Ha a részecske az intervallum barmely
bels6 pontjaban van, akkor ¢ valoszintiséggel 1ép az eggyel nagyobb sorszamu
(koordinataju) pontba, és p valoszintséggel az eggyel kisebb sorszamu pontba
(p+ g =1). Ha pedig a részecske az intervallum 0, ill. n 4+ 1 koordinataja
hatarara keriil, akkor itt ,elnyel6dik”, vagyis 1 valoszintiséggel helyben marad
(lasd az abrat).

P q
-~ —
0o 1 2 & n

0o 1 2 n n+l
10
p 0 ¢
(4428) p=| p 0 a
p 0 ¢
01
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A p-edik allapot most azt jelenti, hogy a részecske a p koordinataju pontban
van; a py, atmenetvalészintség pedig annak valdszintiségét, hogy ebbdl a
pontbol egy 1épésben a v koordinatéaju pontba keriil.

Az igy kapott reducibilis sztochasztikus métrix norméalalakja:

1 1
_____ 1 T &
. p0 ¢ :
P = p 0 g = N ,
| : aq pi P
0 ¢ :
_q p 0_ - -
0 2
0 0
ahol q=1|.| ¢é p=|.
g 0

Lathato, hogy P gyengén regularis, mivel az 1 kétszeres sajatértéke (két
izolalt blokkja van), de nincs tobb 1 abszolat értékd sajatértéke. Tehat létezik
a hatarvaloszintiségek méatrixa, de a Markov-lanc nem ergodikus.

Hatarozzuk most meg az N-lépéses atmenetvaloszintiségek matrixat. A
(4.4.28) matrixot irjuk fel az alabbi particionalt alakban:

1 0
(4.4.29) P=|p q
0 1

o Mo

Ennek N-edik hatvanya, ugyancsak particionalt alakban felirva:

1 0 0
(4.4.30) PV = |x PV y|;
0 0 1

az X és y vektorok elemeit késébb kiilon kiszamitjuk. A P matrix N-edik
hatvanyat spektralfelbontasa segitségével hatarozzuk meg. Meg kell jegyezni,
hogy bar P egyenletes kontinuans matrix, mégsem alkalmazhaté kozvetleniil
az ismert spektralfelbontéas, mivel P nem szimmetrikus. Koénnyen belathato
azonban, hogy a

s o= (12 (3 (5))
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diagonalmatrixszal végzett hasonlosagi transzformacioval szimmetrizalhato.
Ugyanis

(4.4.32) DPD™ ! =

1 0 q 1711

\/@ p 0gq
p
qnfl pnfl
il 0 -
| Vi) I el Vi)

Sl

0 pg 01
= ) :\/Z)_q ',- :\/I)_qK‘
- 1 01
VPq 0 10

Mivel K spektralfelbontasa ismert: K = UAU', ahol (3.2.63) &s (3.2.69)
szerint

T
A = 2cos (k=1,2,...,n),
1
(4.4.33) 2”+ .
. pkm
=4/ — =1,2,...
ul’«k n+181nn+1 (:U‘ )4y ,TL),

igy a keresett pN hatvany az aldbbi alakban irhato:

= N

PV = (vpg) " D'KVD = (/pq)

ennek tetszéleges pv indexd eleme:

(4.4.34) {PV} = (vpa)" ki:l <\/§>ﬂl Uk N Uk (\/g)yl ,

azaz

(D~'U)AN(U'D);

(4.4.35) {PV} =

=V oN41 T
_ N P 2 N km . pkm . vkmw
_(1/pq> ( ) m——— E_lcos n+151nn+1smn+1.
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A (4.4.30) matrixban szerepld x és y vektor elemeit a kovetkezs meg-
fontolas segitségével hatarozhatjuk meg. Az x vektor p-edik eleme annak
valoszintisége, hogy a részecske, amely kezdetben a p koordinataju pontban
volt, IV 1épés utan a 0 pontban van. Ez azonban csakis ugy kovetkezhet be,
hogy a részecske p, ..., K,..., N lépés utan jut a 0 koordinataji pontba. A
részecske csak akkor keriilhet éppen K 1épés utdn a 0 pontba, ha K —1 1épés
utan az 1 pontban volt. Ennek megfelelGen

N
w“’ = {PN}HO = Z p{PKil}ul =
K=pu
N p—1 oK n
. K-1 P 2 k1 km . pkm . km
,KEZ:HP(VP‘Z) ( q> i k:1COS n+151nn+181n 1

Hasonl6 meggondoléassal adédnak az y vektor elemei is.
1
Abban a specialis esetben amikor p = ¢ = 3’ a bolyongast szimmetrikus-

nak nevezzik.
% k%

Megjegyzés. A (4.4.32) alatti transzforméaciohoz hasonloan, barmilyen nemszimmetrikus
kontinuans matrix is egy alkalmasan valasztott diagonalmatrixszal végzett hasonlésagi
transzforméacioval szimmetrizalhat6. Tekintsiik ezért az A kontinuans méatrixot:

a1 b1
c1 az by
c2 a
A— 2 a3
bnfl
Cn—1 Qan

A

(4.4.36) D={1 b_1 b1b2 b1b2b3 b1 ba...bp—1
o c1 cic2 cieacs \e1ca...cnot

diagonalmaétrixszal elvégezve a hasonlosagi transzforméaciot,

[ a1 Vbhia ]
Vbici  az Vbaca
DAD-! Vbaca a3
Vbn—1cn_1
L \/bn,lcn,l an |

és ezzel az A matrixot valéban szimmetrizaltuk. Lathato, hogy egyenletes kontinuans
matrix esetén a (4.4.36) diagonalmatrix a (4.4.31) matrixba megy at.

2. Példa. Egydimenzios korldtlan bolyongds. Tekintsiik elGszor azt a felada-

tot, amikor a részecske egy kor keriiletének egyenls tavolsagban elhelyezkedd
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pontjain végzi a bolyongést. Ha a kor sugarat tigy noveljiik minden hataron
tul, hogy a pontok szama n&jon és tavolsaguk ne valtozzék, akkor hatarat-
menettel a korlatlan egyenes racspontjain végzett bolyongashoz jutunk (lasd
j42]).

Tegyiik fel tehat, hogy a kor keriiletén egyenld tavolsdgokban elhelyeziink
2m pontot, amelyeket mondjuk pozitiv forgasi iranyban 1-t6l 2m-ig megsza-
mozunk. Legyen ¢ annak a valdszintisége, hogy a részecske egy lépésben a
pozitiv iranyban szomszédos, p pedig annak a valoszintisége, hogy a negativ
irdnyban szomszédos pontba keriil. Az atmenet-

valoszintiségek matrixa ekkor a kovetkezd: I —aF
1 2 2m K
[0 g 00...00 pla
p 0qg 0...00 0
(4.4.37) P = 0p0gq...000 . 3
................. )
B q
Lg 00 ....0 p 01 (@m 2m-1 - 1

Ezutan a P matrixot masodrendd blokkokra particionaljuk, majd az eleme-
ket egy olyan permutalé méatrixszal végzett ortogonalis transzformécionak
vetjiik ala, amely a masodrendd blokkokbdl all6 m-edrendi hipermétrixot
m-edrendti blokkokbol all6 méasodrendd hipermatrixba viszi at. Igy adodik

1 m
i q pla
P oq
B
O T P q | (m
P=1pq a
P q
P
'.Q3
q P (m
T “m

Ebbdl kovetkezik, hogy P egy 2 indexi imprimitiv sztochasztikus métrix,
vagyis a Markov-lanc ciklikus, ezért hatareloszlas nincs, tehat nem ergodikus.

Térjlink vissza a (4.4.37) matrixhoz, és hatarozzuk meg az N-lépéses atme-
netvaloszintségek matrixat. A PV hatvanyt ismét P spektralfelbontéasa segit-
ségével fejezziik ki. Lathato, hogy a (4.4.37) sztochasztikus matrix ciklikus,
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tehat felirhato az € elemi ciklikus matrix polinomjaként: P = ¢Q + pQ" !
(n = 2m), vagy — az Q"' = Q! Gsszefiiggés figyelembevételével —

(4.4.38) P =qQ+pQ "

Felhasznalva az elemi ciklikus matrix ismert spektralfelbontasat (lasd a 3.2
szakasz 5. példajat),

(4.4.39) Q= U(w,)U",

ahol (3.2.48) és (3.2.51) szerint

2km

wp=en' (k=0,1,...,n—1),

4.4.40 1 uk
( ) uw:—e%Z (b=0,1,...,n—1),

Vn
ezért a PV hatvany elemei

n—1

1 s AN .
(4.4.41) {PN};w = n Z (qe%z —i—pe_%z) e(u—ll)%z_
k=0

1
Szimmetrikus bolyongés esetén, vagyis ha p = ¢ = 3’

n—1
1 2k 2k
(4.4.42) {PN = E cos™ Tﬂ cos(p — 1/)—7T.
k

szimm J 1, - n

A kapott eredménybdl leolvashaté az az egyébként magatol értet6dd tulaj-
donsag, hogy a p sorszamu pontbdl a v sorszamu pontba az N-1épéses dtme-
netvalosziniiség csak a p — v kiilonbségtsl fiigg.

Ha most a korlatlan bolyongas vizsgalatara kivanunk ratérni, akkor a
(4.4.41) képletben oly modon végziink hataratmenetet, hogy k és n ugyan-
olyan gyorsan tartson a oco-hez a kovetkezs értelemben:

2 2
(4.4.43) CL S S NP
n n

Elvégezve a helyettesitést, egy olyan integralkozelits osszeget kapunk, amely-
b6l hataratmenettel

27
: N - pi —pi\N (p—v)pi
(4.4.44) Aligo{P Fuw o /(qe +pe ) Ve dp
0

adodik.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

450 4. NEMNEGATIV ELEMU MATRIXOK

Jelolje pgﬂ, annak val6szintiségét, hogy a részecske N 1épésben az egyenes
1 pontjabol az egyenes v pontjaba keriil, és végezziik el a (4.4.44) integral-

. z ,
ban a z = €%, azaz ¢ = —Inz, dp = —— helyettesitést. Igy a kévetkezs
i iz

(komplex valtozos) integralhoz jutunk:

) 1 1 N
_ —v—1

|z[=1

Alakitsuk at az integranduszt, amelyet jeloljon g(z):

(@040 o) = (a2 +p§)N st Y () er (&) o -

k=0
N
_ Z (Z) gFpN kN A=,
k=0

Mivel a (4.4.45) integralast a komplex sikon, az egységkor mentén kell elvé-

gezni, és a g(z) integrandusznak (4.4.46) szerint az egységkor belsejében csak
(N)

a z = 0 helyen van poélusa, a reziduum-tételt alkalmazva, p,";,

= Resg(2)

oo
adodik. Mivel pedig a g(z) fiiggvény reziduuma a g(z) = Z cpz" alaku
k=—m
Laurent-sor* c¢_; egyiitthatoja, ahol m a z = 0 polus rendszama, a (4.4.46)
elsallitasbol kozvetleniil leolvashatd, hogyan szamithato ki c_1. Ha ugyanis a

N-— N —
2%k — N+ pi—v = 0 feltételbal kifejezett k = ——F TV g N fp= 2 T HZV

értékeket a (4.4.46) jobb oldalan &llo kifejezésbe behelyettesitjiik, akkor a ke-
resett valoszintiségekre a kovetkezSket kapjuk:

N Neptv Nip—wv
N pt i
pft_)y_01_<N—,u+V>q :p oz,
2

(V) _

ha N — p+ v paros és p, ), = 0, ha N — p + v paratlan (lasd [4], [16]).

* * *

3. Példa. Bolyongds elnyeld falakkal hatdrolt, téglalap alaki tartomdny
racspontjain. Tekintsiink egy kétdimenzios bolyongasi feladatot, amikor a

*A. Laurent (1813-1854) francia matematikus.
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részecske egy téglalap alaki tartoméany
i L b X 1 2 i my my+1
racspontjaiban tartézkodhat, barmely
racspontbol p; valdszintiséggel léphet 1
balra, po valoszintiséggel jobbra, ¢
valoszintiséggel felfelé és go valdszint- 2 [ T2
séggel lefele (p1 +p2+ ¢ +q2 = 1). ) e i
A tartomanynak a 0 és mq + 1, ill. . b d,
0 és mo+1 sorszamu hatarvonalara
jutva, a részecske ott elnyelédik, vagyis — m,
1 valdszintséggel helyben marad. Az my+1
atmenetvaloszintiségek matrixa eszerint
a kovetkezs:
P=
o : -
1 E
g
o 10 0
q1 p1 0 p2 Lq2
q1 ¢ P10 p2 Cg2
‘a1 ; 0p2§ “g2
0 01 ! 0
=10 '''''''''''' boo
P10 p2 L2
P10 p2 q2
p1 0 Pzi g2
01 ! 0!
L e o o
A1 P10 p2 q2
q1 op1 0 po q2
‘o p1 0 Pz% g2
0 01} 0
e T e M
1
1
1_
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Atrendezve a sorokat és oszlopokat, azonnal lathato, hogy a kapott matrix
gyengén regularis sztochasztikus matrix, mivel az 1 egy 2(mj + mao + 2) mul-
tiplicitasi sajatérték, és nincs tobb 1 abszolut értékd sajatérték. Tehat
a Markov-lanc nem ergodikus, bar létezik a hatarvaloszintségek matrixa.
Hatarozzuk meg az N-lépéses atmenetvaloszintiségek matrixat, azaz PV ele-
E O
S 15} ’
a keresett hatvanyra az egydimenzios esethez hasonloan (lasd (4.4.30)) most is

=~ E 0
PN = U 13N] adodik. Az U matrix elemei a (4.4.30) alatti matrixban el6-

meit. Tekintettel arra, hogy P reducibilis, normalalakja pedig P = [

fordulo x és y vektorok elemeihez hasonloan, egyszerd valoszintiségszamitasi
megfontolassal nyerhetdk.

A P¥ hatvany elemeit P spektralfelbontasanak segitségével szamitjuk ki.
A spektralfelbontas konnyen meghatarozhato, ha észrevessziik, hogy P direkt
polinomként irhato fel. Bevezetve ugyanis az alabbi jelolést:

0 po a
p1 0 po @
0
(4447) Kml(plap2): & '1?2 : ’
b2
P1 0 (m1

P particionalt alakban a kovetkezSképpen irhato fel:

K, (p1,p2) @B, 0o ... 0
~ @1 Em, Ko, (p1,02) @Em,... 0
(4.4.48) Po= | o
0 0 0 ... @E.,
0 0 0 .. -Km1 (pl,p2)

Innen mar kovetkezik a P matrixra

(4449) f’ = Km1 (plap2) & Emg + Em1 2 sz (Q1, Q2)~

Mivel pedig Ky, (p1,p2) és K, (q1,¢2) spektralfelbontasa ismert, a direkt
polinomok spektralfelbontasara vonatkozo 3.3.4 tétel alkalmazasaval azonnal
felirhato a (4.4.49) matrix tetsz6leges hatvanyanak spektralfelbontasa. Fel-
hasznélva a (4.4.32), (4.4.33) és (4.4.34) Osszefiiggéseket, és p, v indexparral
jelolve K, (p1, p2) elemeit, ill. o, o indexparral a K., (g1, g2) méatrix elemeit,
ezek spektralfelbontasa az alabbi alakban irhato:

K ( ) B 22 p—1 2 /,Lkl’/T \/—QCOS k
m1(P1,P2) = D2 m1+1 m 1 P1p2 mit1
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|:( o >V1 2 . l/klﬂ- :|
X = sin ,

p1 mi+1 mi+1
illetve

o—1
q1 [ 2 . okem ko >
K,, , = — sin \/ 2 cos
(01, q2) [( q2> mat+1 m2+1] < 4142 et 1
q2 el 2 . Okom
X = sin .
q1 mo+1  mo+1

Ezek segitségével a (4.4.49) direkt polinom N-edik hatvanyanak oo indexd
blokkjaban a pr indext elem — a direkt polinomok spektrélfelbontasanak
segitségével — a kovetkezs kettds szumma alakjaban adodik:

3% ( Vi cos

ko=1k;=1

N
+\/q1q2cos -I-l) X

pkim . vkym . okem . pkom
sin sin sin ,
my +1 my + 1 mo +1 mo +1

X sin

és ennek valdsziniiségszamitasi jelentése a kovetkezd: a tartomény po racs-
pontjabol vo racspontjaba N lépésben a (4.4.50) szerinti valoszintséggel jut
el a részecske.

4. Példa. Korlatlan bolyongds a sik rdcspontjain. E feladat targyalasakor a
megfelel§ egydimenzios feladat — vagyis az egyenesen folytatott korlatlan bo-
lyongas — esetén alkalmazott gondolatmenetet altalanositjuk két dimenziéra.
Elgszor azt a feladatot vizsgaljuk meg, amikor a részecske egy torusz felii-
letén elhelyezkedd racspontokon végez bolyongast. Abban az esetben, amikor
a torusz paralelkoreinek és meridiankoreinek sugara egyarant a végtelenhez
tart, hataratmenettel kapjuk a sikon valé korlatlan bolyongéasra vonatkozo
eredményt.*

Jelolje p; annak a valészintségét, hogy a részecske egy lépésben a paralel-
koron a szomszédos racspontra keriil pozitiv irdnyban, ps pedig hogy negativ

*Ahhoz hasonlbéan, ahogyan a korvonalra illeszkedd racspontok a kor sugardnak no-
velésével az egydimenzios, linearis racspontrendszerhez konvergélnak, ugyantugy belathato,
hogy egy toérusz merididnkoreire és paralelkoreire illeszkedd racspontok mindkét korrend-
szer sugaranak novelésével a kétdimenzios, sikbeli racspontrendszerhez konvergalnak.
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iranyban; jelolje tovabba ¢; annak valoszintiségét, hogy a részecske a meri-
diankoron keriil pozitiv irdnyban a szomszédos racspontra, g2 pedig annak
valoszintiségét, hogy negativ irdnyban (p; +p2+ ¢1 + ¢2 = 1) (lasd az abréat).

Az atmenetvaloszintségek matrixa a kovetkezd:

(4.4.51)
0 p2 p1ig2 ! ! L
P10 p2 L@ ! | @
p2.
D2 p1 0 q2 q1
q1 0 p2 P11 92
q1 p1 0 p2 q2
op2
q1 P2 P10 )
P =
q2 q1 10 p2 p1
q2 q1 ipl 0 p2
. : ‘ . p2
q2 . 1 1 q1 P2 p1 0

Mint lathato, a torusz racspontjain végzett bolyongasnak megfelel6 Markov-
lancot olyan sztochasztikus matrix irja le, amely ciklikus blokkokbol allo
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ciklikus hipermatrix. Ezért a P maéatrix most az  elemi ciklikus matrix
segitségével az alabbi direkt polinom alakjaban irhato fel:

(4452) P= (pZQ +plﬂil)m1 & Em2 + Em1 ® (qQQ + q1ﬂil)m

Az Q matrix (3.2.52) alatti spektralfelbontasanak és a direkt polinomok
spektralfelbontasanak segitségével kozvetleniil felirhatok a PV hatvany ele-
mei. Ezek annak valészintiségét adjak, hogy a torusz po indext pontjabol a
részecske N 1épés utan a torusz vo indexti pontjaba keriil. Ezt a valoszintisé-
get tehat a P matrix op indexii blokkjaban a pv indext elem szolgaltatja.
Az idézett 3.3.4 tétel értelmében igy

lml

(4.4.53) {PY}opum = pe ™ 4 pre” T 4 gae e ot

{ 2k 2k, 2k .

kz 0 k1=0
2ko - | 2kgw
e R } (et S iclr=0 ),

Szimmetrikus bolyongés esetén a keresett valoszintiségeket megkapjuk, ha
1
ApL=p2 =@ =@ =g behelyettesitése utan vessziik a (4.4.53) kettds

szumma valos részét, — hiszen a PV hatvany elemei biztosan valosak*:

mo— 1m1 2]{,‘ T N
2
P = g g +cos
{ aznnm}ag”u,, ml mo QN Mo

k2=0 k1=0
2k 2k
xcos[(,u—u) = 40— 0) 22 }
mi mo

Most térjink ra a korlatlan bolyongas feladatara. Egyszertiség kedvéért
ezt csak a szimmetrikus bolyongés esetére vizsgaljuk meg.

Tegyiik fel, hogy ki és ko, ill. m1 és mo Ggy tart a végtelenhez, hogy

2rk 21ks
™ ©01; i RN 2, tovabba
ma

az aladbbi ésszefﬁggések érvényesek:

271'

mi
valoszintiségét, hogy a részecske N lépésben a sik po indexparral jellemzett

pontjabol a sik vp indext pontjaba keriil, az alabbi kettds integral alakjaban

mi

= Ap; — 0; = Apy — 0. A hatardtmenetet elvégezve, annak
ma

*Mivel a keresett valoszintiség valos szam, ezért a (4.4.53) kettSs szumma képzetes
részét — ami biztosan zérust ad — nem irjuk ki.

www.interkonyv.hu © Rozsa Pal



© Typotex Kiado

456 4. NEMNEGATIV ELEMU MATRIXOK

kapjuk meg*:

(N) o . N —
pp.*l/,dfg - Agf&o{PSZimm}U&’le
Apor—0

2 21 21

1 1

= (%> Q—N//(cos ©1+c0s )N cos(u—1) 1 cos(o— o) padprdps.
00

* * X

4.4.4 Spektralfelbontas meghatarozasa generator-
fliggvény segitségével

Ebben a pontban egy nevezetes tridiagonalis sztochasztikus matrix spektral-
felbontasat hatarozzuk meg. Tekintsiik a

0o 1 0 0
1 ~1
-~ o Z 0
[ T A
0 = 0 - 0
(44.54) P = 0
0 _
n
- O_

n+ l-edrendi sztochasztikus matrixot. Mar J. J. Sylvester felismerte, hogy a
Q = nP matrix sajatértékei a 0-ra szimmetrikusan helyezkednek el és olyan
szamtani sorozatot alkotnak, amelynek kiilonbsége 2. J.J. Sylvester ezt az
allitasat bizonyitas nélkiil kozolte [40]. M. Kac™ generdtorfiggvény segitsé-
gével meghatarozta a (4.4.54) matrix sajatvektorait, eljarasa automatikusan
szolgéltatta Sylvester allitdsdnak a bizonyitasat [31]. Ezért az irodalomban
a (4.4.54) matrixot gyakran Sylvester—Kac-méatrixnak nevezik, amelynek tu-
lajdonsagaival és alkalmazasaval azota is szamos szerz6 foglalkozott (lasd pl.
[35], [43], [41], [22]). A kovetkezSkben megadjuk a generatorfiiggvény defini-
cidjat, és ennek segitségével meghatarozzuk a Sylvester—Kac-matrix spektral-
felbontasat.

*Itt felhasznaljuk a trigonometrikus fliggvények addicios tételét és az ortogonalitasbol
kozvetlenill adodo
27 27

/ /(cos 1 + cos w2)N sin(u — v) 1 sin(o — 0)padpidps =0
00

Osszefliggést.

**M. Kac (1914-1984) USA-beli matematikus.
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4.4.6 definicié. Egy co,c1,cCa,... valds szdmokbdl alkotott sorozat genera-
torfiiggvényén az x valds vdltozo

g(m):co+clx+02x2+...

fligguényét értjiik, feltéve, hogy a jobb oldalon dllo sor valamilyen —r < x <r
intervallumban konvergens.

A spektralfelbontast a kivetkezs gondolatmenet alapjan hatarozzuk meg.

1. El6szor a P matrix bal oldali sajatvektorainak elemeit meghatérozoé al-
gebrai egyenletrendszert irjuk fel. Mivel a matrix tridiagonalis, igy az egyes
egyenletekben harom, egymést kovets elem szerepel, ezért az egyenletrend-
szert egy masodrendd linearis differenciaegyenletnek tekinthetjiik, amelynek
bizonyos peremfeltételeket kielégité megoldasat keressiik. Ez azt jelenti, hogy
az elsd és utolsd ismeretlen értéke adott.

2. Az egyenleteket rendre ¢ hatvanyaival szorozva és az egyenleteket Gssze-
adva olyan generatorfiiggvényt vezethetiink be, amelynek egyiitthatoi a bal
oldali sajatvektorok elemei. Igy a generatorfiiggvényre egy elsérendd ho-
mogén linearis differencidlegyenletet kapunk. A peremfeltételek figyelembe-
vételével a generatorfliggvényekre polinom alaki megoldast kapunk, és innen
kozvetleniil kovetkezik a sajatértékekre vonatkozo Sylvester-féle allités.

3. A sajatértékek behelyettesitésével megkapjuk a generatorfiiggvényeket,
amelyek — egy allando szorzotol eltekintve — az an. Kravesuk-polinomok. Ezek
egylitthatoibol alkotott matrixokat Kravesuk-mdtrizoknak™ nevezziik.

4. Az allando6 szorzok megfelel§ megvalasztasaval bebizonyitjuk, hogy a
Sylvester—-Kac-matrix — egyetlen normalé tényez6tdl eltekintve — a Kravesuk-
maétrixszal végzett involutorius transzforméacioval diagonalizalhato.

A keresett spektralfelbontashoz tehat a kovetkezsképpen jutunk.

1. Jelolje y;r = [yio Yil -+ Yik - - ym] a P matrix \; sajatértékéhez
tartozo bal oldali sajatvektorait (i = 0,1,2,...,n). Valamennyi bal oldali
sajatvektorra felirva az Gket definial6 egyenleteket, a kbvetkezs egyenletrend-
szert nyerjik (n-nel szorozva az egyenleteket):

— nAiYio + Yil =0
nyio — nAiyi1 + 2yi2 =0

(n — Dyin — nAiyi2 + 3yi3 =0
................... 0
(n—k+1yir—1 —nNyi + (k+1)yig1 =0
................... =0

Yin—1 — )\zym =0

*M. F. Kravesuk (Krawtchouk) (1892-1942) ukran matematikus.
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Ha az els6 egyenletet kiegészitjiik az (n + 1)y; —1 taggal, az utolsot pedig az
(n+ 1)yin+1 taggal, ahol y; —1 = yiny1 = 0, akkor az

(4.4.56) (n—Fk+Dyir—1 —nA\iyix + (E+Dyixt1 =0 (k=0,1,2,...,n)
masodrend linearis differenciaegyenletnek az
(4457) yic1=Yint1=0 (i=0,1,2,...,n)

peremfeltételeket kielégitd megoldésat kell meghatarozni.

2. Egészitsiik ki a (4.4.55) egyenletrendszert oly modon, hogy a (4.4.56)
differenciaegyenletet felirjuk k = n + 1,n + 2,... értékekre, igy egy végtelen
sok ismeretlenes egyenletrendszert kapunk. Ha ezeket az egyenleteket rendre
megszorozzuk az 1,t,¢%,...,t", ... hatvanyokkal és az egyenleteket Gsszead-
juk, akkor bevezethetjiik a

(4.4.58)  gi(t) = yio + yirt + yiot® + - F yit" +... (i=0,1,...,n)

generatorfiiggvényeket. Ha most figyelembe vessziik, hogy a (4.4.56) egyen-
letb6l & = n 4 1 esetén az y; 41 = 0 peremfeltétel miatt y; 42 = 0, és
hasonloképpen y;; = 0 minden k > n + 1 esetén is, akkor lathato, hogy a
gi(t) generatorfuggvények n-edfoki polinomok, amelyekre a

—nigi(t) + gi(t) + ntgi(t) — t*gi(t) =0
elsérendii linearis differencidlegyenletet kapjuk. Rendezés utan

=N -
gi(t) 1—¢2

dt.

Ennek megoldasa
(4.4.59) gi(t) = ci(1 +)FAFA) (1 — )52,

A generatorfiiggvények viszont csak akkor lehetnek polinomok, ha a kitevék
egész szamok, ebbdl kovetkezik, hogy

.
(4.4.60) \; :1_5 (i=0,1,2,...,n).

Ezzel Sylvesternek a sajatértékekre vonatkozo allitasa bizonyitast nyert.

3. Ha a sajatértékekre kapott (4.4.60) eredményt behelyettesitjiik a ge-
neratorfiiggvények (4.4.59) kifejezésébe, akkor ezekre

(4.4.61) gi(t) = c;(1+ )" (1 — )
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adodik. Ha egyelére eltekintiink a ¢; allandoktol és az (1 + ¢)" /(1 — t)°
kifejezéseket t polinomjaként irjuk fel, akkor

n
(4.4.62) (L+6)"(1—0)' = alPeh.
k=0

Ezeket a polinomokat nevezziik Kravcsuk-polinomoknak [32], az egytitthatok-
bol alkotott

(4.4.63) A = [a'}]

méatrixokat pedig Kravesuk-mdtrizoknak [29]. Tehat azt az eredményt
kaptuk, hogy a Sylvester-Kac-matrix bal oldali sajatvektorai az n-edfoku
Kravesuk-polinom egylitthatoi, vagy — ami ezzel ekvivalens — az n+1-edrendd
Kravesuk-matrix sorai.

4.4.10 Tétel. A Sylvester—Kac-mdtrixz involutérius transzformdcioval dia-
gonalizdlhato [35].

Ezt a kovetkez 1épésekben latjuk be:

(a) El6szor a nemszimmetrikus tridiagonalis Sylvester—Kac-méatrixot egy
diagonalmatrix segitségével végzett hasonlosagi transzformacioval szimmet-
rizaljuk.

(b) Az igy nyert szimmetrikus méatrixot egy ortogonalis transzformacioval
diagonalizaljuk.

(¢) Ezutan bebizonyitjuk, hogy a Kravesuk-matrixbol hasonlosagi transz-
formacioval nyerhets a transzponéltja.

(d) Végll teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy a Kravesuk-matrix egy

allandoéval szorozva involutorius.
Bizonyitds. (a) A 4.4.3 pont 1. példaja utan tett megjegyzésbdl tudjuk, hogy
barmely nemszimmetrikus tridiagonalis matrix egy diagondlmétrix segitségé-
vel végzett hasonlosagi transzformécioval szimmetrizalhato. A (4.4.36) képlet
alkalmazasaval megmutatjuk, hogy a

(4.4.64) D%—< (Z)>

diagonalmétrix segitségével a Q = nP maétrix hasonlosagi transzformécioval
szimmetrikus alakra hozhato:

(4.4.65) S=D2QD .

Valéban, mivel ¢; ;1 =% —1¢és ¢;—1,; =n — i+ 2, tehat

A (:1)(@'—1) S (V)
i—2
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és

Sio14 = (if2>(n—z‘+2) (2) =i-Dn—i+2).

(b) Felhasznélva a generatorfiiggvényre kapott (4.4.61), a Kravesuk-
méatrixra kapott (4.4.62) és (4.4.63) Osszefiiggéseket, valamint bevezetve a
¢; allandokbol képzett C = (¢;) diagonalmatrixot, a P matrix bal oldali
sajatvektoraibol (mint sorvektorokbol) képzett matrix

(4.4.66) Y' =CA

alakban irhat6. Felhasznéalva a P matrix spektralfelbontasara a P = XAY"
Osszefiiggést és a sajatvektorok biortogonalitasat:

(4.467) Y'X=E,

a szimmetrizalt S méatrix spektralfelbontasat (4.4.65) segitségével a kovet-
kez alakban irhatjuk fel: S = (D?*XD~2)A(D2Y D~ 7). Mivel tudjuk,
hogy S ortogonalis transzformécioval diagonalizélhato, a C métrixot abbol a
feltételbsl hatarozhatjuk meg, hogy S jobb oldali és bal oldali sajatvektorai
megegyeznek, azaz D:XD 2 = (D%YTD*%)T. Innen (4.4.66) behelyet-
tesitésével

(4.4.68) X =D 'ATCD,

majd (4.4.67) segitségével CAD 'ATCD = E adodik. Mivel C és D kom-
mutativak, ezért a normal6 tényezdkre azt kapjuk, hogy

(4.4.69) C?2=AD'ATD.
(¢) Most azt latjuk be, hogy
(4.470) D'ATD = A,
vagyis a Kravesuk-matrix hasonlo a transzponaltjahoz. Fejezziik ki a (4.4.62)

. . , ) (n)
osszefugges alapjan az ;.

(4.471) af) =3 (-1) (;) (Z:z)

v

szamokat a binomialis egyiitthatok segitségével:

ahol v értéke

0,1,...,k, ha k<1,

k<n-—iesetétn v= ) .
0,1,...,4, ha k=i,
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k—n+1i,...,k, ha k=4,

k2n—1iesetén v = ) ) )
k—n-+1i,...,i, ha k=i

Szorozzuk meg a (4.4.71) egyenléség mindkét oldalat <ZL) értékével:

n (n) (71)1/
<)’“ - "!2 V(i =)k = )l(n—i—k—v)

A jobb oldalon i és k szimmetrikus kifejezése all, tehat

(n) _ (n)
(o) -2 ()

ahonnan kozvetleniil adodik a (4.4.70) Osszefiiggés.

Ezzel belattuk, hogy A? = C72, azaz a Kravesuk-matrix négyzete dia-
gonalmatrix.

(d) Végil bebizonyitjuk, hogy

1

4.4.72) C= E
(1472) C=

Ehhez sziikségiink van egy, az agz) szamok kozott fennalld egyszerti Osszefiig-

gésre, ami bnmagaban is érdekes, mert ennek alapjan azok gyakorlatilag igen
egyszerlien, rogton tablazatosan irhatok fel. Tekintsiik az

A+ ){A+0)" (1 -0 = {1+ Ha -t

azonossagot, ami (4.4.62) felhasznalasaval

(1+1) Za(")tk— al™ - (1—1)
k=0

alakban frhat6. Innen rogton kovetkezik az
(4.4.73) a(g) + ag?llc)— En)l B En)1 -1

Osszefliggés. Az a(,?) egylitthatok (4.4.62) definiciojabol nyilvanvalo, hogy

() _ (" o™ = 1. Egért az o

agy = . a;, . Szamok rendszerét — a Pascal-ha-

romszoghoz hasonldéan, de nem egyetlen elembél, hanem az els6 sor és osz-
lop elemeibd] kiindulva — (4.4.73) segitségével igen egyszertien felépithetjiik.
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Példaul n = 4 esetén az agg) szamok A tablazata:
4 6 4 1
2 0o -2 -1
0 -2 0 1

-2 0 2 -1

—4 6 —4 1

Ay

I
= = =

Most megmutatjuk, hogy A% = 2"E, vagyis
(4.4.74) Zaz,’;)ag —2" i=0,1,...,n

Allitasunkat teljes indukcioval bizonyitjuk: n = 1 esetén, amint ez a
1

1 _ﬂ , innen A? = 2E, azaz

(4.4.62) osszefliggésbol nyilvanvalo, Ay = {

1
Z agé)a,(ﬁl) = 2. Most — feltéve, hogy (4.4.74) teljesiil — meghatarozzuk

n+1

(n+1) (n+1)
Z Qi Qs
k=0

értékeét. Az aEZ) szdmokra érvényes (4.4.71) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy

) = ol 4o | ha k=1,2,...,n,
D =l o =l

valamint
a}(gzﬂ) — a,(%) + a}gni)il’ ha k=0,1,...,n,

illetve — felhasznalva a (4.4.73) Osszefliggést is —

am ) — g™ (n) ha k=1,2,.

A Ap 15— Al1i-1> ~n+ 1

Ezzel

n+1 n+1
n+1 “+1 n n n
> ag Vet = Za(”) (a +aily) +Za§ (@ = o) =

k=0
_ gzag;)agp oy
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(Itt kihasznaltuk azt a koriilményt, hogy A? diagonalmatrix, vagyis

Z agz)aéz) =0, hai# j.)
k=0

 Ezzel bebizonyitottuk, hogy érvényes (4.4.74), tehat (4.4.72) is. Igy
(4.4.66), (4.4.68) és (4.4.70) figyelembevételével azt kapjuk, hogy

1
YT =X=—A,
1/271

vagyis a Sylvester—Kac-matrix involutorius transzformécioval diagonalizal-
hato. B

Megjegyezziik hogy a sajatvektorokat tigy is normaélhatjuk, ahogy az a
Markov-lancok elméletében szokasos. A Kravcsuk-métrix szerkezetébdl ko-
vetkezik, hogy ha a Sylvester—Kac-méatrix spektralfelbontasat

P=AA [LA]
27’L

alakban irjuk fel, akkor a Ao = 1 sajatértékhez tartozo jobb oldali sajat-
vektor minden eleme 1, a bal oldali sajatvektor elemei pedig az 2% <Z)
binomialis eloszlast alkotjak, ami egyszersmind a Markov-lanc stacionarius
eloszlasa. A sajatértékek (4.4.60) alakjabol lathato, hogy a Sylvester—Kac-
matrixnak két, maximélis abszolut értéki sajatértéke +1 és —1, azaz a P
matrix egy 2 indext imprimitiv méatrix, amelyet sorok és oszlopok egyideji
atrendezésével masodrendd hiperciklikus alakra transzformalhatunk (lasd a
4.1.5 tételt). Ebbdl egyuttal az is kovetkezik, hogy a Markov-lanc nem ergo-
dikus, azaz nincs hatareloszlasa. Az atrendezés egyszeriien elvégezhetd, ha
el6szor pl. a péaratlan indext oszlopokat (és sorokat), utdna pedig a péaros
indextieket tekintjiik. Igy egy masodrendi blokkokbol allé hipermatrixbol
egy négy blokkbol allo hiperméatrixot kapunk, amelynek jobb fels6 blokkja
als6 bidiagonalis (sztochasztikus) matrix, bal also blokkja pedig fels6 bidia-
gonalis (sztochasztikus) matrix, a fGatlojaban pedig 0 blokkok allnak. Ezt a
kovetkezSképpen szemléltethetjiik:

0 Py

P’\/ =

Py O

Megjegyezziik még, hogy n + 1 = 2m esetén P15 és Po; m-edrendd kvad-
ratikus matrix, n + 1 = 2m + 1 esetén P12 egy (m + 1) x m-es, Pa; pedig
m x (m + 1)-es téglalap alaka blokk.
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Ez az atrendezés megkonnyiti a szingularis értékek szamitasat, ami a

0 PL]I[O0 Py [PLPy 0
P, 0[Py O] 0 PLP,

hiperdiagonal-méatrix sajatérték-feladatara vezet. Ezzel a P sztochasztikus
matrix szingularis értékeinek a meghatéarozasa a

T 2 T
P21P21 S P12P12

tridiagonalis matrixok sajatérték-feladatara vezethetd vissza (lasd [22]).
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