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Prélogo

Esta obra estd basada en los cursos de algebra superior que los autores
han impartido en la Facultad de Ciencias de la UNAM vy en otros centros
educativos. Puede usarse como texto en los cursos de algebra de los primeros
semestres de facultades, escuelas profesionales e institutos tecnolégicos.

Algunos de los capitulos aparecieron publicados previamente en la mono-
grafia Temas de dlgebra* y otros como notas de clase,

El texto se ha elaborado de manera que pueda servir como:

® Un estudio de las estructuras numéricas basicas: nGmeros naturales,
enteros, racionales, reales y complejos (capitulos 6, 8 y 9).

® Una introduccién al algebra lineal: espacios vectoriales, matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales (capitulos 3, 4 y 5).

® Una introduccién a la teoria de los niimeros: nameros enteros y divi-
sibilidad (capitulos 6y 7).

® Un curso de teoria de las ecuaciones: los nimeros complejos, polino-
mios y ecuaciones (capitulos 9 y 10).

La interdependencia de los capitulos se muestra en el diagrama que
aparece en la pégina siguiente.

El capitulo 1, de caracter introductorio, se incluye tanto para unifor-
mar el lenguaje como para recordar algunos conceptos muchas veces ya bien
conocidos del alumno que ingresa al primer afio de estudios superiores. Para
muchos estudiantes no serd necesaria su lectura.

El capitulo 2 es independiente de los demas, El cilculo combinatorio
ofrece la oportunidad de que el alumno se familiarice con el concepto de
funcién y, al mismo tiempo, aprenda a resolver problemas que seridn de gran
interés en el célculo de probabilidades.

El capitulo 8 es también independiente de los restantes. No cabe duda
que un conocimiento correcto de lo que son los nimeros reales, base del

* Cardenas, Humberto; Lluis, Emilio; Raggi, Francisco y Tom4s, Francisco.
Temas de dlgebra. Editorial Trillas, México, 1971; preedicién.
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calculo diferencial e integral y de muchas otras ramas de las matematicas,
es de fundamental interés, Sin embargo, ya que la ensefianza de este tema
ofrece siempre ciertas dificultades, se suele omitir en la mayoria de los cursos
a este nivel.

El libro puede usarse como texto para dos cursos semestrales. E] programa
minimo de uno de ellos constaria de los capitulos 2, 3 (parte), 4 y 5; el del
otro, de los capitulos 6, 7, 9 y parte del 10. Ahora bien, como se infiere
del esquema (o tabla) anterior, estos dos cursos pueden ofrecerse en cual-
quier orden.

Los autcres
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Conceptos
preliminares

EsTE capitulo es de caracter introductorio. En la actualidad, muchos de los
alumnos que llegan a las facultades estin ya familiarizados con el lenguaje
de conjuntos y funciones y conocen sus operaciones y propiedades basicas.
Sin embargo, tanto para uniformar el lenguaje como para recordar los cono-
cimientos aprendidos en cursos previos y, en ocasiones, para profundizar
un poco, incluimos aqui las nociones basicas acerca de estos temas.

Segiin sus conocimientos, el alumno puede omitir o simplemente leer
superficialmente algunos de los pérrafos de este capitulo.

1. CONJUNTOS

Es posible definir, con una axiomética, los conceptos ‘“conjunto, ele-
mento y pertenencia”. Sin embargo, para las finalidades de este libro, es
suficiente considerar como primitivos dichos conceptos y manejarlos en la
forma intuitiva usual; es decir, los elementos pertenecen a conjuntos y un
conjunto estd formado por todos sus elementos. Asi pues, dos conjuntos
son iguales si y solo si, tienen los mismos elementos.

En general, usaremos letras mayfisculas 4, B, C, etc., para representar
conjuntos y mintsculas a, b, ¢, etc., para representar a los elementos. Para
especificar los elementos de un conjunto, usaremos la escritura entre llaves;
si 4 es el conjunto que consta de las letras a, b y ¢, escribimos

A4 = {a,b,¢c)}.

13



14 Cap. 1 CONCEPTOS PRELIMINARES

No escribiremos un mismo elemento repetidas veces. Por ejemplo, el
conjunto de las cifras que aparecen en el ntimero 1212212 es {1,2}.

El orden en que aparecen los elementos de un conjunto, cuando estin
enlistados, es irrelevante. Por ejemplo, {1,2,3} = {2,3,1} = {2,1, 3}.

Un conjunto muy importante en matematicas es el conjunto N de los
numeros naturales

N={1,2,3,4,5,6,...}.
También es importante el conjunto Z de los nimeros enteros
Z= {"'a -3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Para denotar que un elemento x pertenece a un conjunto A escribire-
mos x €4 y cuando un elemento x no pertenezca al conjunto 4 escribiremos
xgA.

Ejemplos:
1. Sea 4 = {1, 3, 5, 7}. Entonces
5€4 y 2¢A.

2. Sea 4 = {1,4,9,16,...,7n% ...}, es decir, 4 es el conjunto de los
cuadrados de los ntimeros naturales. Entonces 1024 €4 y 50 £ 4.

EJERCICIOS

1. Enlistese ]a familia de los niimeros naturales que son miltiplos de
tres y menores que 17,

2. Enlistense las cifras que aparecen en el nimero 22 cuando se escribe
en notacién decimal.

3.? ¢Cuadl es el conjunto de las letras en la palabra Parangaricutirimi-
cuaro?

4. Sea P= {2,3,5,7,11,13,...} el conjunto de los ntimeros natu-
rales primos (es decir, aquellos cuyos Unicos factores son él mismo y la
unidad). Indiquense cuales de los siguientes niimeros pertenecen a P:

11, 111, 1111, 11 111, 37, 27.
5' Sean 4 = {l: 2: 3: 4: 5}: B = {2> 4': 6’ 8} Yy C= {3a 6a 9}'

Enlistense los elementos tales que:

i) pertenecen a 4 y a B;
ii) pertenecen a 4 y a C;
iii) pertenecen a 4, By C.

Usaremos el simbolo ¢ para denotar al conjunto vacio, es decir, el con-
junto que no tiene elementos.
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Por medio de condiciones podemos también describir conjuntos. Por
ejemplo si 4 es el conjunto {2, 4, 6, 8} escribiremos
A= {n€EN|nespar y n=38}.

6. Procediendo como en el ejemplo anterior, describanse, mediante con-
diciones apropiadas, los siguientes conjuntos:

a) {1,3,5,7,9};

b) {1,4,9,25,36, ..., 7% ...};
c) {11,12,13,14, ...};

d) {2,6,10,14,18,22, ...}

2. SUBCONJUNTOS

DEerINICION:  Sean 4 y B dos conjuntos. Decimos que B es un subcon-
junto de A, si cada elemento de B es también un elemento de A.

Usemos la notacién BC 4 siempre que B sea un subconjunto de 4.
Asi pues, BCA si y solo si, x €B implica que x € 4.
Si B no es subconjunto de 4 empleamos la notacién B¢ 4.

Ejemplos:

1. Sean B el conjunto de los pajaros y 4 el conjunto de los bipedos.

Entonces BCA y A¢B.
2. Sean A el conjunto de los seres del reino animal y B el conjunto de
los seres del reino vegetal. Entonces 4 SZ:B yB ¢A.

3. Sean 4 = {njn €N, n=10}, B = {1,3,5, 7} y C = {2, 4, 8).
Entonces BCA, CCA4, BEC, C¢B, A¢B y A¢C.

4. En geometria euclidiana, es bien sabido que todo punto del segmento
4B, pertenece a la recta determinada por 4 y B, que denotaremos Zé Esto
se puede expresar asi IECAE

5. La misma afirmacién anterior se puede escribir del siguiente modo:

Sea & una recta con puntos 4 y B en ella. Entonces ABC&R. En otras

palabras
AER y BER implica ABCR.

EJERCICIO
1. Sea B(P,r) el circulo del plano con centro P y radio 7. Esto es,
B(P,r) = {x|d(P,x) =71}

donde d(P, x) denota la distancia de P a «x.
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Demuséstrese que

a) B(P,r) CB(P,7") siy solosi, r=1";
b) s=r—d(Q,P) implica B(Q,S) CB(P R).

3. OPERACIONES CON CONJUNTOS

En situaciones que se presentan con frecuencia, todos los conjuntos con-
siderados son subconjuntos de uno fijo. A tal conjunto lo llamamos conjunto
universal.

DerFiNiciON:  La unidn de dos conjuntos A y B es el conjunto

AUB = {x|x€4 o =x€B}.
Las propiedades
i) ACAUB, BCAUB;

iil) AUB = BUA (conmutatividad) ;
iii) (AUB)UC = 4U (BUC) (asociatividad),

se verifican inmediatamente a partir de la definicién.
Podemos entonces, sin ambigiiedad, hacer uso del simbolo 4UBUC, para
denotar al conjunto AU (BUC) = (AUB) UC.

DeriNiciON:  La interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto

ANB = {z|lx€4 y x€B}.
Las propiedades
iv) ANBCA, ANBCB;

v) ANB = BNA (conmutatividad) ;
vi) AN(BNC) = (ANB) NC (asociatividad),

se verifican inmediatamente a partir de la definicién.
Usamos el simbolo ANBNC, para denotar al conjunto (ANB) NC =
AN (BNC).

ProposiciON 1: Sean 4, By C conjuntos. Entonces las propiedades

vii) AN(BUC) = (ANB)U(4NC);
viii) AU (BNC) = (AUB) N (4UC),

son validas. Estas son llamadas leyes distributivas.
Demostraremos la propiedad (vii).
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Sea x €CAN(BUC). Entonces x€4 y x €BUC de donde, x€4 y
(xEB o x€C). Si x €B, tenemos x EANB; luego x € (ANB)U (ANC).

Si x €C, tenemos x €EANC; luego x € (ANB) U (ANC).

Esto demuestra que AN (BUC) C(4ANB)U (ANC).

La contencién en el otro sentido se demuestra como sigue:

Ya que ANBCA y ANCCA, se tiene (ANB)U(ANC) CA.

Anlogamente, ANBCBUC y ANCCBUC, por lo que (ANB)U
(ANC) CBUC.

Se tiene entonces, (ANB) U (ANC)CAN(BUC), lo que termina la
demostracién,

La demostracién de la propiedad (viii) queda a cargo del lector.

DeriniciON:  Sea X el conjunto universal y A4 un conjunto arbitrario. El
complemento del conjunto A es el conjunto

4A° = {x|x€X, x ¢ 4}.

Nétese que el complemento de un conjunto se define respecto al con-
junto universal del cual se estin tomando los conjuntos.
Son propiedades bésicas de la complementacién las siguientes:

ix) (4°)° = 4;
x) AU4® = X;
xi) ANA¢ = ¢.

La demostracién de estas propiedades se deja a cargo del lector.

Prorosicién 2 (leyes de De Morgan): Para cualquier pareja de conjun-
tos A y B valen las propiedades

xii) (AUB)¢ = A°NB°;
xiil) (ANB)¢ = A°UB°.
Demostraremos la propiedad (xiii).

Sea x € (ANB)°. Entonces x £ ANB, de donde x ¢4 o x € B; esto es
x €A° o x €B°, de donde, x € 4°U B°. Esto prueba que (ANB)°cCA°UB°.

Ahora, ANBCA y ANBCB, por lo que (ANB)°DA°y (ANB)°DB".
De donde, (ANB)¢DA°UB".

Esto termina la demostracién.

DeFINICION: La diferencia entre dos conjuntos A y B, es el conjunto

A-B={x|x€A y x¢B}.
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Se tiene entonces que 4—B = ANB°.
Tenemos la siguiente propiedad:

xiv) A—(BNC) = (4—B)U (4—C).

Demostracién:

A—(BNC) = AN (BNC)® - (4°U (BNC))®
= ((A°UB) N (4°UC))° = (A°UB)° U (4°UC)°
= (ANB°) U (ANC) = (A—B)U(4—C).

Se sugiere al lector que verifique qué propiedades y definiciones se usaron
en cada paso de esta demostracién.

4. PRODUCTO CARTESIANO

DEeFINICION:  Sean a,b € X, definimos la pareja ordenada formada por a y b
[y l1a denotamos (a, b)] por

(a,8) = {{a}, {a,8}}.

Nétese que lo que se quiere recalcar es la distincién entre el primer lugar
y el segundo lugar en la pareja; esta definicién nos lleva a tal distincién ya
que
(a,b) = (c,d) siysolosi a=c¢ y b=d.

Demostracién. Existen dos posibilidades, a saber

i) {a} = {c} v {ab}= {c,d};
i) {0} = (o d) y (0B} = (o).

En el caso (i) se tiene a = ¢ por lo que {a, b} = {a, d} y entonces b = d.

En el caso (ii) se tiene a = ¢ = d y entonces {a, b} = {a} por lo que
b=a

Ilustraremos el concepto de pareja ordenada con algunos ejemplos:

1. Sea 4 = {1, 2}, hay entonces cuatro parejas ordenadas de elemen-
tos de A4,
(1,1), (1,2), (2,1) y (2,2).

2. Sean 4 = {a, b}, B = {c, d}, hay cuatro parejas ordenadas tales que
el primer elemento pertenezca a 4 y el segundo a B, a saber

(a,¢), (a,d), (b,c) y (b,d).
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3. Sea 4 = {1, 2, 3}. Hay nueve parejas ordenadas de elementos de A.
El lector debe escribirlas todas.

4. Si A es un conjunto infinito, entonces el conjunto de parejas ordena-
das (a,b) con a,b €A es también infinito.

DEFINICION: Sean 4 y B conjuntos. El producto cartesiano de 4 y B,
A X B, es el conjunto de parejas ordenadas

AX B={(a,b)la€A4 y bEB}.
Ejemplos:
5. Sean 4 = {1,2,3)}, B = {a, b}. Entonces

AXB={(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}.
6. Sea 4 = {1,2}. Entonces
AxA={{L1), (1,2), (2,1), (2,2)}.

7. Sea N el conjunto de los nimeros naturales. Entonces

N x N = {(n,m)|n €N, m €N}.
8. Sea Z el conjunto de los ntmeros enteros. Entonces

ZXZ={(n,m)n€Z mcZ).

9. Sea R el conjunto de los ntimeros reales. Entonces R X R = {(x, )|
x €ER, y€ER} es el plano real.

En el caso que tomamos el producto cartesiano de un conjunto 4 por
si mismo usamos la notacién 4 X 4 = 4%

EJERCICIOS

1. Compruebe que 4 X B tiene seis elementos si 4 tiene tres elementos
y B tiene dos.

2. D¢ la lista de los elementos de 4 X B donde 4 = {1,2,3,4} y
B = {1,2}.

3. Verifique que el conjunto N X 4 con 4 = {a, b} es infinito.

Sugerencia. Si a € A, los elementos de la forma (n,a) con n €N estan
en N X 4 y forman un subconjunto infinito,
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4, Describa A2, donde:
i) 4={1,2}

i) A= {a,b,c}

iii) 4 = {2,4,6,8)}.

5. RELACIONES

DEFINICION: Sean 4 y B conjuntos. Una relacién entre 4 y B es un sub-
conjunto del producto cartesiano 4 X B.

Ejemplos:

1. Sea A = ¢, B arbitrario, entonces 4 X B = ¢ y por lo tanto la Gnica
posible relacién entre 4 y B es la vacia,

Anélogamente si B = ¢,

2. Sid= {a}yB= {b} entonces A X B = {(a,b)} y existen dos rela-
ciones entre 4 y B, la vacia y la total.

3. Si A y B son arbitrarios siempre se tienen al menos dos relaciones
entre 4 y B (no necesariamente distintas), la vacia y la total.

4. Si A= {a,b} y B= {1,2} existen dieciséis relaciones entre 4 y B.

EJERCICIOS

1. Enlistense las relaciones en el ejemplo 4.

Sea RCA X B una relacién.
El dominio Dy de la relacién R, esta definida por:

Dy = {a €A] existe b €B, (a,b) €ER}.
Por ejemplo, si 4 = {a,b}, B={1,2,3} y R = {(a,1), (a,3)}, en-
tonces a €Dg y b € Dp.
Por la definicién de dominio tenemos que Dy C 4.

2. Digase cudl es el dominio en cada una de las dieciséis relaciones del
ejercicio anterior.
La imagen Iy de la relacién R, estd dada por:

I, = {b €B| existe a €4, (a,b) ER}.

3. Digase cuél es la imagen en cada una de las relaciones del ejem-
plo (4).
El codominio de una relacién RCA4 X Bes el conjunto B.

4. En el ejemplo (4) diganse culles relaciones tienen la propiedad de
que su imagen y su codominio coinciden.
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6. FUNCIONES

Sean A y B conjuntos. Una funcién f:A — B es una relacién R en
A X B que satisface:

i) Dy = A; es decir, para toda x € A existe una pareja (x,v) ER.
ii) Cada elemento x € A tiene asociado uno solo de B; es decir, (x,y,) €R
y (x,y.z) €R lmphca Y1 = Y.

Una notacién alternativa para una funcién f:4 — B es 4 3> B.

El conjunto A4 es llamado el dominio de la funcién, el conjunto B es
llamado el codominio de la funcién y para cada x €4, denotamos con
f(x) al elemento de B que le corresponde; es decir, (x, f(x)) € R. Llamamos
a f(x) la imagen del elemento x.

Ejemplos:

1. Sea 4 un conjunto y sea f:4 —> A4 la funcién dada por f(x) = x para
toda x € 4.

2. Sean A el conjunto de las personas y B el conjunto de las naciones.
La relacién RCA X B de las parejas (x,y) tales que, “x tiene nacionalidad
correspondiente a ¥”, es una funcién f:4 — B.

3. Sean f:Z—> N dada por f(n) = n® + 1 para toda n €Z.

Es inmediato de la definicién que dos funciones f:4 >By g:C—>D
son iguales si y solo si,

a) 4=C;

b) B= D;

¢) f(x) = g(x) para toda x€A.

EJERCICIOS

1. Diganse por qué las funciones f:Z — Ny g:Z — Z dadas por f(n) =
n? + 1 = g(n) no son iguales.

2. Lo mismo para f:Z—>Z y g:N— Z dadas por f(n) = 2n = g(n).
DEerFINICION: La imagen de una funcién f:A — B es

Imf = {b€EB | existe a €A con f(a) = b}.

Se tiene que Imf es un subconjunto del codominio de la funcién.
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EJERCICIOS
Dése la imagen de la funcién para cada uno de los siguientes ejemplos:

3. f:Z—Z dada por f(n) = 2n.

4, f:Z—> N dada por f(n) = n? + 1.
5. f:N—>N dada por f(n) = n®+ 1,
6. I,:4—> A4 dada por [4(x) = x.

Sea f: 4 — B una funcién en donde el conjunto A4 es finito.

Si A= {ay,---,as} y f(a;) = bi, emplearemos la siguiente notacién:

f= a1 Qz + -+ Ay
bib,...b,)"
Es decir, en esta notacién, en el primer renglén se escriben todos los ele-
mentos del dominio y debajo de cada uno de ellos el elemento que le co-
rresponde segiin la funcién.

Esta notacién, salvo por la descripcién del codominio, nos dice cual
es la funcién.

Ejemplo:

fo (123 45
14916 25)

es una funcién f:4 —> B en donde 4 = {n EN|n =15} y f(x) = x? para

toda x € 4.

EJERCICIO

, 7. Dé la lista completa de las funciones f:4 —> B donde 4 = {a,b,c} y
B = {1, 2}, usando el método antes descrito.

7. COMPOSICION DE FUNCIONES

Sean f:4—> By g:B—> C dos funciones. Definimos la composicién de
f y g, denotada por gof, como la funcién g.f: 4 — C dada por '

(gf) (x) = g(f(x)) para toda x€A4.
Ejemplos:

1. Sean f:R—> R y g:R— R definidas por f(x) =2+ 1 y g(x) =
3 x + 2. Entonces la composicién gof:R—>R esta dada por

(gf) (¥) = g(f(*)) = g(** +1) =3(x* +1) +2=3x" + 5.
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2. Sean A = {aj,as,as}, B = {by,b.}, C = {cy,¢s¢3} f:A>B y
g:B — C dadas por

_ (41 a: a3 _ bl b2
f (b1 by bz) g (Cz Ca)
entonces la composicién gof:4 — C estd dada por
_ (% a a;
gf (c2 ¢2 ca)

ya que (gof) (a1) = g(f(a:)) = g(b1) = ca, etc.
3. Sean A = {ay, a,, a3}, B = {by, by, by, b,}, {:A—> By g:B— C dadas

por
f = (al a, a3) _ (b1 b, b; b,
b, by b, £\ a; 4, a
entonces gof: 4 — A estd dada por

gof = (al a, a3) = IA.

a, a, as

4, Sead = {1,2} yf:A— A la funcién dada por
(1 2
1=z 1)

fof = G g) =1,

5. Sean 4 = {1,2,3} y f, g, h:A—> A dadas por

(R (1) -

Entonces hof, hog:4 —> A son

12 3y _ (12 3\ _
hof—(ggs)—h hog (333> h

es decir hof = hog = h.

entonces fof:A— A4 es

!
—~
OO
W N
0w
N’

TeoreMA 1: Sea f:A —> B una funcién. Entonces
Ipf=f fla=f

donde Ig, 1, son las identidades en B y A respectivamente.
La demostracién de este teorema se deja a cargo del lector.
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TEOREMA 2: Sean f:A—> B, g:B—> C y h:C — D funciones. Entonces
ho(gof) = (hog)of

es decir, la composicién de funciones es asociativa.

Demostracién. Sea x € A, entonces

[he(gef)](%) = Al(gef) (x)] = hlg(f(#))]
[(hog)ofl(x) = (hog) (f(x)) = hlg(f(x))]

y como las dos funciones tienen dominio 4 y codominio D la demostracién

queda completa.
Sea f: 4 — B una funcién.

DeFINICION:  Un inverso derecho (izquierdo) de f es una funcion g:B—> A

tal que
gf =Ir (fog =1Is).

Si g es inverso derecho e izquierdo de f entonces g se llama inverso de f
y en caso de que f tenga inverso se dice que f es invertible.

TEOREMA 3: Si f tiene inverso derecho g, e inverso izquierdo g, entonces .
g1 = g2 v f es invertible.

Demeostracion. Por definicién giof = I, y fog. = I de donde

&= grls = gi:(fogz) = (g1of)oge = lioge = g
CoroLario: Si f:A —> B es invertible, entonces su inverso g:B—> A es
tnico.

El ejemplo siguiente nos ilustra que una funcién puede tener inverso
por un lado y sin embargo no ser invertible. También comprueba que, aun-
que las composiciones gof y fog tengan sentido, no son necesariamente igua-
les; es decir la composicién de funciones no es una operacion conmutativa.

Denotemos por [x] a la parte entera de cualquier nimero real x, es
decir, [x] es el entero méximo, menor o igual que x.

Sean f:Z~—~>Z y g:Z—> Z dadas por f(n) = 2n y g(n) = [%]entonces

gof = I pero fog = I (el lector deberd comprobar estas afirmaciones).

8. FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

DerFINICION 1:  Una funcién f:4 — B se llama inyectiva si para toda pa-
reja a,, a; €A con a;, £ a, se tiene f(a,) 5% f(a,).



8. FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS 25

Esto equivale a
f(ay) = f(a;) implica a; = a,.

DeFINICION 2:  Una funcidn f:A—> B se llama suprayectiva si Imf = B;
es decir, si para toda b € B existe a € A tal que f(a) = b,

DeFinicION 3:  Una funcién f:A — B se llama biyectiva si es inyectiva y
suprayectiva.

Ejemplos:

1. Sea f:R~> R dada por f(x) = &%, entonces f no es inyectiva ya que
f(1) = f(—1); tampoco es suprayectiva ya que f(x) =0 y por lo tanto
ningin elemento negativo esti en la imagen de f.

2. Sea f:Z—Z dada por f(n) = 2n, entonces f es inyectiva porque
f(n) = f(m) implica 2n = 2m implica n = m.

La funcién no es suprayectiva ya que los niimeros enteros impares no
estan en la imagen de f.

3. Sea f:Z~— Z dada por f(n) = [;-:l entonces f es suprayectiva ya que

si m €Z tenemos m = [22_m = f(2m) ; la funcién no es inyectiva puesto que

f(on) = [322] - [2”; 1] = f(2n + 1).

4. Sea A un conjunto arbitrario. La funcién idéntica I :4 —> 4 es
biyectiva.

EJERCICIOS
1. Compruébese la afirmacién del ejemplo 4.
2. Sea f:N—Z dada por f(n) = (—1)* [%] . Demuéstrese que f es

biyectiva.,
3. Sea f:Z— Q la inclusién natural, donde Q es el conjunto de los
nameros racionales o fraccionarios. Demuéstrese que f es inyectiva.

4. Sea f:Q— Z dada por f(—:%) = 2%3™ donde (%) fraccién simpli-

ficada (es decir, n y m no tienen factores comunes). Demuéstrese que f es
inyectiva,

Demostraremos a continuacién varias proposiciones interesantes:

ProrosiciON 1: f:A— B es invertible si y solo si, es biyectiva.
ProposiciON 2: La composicién de dos funciones inyectivas es inyectiva.
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ProrosiciéN 3: La composicién de dos funciones suprayectivas es supra-
yectiva.

Cororario. La composicién de dos funciones biyectivas es biyectiva.

Demostraciones:
1. Sea f:4 — B biyectiva. Definimos g:B — 4 como sigue:

Si b €B entonces existe a €4 tal que f(a) = b por ser f suprayectiva y
dicha a es Unica por ser f inyectiva; sea g(b) = a.
Tenemos entonces, para cualquier b €B, g(b) = a donde f(a) = b, luego

(f-g) (b) = f(g(b)) =f(a) =b

por lo tanto  fog = Ip.
Para cualquier a € 4 tenemos: si f(a) = b, que g(b) = a y entonces

(gof) (a) = g(f(a)) = g(b) = a

por lo que gof =1,.
Esto demuestra que si f es biyectiva entonces es invertible.
Supongamos ahora que f es invertible, es decir, existe g:B — 4 tal que

fg=1Ip y gf =14

Demostraremos primero que f es inyectiva:

Si a,€4, 62 €4 y f(a1) = f(az) tenemos a, = Ly(as) = (¢f) (@) =
g(f(a)) = g(f(a)) = (gf) (@) = Li(a) = a..

Veamos ahora que f es suprayectiva:

Sea b € B arbitrario. Entonces

b =Iz(b) = (f-g)(b) = {(g(b))

es decir, b es la imagen de g(b) bajo f.

Esto termina la demostracién de la proposicién 1.

Demostremos ahora la proposicién 2. Suponemos que f:4 —> By g:B—>C
son inyectivas.

Sean a;,a; €A tales que (gof)(a1) = (gof) (az); de la definicién de
composicién obtenemos

g(f(a1)) = g(f(a2))

y como g es inyectiva concluimos que

f(a) = f(az);
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acto seguido podemos concluir que a; = a, por ser f inyectiva. Esto muestra
que gof es inyectiva,
Veamos la proposicién 3. Supongamos que f:4 —> B y g:B—> C son fun-
ciones suprayectivas.
Sea ¢ €C. Entonces ¢ = g(b) para algin b € B puesto que g es supra-
yectiva. Pero a su vez b = f(a) para algiin a € 4, por ser f suprayectiva,

asi que
¢ =g(b) = g(f(a)) = (gf)(a).

Esto muestra que gof es suprayectiva.

EJERCICIOS

5. Sean f:A— By g: :B — C funciones tales que gof es inyectiva. De-
muéstrese que f es inyectiva,

6. Sean f:A—> By g:B—> C funciones tales que gof es suprayectiva.
Demuéstrese que g es suprayectiva.

i7. Dense funciones f:4 —> B y g:B— C tales que f es inyectiva y gof
no lo es.

8. Dense funciones f:4 - B y g:B~—> C tales que g es suprayectiva y
gof no lo es.

9. Dense funciones f:4A—> By g:B—> C tales que f es inyectiva, g es
suprayectiva y gof no es inyectiva ni suprayectiva,

10. Dense funciones f:4 — By g:B— C tales que f no es suprayectiva,
g no es inyectiva y gof es biyectiva.

9. CARDINALIDAD Y CONJUNTOS FINITOS

Decimos que dos conjuntos 4 y B tienen la misma cardinalidad si existe
alguna funcién biyectiva f:4 — B.

EJERCICIO

1. Demuéstrese que los siguientes conjuntos tienen todos la misma
cardinalidad;

i) N el conjunto de los niimeros naturales;
ii) Z el conjunto de los nimeros enteros;
i) {n%ln €Z};
iv) {2n|n €Z};

v) {3n|n €Z}.

Sea I, el conjunto de los n primeros naturales:
In={1,2,3,--+,n} = {a|la€Z, 1 =a=n)}.

Decimos que un conjunto 4 5= ¢ es finito si para algin n €N existe una

funcién biyectiva
f:I,— A
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En otras palabras, 4 es finito si podemos ‘“contar” sus elementos.

Definimos el niimero cardinal o nimero de elementos de un conjunto
finito 4 5% ¢ como el natural n para el cual existe una funcién biyectiva
f:I,— A.

Al dar esta definicién, hemos admitido, tacitamente, que sélo hay un
nimero natural n para el cual existe tal funcién biyectiva. Admitir esto,.
no es otra cosa que admitir que cada vez que contemos los elementos de un
conjunto no vacio sin equivocarnos obtendremos el mismo resultado.

Denotamos el cardinal del conjunto finito 4 = ¢ por HA.

Completamos la definicién con #¢ = 0.

Si #A4 = n sabemos que existe una biyeccién (que, en general, no es
tnica) J:I, — A. Se acostumbra utilizar la notacién

a; = J(i) para i=1,2,---,n,

Asi que 4 = {a, as, - -, an}.
A los conjuntos que no son finitos se les llama infinitos.

Lema 1: Si A4y Bson conjuntos finitos y f: 4 — B es una funcién inyectiva
entonces #4 = #B.

Demostracién. Supongamos que #A4 =n. Sea 4 = {a;, *--, an} con
todas las a; distintas entre si. Los n elementos f(a,), -+, f(a,) €B son todos
distintos ya que si i%j y f(a;) = f(a;) por ser f inyectiva tendriamos
a; = a; lo cual es una contradiccion, por lo que B tiene al menos n elemen-
tos, es decir, B =n.

Lema 2: Si A y B son conjuntos finitos y f:4 — B es una funcién supra-
yectiva, entonces #4 == #B.

Demostracién. Supongamos que #B = m. Sea B = {by, ", bs} con
todas las b; distintas entre si. Sea a; €4 tal que f(a;) = b; para i = 1,2,
-++,m (esta a; existe debido a que f es suprayectiva). Los m elementos
a1, ***, an son todos distintos ya que si a; = a; se tendria f(a;) = f(a;) y
entonces b; = b; que contradice la eleccién de las b;, por lo que 4 tiene al
menos m elementos, es decir, 4 =m.

CoroLario: Si 4 y B son conjuntos finitos y f:4 —> B es biyectiva enton-
ces A4 = H#B.

TeorEMA: Sean 4 y B conjuntos finitos tales que #4 = #By f:4A—>B
una funcién. Las tres siguientes condiciones son equivalentes:

i) f es inyectiva;
ii) f es suprayectiva;
iii) f es biyectiva,



10. INDUCCION MATEMATICA 29

Demostracion. Basta demostrar la equivalencia entre i) vy ii).

Supongamos i). Sea 4 = {ay, ***,a,}, #4 = n = #B entonces como
f es inyectiva Imf = {f(ai), ---,f(as)} tiene n elementos distintos de B;
pero #B = n por lo que ImfCB y #Imf = #B, de donde Imf = By f es
suprayectiva.

Supongamos ahora ii). Sea 4 = {a,, -+, an}, es decir, ##4 =n. Si f
no fuese inyectiva existirian elementos a;, a; € 4 distintos tales que f(a;) =
f(a;). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que, f(an:) = f(an),
se tendria entonces

Imf = {f(a), ---, f(aﬂ-l)}

ya que f(as) es f(an-1). Pero como f es suprayectiva Imf = B. Por otro
lado #Imf=n—1, es decir, #B=n—1, lo cual contradice la hipétesis
H#A = #B.

Asl pues, f debe ser inyectiva y el teorema queda demostrado.

Nétese que la hipétesis 4 y B finitos es necesaria, pues los ejemplos
(2) y (3) de 7. son contraejemplos al teorema en el caso infinito.

10. INDUCCION MATEMATICA

Cuando una propiedad requiere ser demostrada y es concerniente a los
nimeros naturales, hay un tipo de demostracién, llamada induccién mate-
mética, que se lleva al cabo de la siguiente forma.

Supongamos que se quiere demostrar la propiedad P(n) donde n €N.
Los dos pasos siguientes son necesarios y suficientes:

1) Se demuestra la validez de P(1); es decir, que la propiedad vale
cuando n = 1.

ii) Se supone que P(n) es valida y a partir de esto se demuestra la
validez de P(n+1); es decir, se supone que la propiedad es valida
para n y a partir de esto se demuestra que es valida para n + 1.

Una vez llevados al cabo estos pasos, la conclusién es que la propiedad
es valida para todos los nimeros naturales,

Mis adelante justificaremos la validez légica de este tipo de demostra-
cién, por ahora solo daremos algunos ejemplos en los que puede ser usada.

Supongamos que queremos averiguar si la férmula

_n(n-+1)
2

1+2+ - +n

es valida para todos los ntimeros naturales.
Procedemos de acuerdo con lo descrito.
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Ejemplos:
Si n = 1 el miembro izquierdo de la férmula consta de un solo sumando
I(1+1
que es 1 y el miembro derecho es ——(—-2—-—2 y como este es también 1 se

tiene que la férmula es valida para n = 1. Supongamos ahora que

_n(n+1)
I

1+2+ - +n (*
y tratemos de probar la férmula correspondiente para n + 1.

El miembro izquierdo en la férmula paran + les1 + 2+ -+ + n +
(n+1) y si usamos (*) tenemos

n(n + 1) n?+n+2n+2
1+---+n+(n+1)=—————2 +n+1= 5 =
n*+3n+2  (nt+l)(nt+2)
h 2 - 2

lo que prueba la validez de la férmula para n + 1.
Un segundo ejemplo es el siguiente:
Supongamos que queremos probar que

2" < n!

para n=4 (n! = n(n—1)(n—2)+--3.2.1 para n=1),
Es equivalente esto a
23 = (n+3)!

para n €N, asi que demostraremos la segunda desigualdad:

Sin=1,2=16 y (1+3)!=4.3.2.1=24
y como 16 < 24 queda probado este caso.

Supongamos ahora que 2" < (n+3)! (*)
y como n =>1 se tiene 2 < n + 4. Multiplicando (¥*) por esta desigualdad
se obtiene

2m8 . 2. (n+3) ! (n+4)
de donde
27 < (n+4)!

que es lo que se queria probar.
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Un tercer ejemplo es el siguiente:

Deseamos demostrar que n®—n es un multiplo de 6 para todo natural n.

Si n =1 entonces n®*—n = 0 y 0 es multiplo de 6 (ya que 0 = 6-0).

Supongamos que n®—=n es miltiplo de 6, es decir n*—n = 6k para al-
guna k €Z.

Ahora (n+1)3—(n+1) =n*+ 302+ 3n+ 1—n—1
n®—n + 3(n¥+n)
6k + 3(n?+n)

I

pero n* + n es par para toda n €N por lo que n*+n =25y (n+1)3—
(n+1) =6k + 3.25 = 6(k+s).
EJERCICIOS

1. Supéngase que a@;,;—a; = r para toda 7. Demuéstrese que

_ (ay + an)n
—

a+ -+ a,

2. Demuéstrese, para q¢ =% 1, que
g"—1
q—=1

3. Supéngase que a;,; = a;q para todo i. Demuéstrese que si g %1,

1+q+...+qn—1=

Apy1— Gy

a+ - ta, = .
g—1

11. EL TEOREMA DEL BINOMIO

DEeFINICION:  Sea n €Z tal que n==0. Definimos el factorial de n, deno-
tado por nl, por induccién, como sigue:

i) 0! = 1;
i) nl=(n=Dln n=>1.

ProrosiciON 1: Si n==1 entonces
n!l=n(n—1) --- 2.1
Demostracién. Si n = 1 entonces el miembro derecho de la igualdad

se reduce a un solo factor, que es la unidad, mientras que 1! = 0!-1 =
1.1 =1.

Sea n > 1 y continuamos la demostracién por induccion.
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Se tiene (n—1)! = (n—1) --- 2.1, de donde
nl=(n—1)l.n =n.(n—1) --- 2.1
lo que termina la demostracién.

n!
Denotamos C™ = —
*  ml(n—m)!

TeOREMA 1 (teorema de Pascal) :
cm + O™t = C™,
n-1 n-1 »

La demostracién se deja a cargo del lector. (Véase también la pag. 63.)

ProrosiciéN 2:  El nGmero C’:’ es un nimero natural,

. 0!
Demostracién. Induccién sobre n. Si n = 0 entonces Cg = W =1

Sea n > 1 y supongamos el resultado valido para n—1. Entohces C:‘_l

y C™* son nimeros naturales y por lo tanto lo es C™ = C™ + C™*.
n-1 n n-1 n-1

Teorema del binomio. Sean @ y b nimeros reales y n €Z, n=0;
entonces

(a+b)*=Cla+ Cla™*b + -+ + CP D"
— o Ci i bt,
2,
Demostracién. Induccién sobre n.
Si n = 0 entonces (a+b)° =1y C%%° = 1.
Sean>0y
n-1
(a+b)™t = % C:._la"“‘1 bt
entonces

(a+b)* = (a+b)(a+b)™! = (a+b "'lci an1-i i
3 CL,

n-1 n-1
i n-4 bi + i n-1-i } i+l
= 3G, a b+ 3G e
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Por tanto

n-1 n

(a+b)"= 3 C:Ha”‘i bt + 3 Ci‘_ia"*i bt
1=0 i=1
- éo (G + Ci1) avi b
1=

- 3 Ciamip

i=0

En el Gltimo paso se usa el teorema de Pascal y se conviene que C* =0
y C* =0, es claro que C* +C° =C°y C** 4 C* = C"
n-1 n-1 n-1 n n-1 n-1 n

12. RELACIONES DE EQUIVALENCIA Y PARTICIONES

DEeFINICION:  Una relacion RCA X A se llama de equivalencia si satis-
face:

i) (a,a) ER para toda a €4;
i) (a,b) €R implica (b,a) €R;
iii) (a,b) €ER, (b,¢) ER implica (a,c) €R.

Estas tres propiedades son llamadas reflexividad, simetria y transitividad,
respectivamente.

Nbétese que la propiedad de reflexividad implica que Dy = 4 = I, es
decir, en una relacién de equivalencia, dominio, codominio e imagen coin-
ciden.

Ejemplos:

1. Si 4 es un conjunto arbitrario, entonces la minima relacién de
equivalencia en 4 es R={(a, a)|a € A}; esta es llamada la diagonal de 4 X 4
y se tiene que toda relacién de equivalencia debe contener a la diagonal
debido a la propiedad de reflexividad.

2. Consideremos la familia 4 de los tridnguilos en el plano geométrico.
Vamos a dar una relaciéon R en 4 X 4.

Decimos que (a, b) esta en R si a y b son triangulos semejantes; es decir,
si los angulos correspondientes son iguales.

Es claro que todo tridngulo es semejante a si mismo, lo que demuestra
que la relacién R es reflexiva. Asi mismo podemos ver ficilmente que la re-
lacién es simétrica y transitiva, por lo que R es una relacién de equivalencia,

3. Sea 4= {1,2,3} y RCAXA dada por

R={(11), (1,2), (2,1), (2,2)}.
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El lector puede verificar que R es simétrica y transitiva. Sin embargo,
la pareja (3,3) ¢ R y por tanto R no es reflexiva.

EJERCICIOS

1. Dése un ejemplo de relacién para la cual valgan las propiedades de
reflexividad y simetria, pero no la de transitividad.

2. Dése un ejemplo de relacién para la cual valgan las propiedades
de reflexividad y transitividad, pero no la de simetria.

3. Sea k €N. Definimos una relacion RCZ X Z como sigue:

(n,m) ER si n—m = ks para algin s€Z.

Demuéstrese que R es una relacién de equivalencia.

DEeFINICION:  Una particidn de un conjunto A es una familia de subcon-
juntos de A, {Ac}aer, tal que:

i) Si Aa=~ Ag entonces AaNAg = ¢;
ii) Aa=~¢ para toda « €1,
iii) 4 = U4,

@€l

Ejemplos:

4. Si A = {a} entonces hay una y solo una particién de A4, es decir,
{A} la familia con un solo conjunto.

5. Para cualquier conjunto 4 =% ¢ siempre existen al menos dos parti-
ciones (que coinciden si 4 tiene menos de dos elementos) que son:

i) la particién {4} cuya familia consta de un solo conjunto;
ii) la particién {{a}}ses cuya familia consta de todos los subconjuntos de
4 que tienen un solo elemento.

EJERCICIOS

4. Verifiquese que las familias de los ejemplos (4) y (5) son parti-
ciones.

5. Si 4 = {1,2,3} considérese la familia {1,2}, {3}. Demuéstrese que
es una particién de 4.

6. Enlistese la coleccién de particiones de:

a) 4= {l1}.

b) 4 = {1,2).

c) A={1923).

d) A =1{1,2,34).
e) A=1{1,234,5)

7. Si P, denota el ntimero de particiones de un conjunto con n ele-
mentos, digase cuanto vale P,, Py, Py, P, y Ps.
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Sea A un conjunto arbitrario; denotamos por R, a la familia de rela-
ciones de equivalencia en A X A y por P, a la familia de particiones de A.

Para cada relacién de equivalencia en 4X A4 vamos a definir una parti-
cién de A, es decir, vamos a dar una funcién

qa:RA -> RA
como sigue:

Si R €R, para cada x €4 definimos
Ax = {y €4|(x,y) €ER}.
LemA: La familia {Ax},e4 es una particién P de 4 ya que:

i) Ax 5~ ¢ para toda x €A;
1) Ax = Ay si (x,y9) ER y AxNdy = ¢ si (x,9) €R;
ili) 4 = UAx.

T€A

Demostracién: 1) Es inmediata de la reflexividad de R.

Para probar ii) supongamos primero que (x,y) €R; sea z € Ax; por
definicién tenemos (x,z) €R y como (x,y) €R entonces (y, x) € R tenemos
(v, %), (x,z) €ER por lo que (y,2) €ER, es decir, z €Ay de donde AxC Ay.

Analogamente se verifica que Ay CAx y entonces 4x = Ay.

Ahora supongamos que (x,y) €R y que z €EAxNAy; tenemos (x,2),
(y,2) ER'y por la simetria de R(z,y) € R; finalmente por la transitividad
tenemos (x,y) € R que contradice la hipétesis. Entonces AxN A4y 5 ¢.

Es claro que UAxC A4 ya que 4 es el conjunto universal,

Si y € 4 entonces y € Ay; por tanto y € U Ax de donde 4 = UAx.

red z€A
Hemos definido una funcién ¢: R, — P, dada por ¢(R) = P.
Vamos ahora a definir una funcién ¢:P4 — R,.
Sea P€P, con la familia asociada {A4.} y consideremos la relacién
RCAx A dada como sigue:

(x,9) €ER si existe Aa subconjunto de la particién P tal que x,y € Aa.
Lema: La relacion R asi definida es una relacién de equivalencia.

Demostracién. Sea x € 4, entonces por ser P particién existe A« en P
tal que x € Ao, y ahora por la definicién de R, ya que x € 4a, tenemos
(x, x) ER; es decir R es reflexiva.

Sean x, y € 4 tales que (x,y) €R, es decir, existe 4e en P tal que x,y € 4a
pero esto es equivalente a y, x € 4o, es decir, (y,x) €R, por tanto R es
simétrica.

Para terminar supongamds que (x,y), (y,2z) €R entonces existen Aa y
Ag en P tales que x,9€Aa y v,z €Ag. Entonces y € 4eNAg por lo tanto
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Aq = Ag, es decir, x,2€4a y de aqui (x,z) ER; lo que prueba que R es
transitiva. Lo cual concluye la demostracién.

TEOREMA: op = Ips y ¢o = Ipy.

Demostracién. Sea R € Ry, x,y €A tal que (x,y) € (¢o¢) R. Entonces
existe A4 en la particién ¢R tal que x,y € Aa por la definicién de y. Ahora
los subconjuntos de la particién ¢R son aquellos de la forma 4z = {¢t € 4|
(2,t) ER}; por lo tanto existe z €A tal que As = Az, es decir, x,y € Az;
por lo tanto, (z,x), (z,9) ER; por ser R de equivalencia obtenemos
(x,¥) €R; esto prueba que (yop) RCR.

Sea (x,y) €R implica x, y € Ax, Ax subconjunto de ¢R implica (x,y) €
(¢o¢) R por la definicién de .

Hemos probado que R = (yo¢) R, es decir, fop = Ig4.

La demostracién de gof = Ip, es andloga y la dejamos como ejercicio.

El teorema nos demuestra que existe correspondencia biunivoca entre
particiones y relaciones de equivalencia, la conclusién del teorema es que
podemos usar indistintamente un concepto o €l otro; o sea podemos identi-
ficar cada relacién de equivalencia con su particién asociada.

Algunos ejemplos ilustrativos del teorema son los que a continuacién
damos:

Si 4 es un conjunto arbitrario y R es la relacién diagonal en 4 X 4, es
decir R = {(x, x)|x €A} entonces ¢yR estd dada por la familia {{x}}zea.

Sea A = {1,2,3}, R = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3)} entonces

Sea A=1Z,kcNyRCZ x Z dada por (n,m) €R si n—m = ks para
alguna s €Z.

Entonces la particién ¢R estd dada por la familia {[0], [1], - -+, [k—1]}
donde

[]]={m€Zlm—i=ks, s€Z}
i = {0, -+, k—1}.

Es facil demostrar que ¢R es la descrita y con esto vemos que en Z
podemos obtener particiones finitas con cualquier niimero de subconjuntos
(existen k subconjuntos en la particién obtenida). Mas adelante estudiare-
mos en detalle este tipo de particiones.

13. ESTRUCTURAS NUMERICAS

En este parrafo describiremos las estructuras numeéricas fundamentales.
Estas son:

Los nGimeros naturales
N={1,2--};

3
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el anillo de los nimeros enteros
Z= {: —2: —1>O: 132’ '}’

el campo de los ntimeros racionales

Q-{2

el campo de los nimeros reales R cuyos elementos son los nimeros deci-
males; este se puede poner en correspondencia biyectiva con el conjunto de
puntos de una recta

o bcl, b#o};

R
-

T .

o+
—-

y el campo de los nimeros complejos
C = {a + bila,b €R, * = —1}.

Las operaciones de suma y producto en estas estructuras satisfacen las
siguientes propiedades:

1. La suma es conmutativa: a+b = b+a para todo g, b.

2. La suma es asociativa: (a+b)+c¢ = a+(b+c¢) para todo a,b,c.

3. Vale la ley de la cancelacién para la suma: a+c¢ = b+¢ implica
a = b para todo a,b,c.

4. El producto es conmutativo: ab = ba para todo a, b.

5. El producto es asociativo: (ab)c¢ = a(bc) para todo a, b, c.

6. Vale la ley de la cancelacién para el producto: ac = bc y ¢ =0 im-
plican a = b para todo a, b, c.

7. Existe un elemento neutral para el producto, 1, tal que

la = a para todo a.
8. El producto distribuye la suma a(b+¢) = ab + ac para todo a, b, c.

Excepcion hecha de los nimeros naturales, para las restantes estructuras
se cumplen:

9. Existe un elemento neutral para la suma, cero, tal que
0 + a = a para todo a.
10. Para cada a existe un inverso aditivo, —a, tal que

—a+a=0.
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Para Q, R y C se cumple también:

11. Para cada a existe un inverso multiplicativo, a7, tal que
a=1.

En estas estructuras (excepto para los nimeros complejos) existe tam-
bién una relacién de orden, <, que satisface:

12. El orden es transitivo: a < b y b < ¢ implican a < ¢ para todo
ab,c.
13. Vale la tricotomia para el orden:

Dados a y b se satisface una y solo una de las condiciones:

1) a< b;
il) a = b;

i) b <a.

14. El orden es compatible con la suma: @ < b implica a + ¢ < b+ ¢
para todo a, b, c.

15. El orden es compatible con el producto: a < b y 0 < ¢ implican
ac < bc para todo a, b, c.

Una estructura algebraica con dos operaciones que satisfacen las pro-
piedades (1) a (10) es llamada anillo conmutativo con unitario. Si ademés
se satisface la propiedad (11), entonces la estructura es llamada campo. Es-
tructuras como las anteriores en las que ademas existe un orden que satisface
las propiedades (12) a (15) se llaman anillo ordenado y campo ordenado.



CAPTTIULO

Calculo
combinatorio

EsTE capitulo consta, en primer lugar, de una presentacién intuitiva de los
conceptos de ordenaciones con repeticién, ordenaciones, permutaciones y
combinaciones.

A continuacién se habla de funciones entre conjuntos finitos y se inter-
pretan los conceptos anteriores a la luz de estas ideas. Esta exposicién no
requiere la lectura previa del capitulo uno.

Se termina el capitulo con el planteamiento de gran ntimero de proble-
mas tipicos y la resolucién de algunos de ellos.

1. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Este parrafo esta dedicado a ilustrar, mediante varios ejemplos, proble-
mas y ejercicios, los conceptos de ordenaciones con repeticién, ordenaciones,
permutaciones y combinaciones,

Ordenaciones con repeticién. Iniciaremos la exposicién con varios
ejemplos:

1. Consideremos las letras a, b, ¢c. A cada una de las “palabras” de dos
letras que se puedan formar usando exclusivamente las letras consideradas
se le llama ordenacidén con repeticién de las letras a, b, ¢ tomadas de dos en
dos. Aqui “palabra” no tiene el sentido usual; “palabra” quiere decir sim-

39
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plemente una lista de letras sin que estas tengan necesariamente algan sen-
tido o sigan alguna regla. Por ejemplo:

aa ac ¢b,
se consideran palabras. Un procedimiento til para escribir todas estas pa-
labras consiste en formar una tabla:

¢ ac be cc

b ab bb cb

a aa ba ca
a b c

Es fcil convencerse que, de esta manera, hemos obtenido todas las pala-
bras de dos letras con el “pequefio alfabeto” a, b, ¢. O sea, podemos afirmar
que el nimero de ordenaciones con repeticién de las letras a, b, ¢ tomadas
de dos en dos es nueve.

2. Supongamos que para ciertas transmisiones de tipo telegrafico se dis-
pone de dos sonidos, uno corto, llamado punto y uno largo, llamado raya.
Con estos podemos formar sefiales de un solo sonido, sefiales de dos sonidos,
etc. A las sefiales de un sonido les llamaremos ordenaciones con repeticién
de los sonidos, punto, raya, tomados de uno en uno. Estas son dos:

punto raya

o, simbélicamente,

En forma aniloga, las ordenaciones con repeticién de los sonidos ., —
tomados de dos en dos serdn las sefiales de dos sonidos

Las sefiales de tres sonidos son las ordenaciones con repeticién de ., —
tomados de tres en tres. Para escribirlos todos, podriamos hacer una tabla
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en la cual en un lado hemos puesto todas las sefiales de dos sonidos y abajo
los sonidos . y —:

¢ Por qué estas ocho sefiales son todas las de tres sonidos? Esto es claro,
pues si consideramos una sefial arbitraria de tres sonidos pueden ocurrir dos
cosas: que empiece con un punto o con una raya. Si empieza con un punto
los dos sonidos restantes seran una sefial de dos sonidos y por lo tanto estard
en la lista del lado izquierdo (pues ahi figuran todas las de dos sonidos) ;
luego, la sefial dada estard en la primera columna de la tabla. Si empieza
con una raya, un razonamiento analogo indica que la sefial estar4 forzosa-
mente en la segunda columna.,

Hemos visto asi que hay ocho ordenaciones con repeticién de los sonidos
., — tomados de tres en tres.

Para formar las sefiales de cuatro sonidos, es decir, las ordenaciones
de ., — tomados de cuatro en cuatro podriamos proceder en forma analoga
partiendo de las de tres sonidos (véase el ejercicio 3).

EJERCICIOS

1. Escribanse tedas las ordenaciones con repeticién de los objetos del
conjunto {1,2,3} tomados de dos en dos.

2. ;Cuiles son las ordenaciones con repeticién de los objetos del con-
junto anterior tcmados de uno en uno?

3. Diganse todas las ordenaciones con repeticién de los sonidos ., —
tomados de cuatro en cuatro. ¢Cuantas son?

4. Escribance todos los nimeros de tres cifras que se pueden formar
con los digitos 1,2, 3. ;Cudntos hay?

S. Escribanse todos los nimeros de dos cifras que se pueden formar con
los digitos 1,2,3,4,5. ¢;Cuintos hay?

OR:‘. Usaremos el simbolo OR;" para indicar el ntimero de ordena-

ciones con repeticién de n objetos tomados de m en m. En los ejemplos y
ejercicios anteriores puede verse que

OR? = 3, OR? = 4, OR® = 2°, OR® = 3%, OR? = 52,
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Se demostrard mas adelante que
OR™ = n™,
n

Ordenaciones. Como antes, se ilustrara el concepto con varios ejemplos.

3. Alterando ahora la situaciéon del parrafo anterior supongamos que
con las letras a, b, ¢ queremos formar palabras de dos letras distintas. Estas
palabras seran

ab ac ba be ca cb

y recibirdn el nombre de ordenaciones de los objetos a, b, ¢ tomados de dos
en dos.

4. Consideremos ahora un alfabeto de cuatro letras: a, b, ¢, d y forme-
mos todas las palabras que consten de dos letras distintas, Estas sern las
ordenaciones de los objetos &, b, ¢, d tomados de dos en dos. Obsérvese que
para obtener estas basta omitir aquellas palabras del ejemplo 2 en que figu-
ren letras repetidas. Obtenemos:

ab ac ad ba bc bd ca ¢cb c¢d da db dc.

De las OR? ordenaciones con repeticién que se tenian se omitieron aa, bb,

cc, dd. Por consiguiente el nimero de ordenaciones de cuatro objetos toma-
dos de dos en dos es 42 — 4 = 4(4—1) =4 -3 = 12,
Cuando se hable de las ordenaciones de los objetos de un conjunto con
n elementos tomados de m en m se supondrd siempre que m == n pues en
caso contrario no habria ninguno, ya que una lista con m elementos tomados
de un conjunto de 7 elementos tiene necesariamente repeticiones si m > n.
O, Usaremos el simbolo O™ para indicar el nimero de ordenaciones

de n elementos tomados de m en m. Asi pues, en los dos ejemplos anteriores
se tiene que '

0:=3—-3=3-2=6, Oi=4-3=12.

3

Se demostrara mas adelante que
Oor=n(n—1)(n—=2)++(n—m+1)

(este simbolo, O™, esti definido tinicamente cuando n ==m).
La férmula anterior debe interpretarse como sigue: O™ es el producto

de todos los niimeros naturales entre n y (n—m+1) incluso; es decir, de los
m factores de la forma n—ien donde : = 0,1,2, ..., m—1.



1. EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 43

Por ejemplo, Ot = 5, 02 = 5.4, 0% = 5.4.3, 0% = 5.4.3.2, 0% = 5.4.
5 5 5 5 5
3.2.1.

Como casos especiales, se tiene

O;= n, 0’;= n(n—1) ... 2-1.

EJERCICIOS

6. Escribanse tcdas las palabras de tres letras distintas que se pueden
formar con las letras a, b, ¢, d. ;Cuantas hay? Verifiquese la férmula para
este caso.

7. Escribanse todos los niimeros de dos cifras distintas que se pueden
formar con los digitos 1,2, 3,4,5. Cuéntense cuantos hay y verifiquese el
valor de O:.

8. :Qué sefales de tres simbolos distintos pueden formarse con los ele-
mentos de {., —, ~}? Compruébese que hay O3 sefiales.

9. ;Cuiles son los nimeros de tres cifras distintas que se pueden formar

con los digitos 1,2, 3,4? Compruébese la validez de la férmula para este
caso,
10. ;De cuintas formas ordenadas puede llenarse un estante de tres
lugares si s= dispone de cuatro libros distintos? Escribanse todas las ordena-
ciones de estos. Contéstese la misma pregunta si el estante tiene 7 lugares
y se dispone de 11 libres.

11. Si disponemos de cuatro lienzos de diferente color y queremos for-
mar banderas bicolores, ¢ cudntas banderas es posible obtener?

12. Usando la relacién OR? = n* demuéstrese que O: =n{n—1).

(Recuérdese el ejemplo 4 de este parrafo).
13. Calctlese
0Oz, O35, Ot O3 03 03, 05
¢ 77 T4 T100° 10022 w0 g
14. Compruébese que
0t 03 = O7
(- 7’
05 02 02 = O°
9 4 2 9’
ot = 0:.

15. Encuéntrese el valor de n si:

a) 02 = 42.
b) 0% = 120.
¢) O7 = 210.

Permutaciones. A las ordenaciones de un conjunto de n elementos.
tomados de n en 7, se les llama permutaciones de los n elementos. Por
ejemplo:
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5. Las permutaciones de {a, b, ¢} son las palabras de tres letras en las
que no haya repeticién de letras. Estas son:

abe ach bac bea cab cba.

6. Las banderas bicolores que se pueden hacer con los colores blanco y
verde son las permutaciones de los colores blanco y verde:

Figura 2.1

Py, n! El simbolo P, denotari el ntimero de permutaciones de un con-
junto de n elementos. De la férmula dada para el niimero de ordenaciones
se obtiene

P,=0"=n(n—1)...2:1=12...n.

Es decir, P, es el producto de los n primeros niimeros naturales. Este pro-
ducto se acostumbra denotar por n!, es decir, se tiene que

Po=n!=1-2-3...n
y recibe el nombre de factorial de n. Por ejemplo,

I=1,2=231=6, 4! =24 5! =120
6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40329, 9! = 326 880.

Obsérvese que

EJERCICIOS

16. Escribansz todas las palabras de tres letras distintas que se pueden
formar con las letras a, b, c.

17. Escribanse todos los niimeros de cuatro cifras distintas que se pue-
den formar con los digitos 2,4, 6, 8.

18. El nimero de permutaciones de los elementos de {a,b,¢,d, e} es
120. Escribanse 10 de ellas.
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19. ;De cuantas maneras podemos colocar diez libros distintos en un
estante que tiene 10 lugares?

20. En los ejercicios 16, 17 y 18 compruébese la validez de la férmula
para P,.

21. De cuintas maneras se pueden distribuir 15 libros diferentes entre
15 alumnos?

22. Un matematico tiene lugar en su casa para guardar 5 automéviles.
Si tiene un Bentley, un Ferrari, un Aston Martin, un Maserati y un Stutz,
¢de cuédntas maneras puede guardarlos?

23. Calctlese

Py, P.zs/Pm, P4P1‘2/P.1c, (n_l) !/n!, n!/(n‘—2)‘.
24. Compruébese que
O:P =P, nN+8l=7-9
1 003! + 1 004! + 1005! = 1003! - 10052

25. a) ¢Cual es el valor de n si n! = 39916 800?
b) ¢Existe un nimero natural n tal que n! = 5 820?
¢) Demuéstrese que
nl 4+ (n+1)! = nl(n+2),
nl 4+ (n+ 1)+ (n+2)! = ni(n+2)2

Combinaciones. Si A4 es un conjunto con n elementos, los subconjun-
tos de 4 que constan de m elementos se llaman también combinaciones de
los n elementos de A tomados de m en m.

Ilustraremos esta definicién con ejemplos.

7. Las combinaciones de los elementos del conjunto {a, b,c} tomados

de dos en dos son los subconjuntos de {a,b,¢} que tienen dos elementos.
Es decir, son:

{a, b}, {a,c}, {bc)
Las combinaciones de los mismos tomados de uno en uno son
{a}, {8}, {c},

y tomados de 3 en 3 hay una sola, que es {a, b, ¢}.

8. Una situacién tipica en donde aparece el concepto de combinacién
se presenta al considerar las comisiones que consten, por ejemplo, de tres
personas que se puedan elegir entre cinco candidatos. Cada una de estas
comisiones es, en efecto, un subconjunto de tres elementos, del conjunto for-
mado por los cinco candidatos.

Denotando con 1,2, 3,4,5 a los candidatos, las comisiones posibles son

{1, 2:3}, {15 234'}3 {ls 2>5}> {1:3,4}> {13 3:5},
{1,4,5}, {2,3,4), {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5)}.
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Asi pues, el nimero de combinaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3
es 10.

9. Si en el ejemplo anterior suponemos que uno de los candidatos no es
elegible, para obtener todas las comisiones posibles de tres personas, basta
considerar aquellas de la lista anterior en que no figure la persona no ele-
gible. Si la no elegible es, por ejemplo la 5, las comisiones posibles son

{1’ 27 3}: {1, 2’ 4}, {1: 3, 4}’ {2’ 3) 4}‘
Por tanto la respuesta es el nimero de combinaciones de cuatro ele-
mentos tomados de 3 en 3 que es 4.

C=, El ntmero de combinaciones de n elementos tomados de m en m;
n
es decir, el nimero de subconjuntos con m elementos de un conjunto de
n elementos se denota con C:‘. Se probard mas adelante que

cmpP =Q0m
n m n
o bien, explicitamente,
n(n—1) ... (n—m+1)
" 1-2...m

b

o también,
cm n!
» ml(n—m)!

Nétese que al hablar de combinaciones de n elementos tomados de m en
m, el nimero m es menor o igual que n.

EJERCICIOS

26. ;Cuantos equipos de basquetbol se pueden formar de un grupo de
9 jugadores? (Un equipo consta de cinco jugadores.)

27. Sea A = {a,b,c,d, e}. Escribanse todos los subcon_]untos de 4y
dedizcanse los valores C1 02 c, Cry C

28. El Juego de dommo consta de 28 f1chas y una mano consta de 7
fichas. ¢ De cuantas formas se puede seleccionar una mano?

29. :De cuintas maneras puede seleccionarse una patrulla de 3 entre
10 soldados?

30. Una mano de péker consta de cinco cartas. ¢Cuantas manos de
poker diferentes hay? (La baraja tiene 52 cartas.)

31. Una mano de bridge consta de 13 cartas. ¢ Cuantas manos posi-
bles hay?

32. Calcilesz

C;’ Cg’ Cs C2, C2 (1 000,

157 1002 1002
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33. Compruébese que
f o o o M

11 11 11 7,'4_—{
CL+ C2+ C*+ C*+ C° + C° = 261,
6 [ ® [ [} 6
34. Compruébsse que
C+Ct=C, C*+C =C5,
8 8 9 10 10 11
C+C+Cr =
7 7 8 9
35. Encuéntrense los valores de 7 si
C:=220 C¢ =15 C3 = 364 SC:+1 = 8C.

2. FUNCIONES

LA craN importancia que el concepto de funcién juega en las matema-
ticas se debe a que casi cada situacién de la experiencia diaria es suscep-
tible de ser interpretada como una funcién. Citaremos a continuacién
varios ejemplos simples en los cuales se exhibe la forma en que se pueden
lograr tales interpretaciones y obtener funciones de ciertos conjuntos en
otros. Al mismo tiempo iremos recordando la terminologia y notacién
usuales.

Ejemplos:

1. Sea A4 el conjunto de los alumnos de cierto grupo de una escuela,
y B el conjunto de bancas que hay en su salén. Supongamos que a cada
alumno se le ha asignado un lugar en el salén. Esto puede interpretarse
como una funcién 4 — B en que a cada alumno (es decir, a cada elemento
del conjunto A) se le asocia una determinada banca (es decir, un ele-
mento del conjunto B). Convenimos que a varios alumnos se les puede
asociar la misma banca, pero que a un mismo alumno no se le pueden asig-
nar dos bancas distintas. (Si esto Gltimo ocurriera no diriamos que se trata
de una funcién de 4 en B.)

2. Si llamamos ahora 4 al conjunto de las once casas que hay en el
Callején del Sapo y N es el conjunto de los niimeros naturales, cierta
oficina del Departamento Central se ocupa de establecer una funcién
f:A— N al asignar a cada casa (es decir, a cada elemento del conjunto A4)
su “numero oficial” (un elemento de N). Aun cuando en dicha oficina se
equivocaran y a dos o més casas distintas les dieran el mismo naimero
seguiriamos diciendo que se trata de una funcién de 4 en B. Pero si la
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equivocacién consistiera en asignarle dos o més nimeros a una misma casa,
entonces diriamos que dicha asignacién no es una funcién de 4 en B.

3. El encargado de un equipo de beisbol debe, al principiar cada par-
tido, decidir qué posiciones ocuparan sus jugadores en el campo. Las posi-
ciones son las de lanzador (p), receptor (¢), primera base (1b), segunda
base (2b), parador en corto (ss), tercera base (3b), jardinero izquierdo,
(If), jardinero central (¢f) y jardinero derecho (rf). Supongamos que
el equipo consta de 17 jugadores identificables por sus niimeros del 1 al
17. Si llamamos 4 al conjunto de las posiciones, es decir,

A = {p, c, 1b, 2b, ss, 3b, If, cf, rf}

y B={1,2,...,17} al de los jugadores, lo que hace el encargado es esta-
blecer una funcién de 4 en B. Por ejemplo, la siguiente lista o tabla nos da
una de estas funciones:

posiciones | jugadores

p 15

¢ 13
1b 10
2b 1

s 9
3b 12

Iif 3

cf 6

7f 8

4. Es frecuente tener que formar parejas (ordenadas) de objetos de cier-
to conjunto, por ejemplo parejas de nimeros enteros como (2,5), (—7,3),
(3,0). Veamos cémo cada pareja puede interpretarse como una funcién, Sea
A el conjunto que conste de dos objetos:

A = {primer lugar, segundo lugar}

y Z el conjunto de los enteros. La pareja (2,5) puede interpretarse como la
funcién que asigna al primer lugar el 2 y al segundo el 5; la pareja (—7, 3)
es la funcién que asocia —7 al primer lugar y 3 al segundo.

Observemos en estos ejemplos que la pareja (7,7) es la funcién que al
primer lugar le asocia el 7 y al segundo lugar también le asocia el mismo
numero 7. Es decir, a dos elementos distintos de 4 podemos asociar un
mismo elemento de B. Lo que no podemos hacer es asociar a un elemento
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de A dos o més elementos de B. Lo que obtendriamos no se llamaria funcién;
no seria una pareja.

5. El producto cartesiano de dos conjuntos. Recordemos que el producto
cartesiano 4 X B de dos conjuntos 4 y B es el conjunto de parejas [orde-
nadas] (a, b) tales que a es un elemento de 4 y b un elemento de B, es
decir,

AX B={(a,b)|a€A, bEB}.

Si designamos ahora con C el conjunto {primer lugar, segundo lugar} o,
por abreviar C = {1, 2}, vemos que los elementos del producto cartesiano,
es decir las parejas (a, b) mencionadas, pueden interpretarse como funciones

f:C>AXB

tales que f(1) €4 y f(2) €B. De esta forma, los elementos de un producto
cartesiano pueden pensarse como funciones.

6. Como 1ltimo ejemplo podemos dar la funcién de Z en Z que a cada
entero asocia un cuadrado, es decir, dada por

n |- n2

Funciones; notacion. Observemos que en todos los ejemplos anteriores,
al hablar de una funcién hemos dispuesto siempre de un conjunto 4 (alum-
nos en el primero, casas en el segundo, posiciones en el tercero, primero y
segundo lugares en el cuarto y Z en el quinto) y cierta forma en que a cada
elemento de 4 se le ha asociado un elemento de B. Como se mencioné en el
capitulo primero, al primer conjunto se le acostumbra llamar el dominio
de la funcién, al segundo el codominio y es usual la notacién

f:4—>B

para indicar que f es una funcién de A en B, es decir, con dominio 4 y
codominio B. Si al elemento a de A le corresponde el elemento b de B
escribimos f(a) = b o también a |- b. Por ejemplo, si f es la funcién de
la tabla del ejemplo 3, podemos escribir f(p) = 15, f(¢) = 13, f(1b) = 10,
etcétera. En el caso de la pareja (—7,3) del ejemplo 4 si f es la funcién
que determina esta pareja, podriamos escribir

f(primer lugar) = —7. f(segundo lugar) = 3.

Dos funciones f y g se consideran iguales si tienen el mismo dominio y el
mismo codominio, es decir, si las dos son funciones de un mismo conjunto
A en un mismo conjunto B y para todo elemento a de 4, f(a) = g(a).
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En el célculo combinatorio y sus numerosas aplicaciones [y muy en espe-
cial en el calculo de probabilidades (caso discreto)] se trabaja constante-
mente con funciones de conjuntos finitos en conjuntos finitos. También en
otras ramas de las matematicas, como por ejemplo, la teoria de grupos y sus
importantes aplicaciones, el papel que juega este tipo de funciones es de
singular interés.

Mas ejemplos:

Daremos a continuacién varios ejemplos mas y una notacién que se usar3
a lo largo de este capitulo.

7. Sea A el conjunto que consta de los elementos 1,2, 3 y B el formado
por las letras a, b, ¢, d. Es decir,

A={1,2,3) B={ab,cd).
Si, como ejemplo, la funcién f: 4 — B estd dada por
f(1) =a,  f(2) =d, [(3) =c,

o bien por la tabla

A B
1 a
2 d
3 ¢

serA muy cémoda, en lo que sigue, la notacién

()

Es decir, en el primer renglén escribimos (no importa en qué orden) todos
los elementos del dominio y debajo de cada uno de ellos los elementos del
codominio que les corresponden segun la funcién. O sea, la funcién anterior
la podemos escribir también en las formas

G190 3 Y-

Una expresion de la forma
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no representa funcién alguna pues al mismo elemento 2 de A se le han
asociado dos elementos distintos de B. Si recordamos lo dicho en el capitulo
uno, esta expresién representa una relacién (que no es funcién), a saber,
la formada con las parejas (1,a), (2,¢), (2,b) y (3,d). Tampoco

2 3
(4 <)
representa una funcién de 4 en B, pues no hemos dicho qué elemento de B
debe asociarsele al elemento 1 de A (es, de nuevo, simplemente una rela-
cién). Esta Gltima expresién define, sin embargo, una funcién del conjunto
{2,3} en B.

8. Muchas veces en el calculo combinatorio y en el célculo de proba-
bilidades necesitaremos contar cuéntas funciones de cierto tipo podemos
definir de un conjunto en otro. Por ejemplo, supongamos que se nos pide
encontrar cuantas sefiales en forma de banderas bicolores podemos formar si
disponemos de tres colores, digamos, blanco, verde y rojo.

Creemos conveniente aqui observar que en este tipo de problemas lo
primero que se debe hacer es aclarar bien los datos del enunciado. Por
ejemplo, en este caso debemos especificar que por “banderas bicolores”
entendemos que sean con dos colores distintos. Ademas debemos aclarar si
dos banderas como las siguientes

Figura 2.2

las consideramos iguales o no (por ejemplo, para cierto tipo de sefiales, en

donde el asta no se pueda observar bien desde lejos y donde el aire pueda

“voltear” la bandera), ambas sefiales convendria considerarlas como la mis-

ma. Para los efectos de este ejemplo supondremos que estas son distintas.
¢Gémo interpretar cada bandera de estas como una funcién?

Sea A = {1,2} indicando con 1 (para abreviar la notacién) el lugar
de la bandera junto al asta y con 2 el otro lugar. Sea B = {b, v, 7} indi-
cando los colores con sus iniciales. Las banderas dibujadas antes se pueden
interpretar como las funciones
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( 1 2 ( 1 2
v b b v
respectivamente. Las funciones
1 2 1 2
r v b b
representarian la rojiverde y la blanca-blanca, pero hemos convenido en no

considerar esta tltima como bandera bicolor. Podemos hacer facilmente la
lista de todas las funciones de 4 en B:

1 2 1 2 (1 2 1 2 (1 2
b b b v b r v b v v
1 2) (1 2) (1 2) 1 2)
v r r b r v r r)’
De estas, las que representan banderas bicolores, segiin los convenios que
hemos hecho, son

309 I O I R I e R G B ]

0 sea

B

Es decir, hay seis banderas.

Este ejemplo, aun cuando pueda parecer demasiado sencillo, es tipico
del célculo combinatorio y nos servird ademds para iniciar la discusién, en
el préximo pérrafo, de ciertos tipos especiales y muy importantes de fun-
ciones.

Figura 2.3

EJERCICIOS

1. La mesa directiva de un club que tiene 50 socios consta de un pre-
sidente, un secretario y un tesorero. Interprétese como funcién la eleccién
de una mesa directiva. ¢Cuél es el dominio y el codominio? Dénse ejem-
plos de algunas de estas funciones.
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2. Interprétese como funcién el resultado de un examen en un grupo
de alumnos. Si las calificaciones son del 0 al 10 y el grupo consta de 15
alumnos describase el dominio, el codominio y dése un ejemplo.

3. Utilizando el simbolo introducido en el ejemplo 7 para denotar fun-
ciones de conjuntos finitos en conjuntos finitos, escribanse todas las funciones
del conjunto 4 = {x,y,z} en el conjunto B = {a, b}. Escribanse también
todas las funciones del conjunto B en el conjunto A.

4. Bajo las mismas condiciones del ejemplo 8 interprétense como fun-
ciones las banderas tricolores. ¢Pueden dibujarse todas y decirse cuantas
hay?

(Los ejercicios siguientes puede omitirlos el lector que haya estudiado
el capxtu]o uno.)

S. Sid={1,2,3,4} y B= {x,9,2}, ¢cudles de los simbolos siguientes
representan funciones de 4 en B? Expliquese por qué.

234)12341234 31 2 4
X Yy z X 9y z z x y z z X vy z

(1 2 3 4 1 2 3 41 1 23 45
X x x x xy v z z Xy x y x
¢ Hay dos funciones iguales en esta lista?

6. Una funcién f: 4 — B se llama constante si a todos los elementos de
4 se les asocia un mismo elemento de B. Por ejemplo si 4 = {1,2,3,4} y

B = {a,b,c,d,e}, la funcién
1 2 3 4
c ¢ ¢ ¢

es una funcién constante. ; Cuantas funciones constantes de 4 en B hay en
este ejemplo? ¢Cuantas funciones constantes hay de B en 47

7. Sea A un conjunto arbitrario no vacio y B un conjunto con n ele-
mentos. ¢ Cuantas funciones constantes hay de 4 en B?

8. Dénse ejemplos de funciones constantes de un conjunto arbitrario
no vacio 4 en Ny de 4 en Z. Obsérvese que cada funcién constante queda
determinada por un niimero de N o de Z, respectivamente.

9. Es frecuente, para funciones, usar figuras como la que sigue para
describir la funcién de 4 = {1,2, 3 4,5} en B = {a,b,c,d} dada por

Figura 2.4
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f(1) =4, f(2) =a, f(3) = b, f{(4) = a, {(5) = d. ;Cuéles de las figuras
siguientes representan funciones de 4 en B? Expliquese por qué. ;Es alguna
de ellas constante?

Figura 2.5

10. Escribanse todos los elementos del producto cartesiano 4 X B si
4 ={1,2}, B= {a,b,c}. Lo mismo para 4 = {1,2,3,4}, B = {a, b}.

11. Extiéndase el ejemplo 5 al caso del producto cartesiano AXBXC
de tres conjuntos 4, By C.

3. FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS
Y BIYECTIVAS *

Definiciones. Sea f:4 — B una funcién de un conjunto 4 en un con-
junto B. Se tienen las siguientes definiciones:

La funcion f es inyectiva si, dados dos elementos arbitrarios a, a’ en A
tales que a 5% a’, entonces f(a) 5= f(a’).

La funcién f es suprayectiva si dado un elemento arbitrario b en B existe
un elemento a en A tal que f(a) = b.

St una funcidn es inyectiva y suprayectiva entonces se dice que es bi-
yectiva.

A continuacién daremos ejemplos que aclaren estas tres definiciones y
mencionaremos varios problemas, en cuya solucién se empleen:

* Este parrafo puede omitirse si ya se ha estudiado previamente el capitulo uno.
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1. Empecemos analizando con més detenimiento el ejemplo 8 del pa-
rrafo anterior. Hay 9 funciones del conjunto 4 = {1, 2} de los lugares en el
conjunto B = {b, v, 7} de los colores. De ellas, las siguientes tres

Ga) Ge) GO

no son inyectivas, pues a los lugares 1 y 2 les corresponde, en cada caso, un
mismo color. No asi las seis funciones restantes del ejemplo. En ellas a los
lugares distintos 1 y 2 les corresponden, en cada caso, colores distintos.

O sea, hablando en los nuevos términos, en el problema del ejemplo 8,
lo que se trata es de encontrar todas las funciones inyectivas del conjunto

A en el conjunto B.
Siguiendo, podemos preguntarnos: ¢qué funciones de las 9 ahi dadas
son suprayectivas? La respuesta es que ninguna de ellas. Por ejemplo en la

12
r b
el elemento v de B no es imagen ni de 1 ni de 2. Es claro que si hay tres
colores y las banderas son bicolores siempre sobrara un color.
2. En el ejercicio 3 del parrafo anterior se vio que hay 8 funciones de

un conjunto 4 = {x,y,2} de tres elementos en un conjunto B = {a, b}
de los elementos. Estas son

x y z x 9 z x Yy z x
a a a a a b a b a b
Xy z x Yy 2z x Yy z
b a b b b a b b b)’
Ninguna de estas es inyectiva. Por ejemplo en la tercera, a los elementos

%,z les corresponde un mismo elemento a.
¢ Cudles de las funciones anteriores son suprayectivas? Todas, menos

x y z Xy z
a a a b b b))’

pues en cada una de las restantes tanto a como b son siempre imdgenes de

algin elemento de 4.
Es conveniente, antes de continuar con los ejemplos, decir en otras

palabras, qué significa que una funcién sea inyectiva y, respectivamente,
suprayectiva,

funcién

Q<

N
N
Pan
| x
S e
SN
N—



56 Cap. 2 CALCULO COMBINATORIO

Una funcién es inyectiva si a elementos distintos del dominio le corres-
ponden elementos distintos del codominio. Dicho aun de otra manera, si
dos elementos x,y del dominio se transforman en un mismo elemento del
codominio, es decir, si f(x) = f(y) entonces forzosamente x = y.

Que una funcién sea suprayectiva significa que todo elemento del codo-
minio es imagen de algin elemento del dominio (puede serlo de mas de
uno).

Por tanto, podemos decir que una funcién es biyectiva si todo elemento
del codominio es imagen de uno y solamente un elemento del dominio.

Continuemos con los ejemplos.

3. La funcién f:Z— Z dada por f(n) = 2n es inyectiva. En efecto, si
m,n€Z y f(m) = f(n) entonces 2m = 2n, de donde m = n.

Esta funcién no es suprayectiva. Por ejemplo, 7 no es imagen de ningin
elemento de Z, pues si f(m) =7, 2m =7 y m = 7/2 seria un entero, lo
cual no es cierto. De hecho, ningin entero impar es imagen bajo f de algin
clemento de Z.

4. Si A= {a,b,c}, B= {x,9,2}, la funcién

: a b ¢
£ zZ x 9

es inyectiva y suprayectiva, Podemos decir entonces que esta funcién es bi-
yectiva, (Como comentario podemos afirmar que las funciones de los ejem-
plos 1, 2 y 3 no son biyectivas, pues o bien no son inyectivas o no son supra-
yectivas. )

5. La funcién f:Z-> Z dada por f(n) = n + 1 es biyectiva.

En efecto, f es inyectiva, pues si f(m) = f(n), entonces m + 1 =n + 1,
de donde m = n. Ademds es suprayectiva, pues si n es un elemento arbi-
trario del codominio, es decir, si n €Z, existe un elemento en el dominio, a
saber, n—1€Z tal que f(n—1) = (n—1) +1=n.

6. La funcién f:N — N dada por la misma férmula del ejemplo ante-
rior, es decir, por f(n) = n + 1 es inyectiva pero no suprayectiva. La
demostracién de que es inyectiva es igual que antes. No es suprayectiva,
pues siendo N = {1,2,3, -+ -}, no hay en N ningin elemento de n tal que
f(n) = 1.

7. Si A es un conjunto arbitrario, podemos siempre definir una funcién
de A en A, llamada la funcién idéntica y que se denota por 1,:4 — A4 aso-
ciando a cada elemento de 4 el mismo, es decir, 1,(a) = a para toda
a € A. Esta funcién es evidentemente biyectiva.,

Si f:A4— B es una funcién de 4 en B es usual llamar imagen de f al
conjunto de todos los elementos de B que sean imagen, bajo f, de algin
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elemento de 4. Por ejemplo si f:Z—> Z es la funcién dada por f(n) = 2n,
la imagen de f es el conjunto de todos los nimeros pares.

Con este lenguaje podemos decir que una funcién es suprayectiva si su
imagen es igual a todo el codominio.

EJERCICIOS

1. Sea A4 = {a,b,¢,d}, B= {1,2,3,4}. ;Cuéles de las funciones si-
guientes son inyectivas, suprayectivas o biyectivas?

abcd(abcd)(abcd(abcd)
<1324)1312 1 1 11 2 31 4)°

2. Para los conjuntos 4 y B del ejercicio anterior, ¢se puede encontrar
una funcién que sea inyectiva pero no suprayectiva?

3. Sean 4 un conjunto con m elementos y B un conjunto con 7 ele-
mentos tales que existe una funcién inyectiva f:4 — B. ;Qué relacién de
orden existe entre m y n?

4. Sean A y B como en el ejercicio anterior, pero tales que existe ahora
una funcién suprayectiva f: 4 — B. ¢Qué relaciéon de orden hay entre m

n?
Y 5. Si A y B son como en los dos ejercicios anteriores y existe una
funcién biyectiva f: 4 — B, ¢;cémo son m y n?

6. Sea f:Z—Z la funcién dada por f(n) = 2n — 3. ;Es inyectiva
esta funcién? ¢ Es suprayectiva?

7. Sea f:IN— N la funcién dada por f(n) = n + 5. ;Es inyectiva esta
funcién? ;Es suprayectiva?

8. Sea f:Z— Z la funcién dada por f(n) = n + 5. ;Es inyectiva esta
funcién?

4. ORDENACIONES, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

En el primer parrafo de este capitulo se introdujeron, de una manera
un tanto informal, los conceptos de ordenaciones con repeticién, ordena-
ciones, etc. Ahora definiremos estos conceptos y ademdas demostraremos las
férmulas para calcular los nimeros OR™, O™y C™.

Ordenaciones con repeticién. Designaremos de aqui en adelante con
I, al conjunto de los m primeros niimeros naturales, es decir,

I.={1,2,---,m}.

Sea A un conjunto con n elementos. Las ordenaciones con repeticion de
los elementos de A tomados de m en m son las funciones f:1, — A.

Revisemos algunos ejemplos:
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1. En el ejemplo 2 del parrafo 1 se consideraron las sefiales formadas
con los sonidos ., —. Estas sefiales pueden considerarse como ordenacio-
nes con repeticién de los objetos ., —. Por ejemplo, las sefiales de tres
sonidos seran las ordenaciones con repeticién de dichos sonidos tomados de
tres en tres, Escritos en forma de funciones, estas son:

) I G ) I ot I
(L2229 (L22)

2. Las ordenaciones con repeticién de los elementos del conjunto {x, y, z}
tomados de dos en dos son las funciones de I, en 4, es decir,

1 2 1 2) 1 2 1 2 1 2)

3 I 9 B ) I o
1 2 <1 2 I 2 (1 2
G2 GGy G

Estas ordenaciones con repeticién no son otra cosa, més que las parejas
ordenadas de elementos de 4. Ellas constituyen el producto cartesiano 4 X A4
y se les acostumbra denotar simplemente con (x, x), (x,9), etcétera.

En forma analoga, a las ordenaciones con repeticién de los elementos
de A tomados de tres en tres se les suele llamar ternas (ordenadas, desde
luego) de elementos de 4.

En general, a las ordenaciones con repeticién de elementos de 4 tomados
de m en m se les llama familias de m elementos de A o también sucesiones

finitas de m elementos (de 4).
Cuando se usa esta terminologia, es frecuente escribir, en lugar de la

funcién
123 -+ n
abc -+ .
simplemente (a, b, ¢, ***).

El producto cartesiano A X +++ X A = A™ de m veces 4 consta de todas
las familias de m elementos de A4.

OR:‘. Como en la seccién 1, este simbolo denota el nimero de ordena-
ciones con repeticién de un conjunto 4 de n elementos tomados de m en m,
es decir, el nimero de elementos del producto cartesiano 4™,

Demostraremos aqui que OR™ = n™ Para que sea mas clara la de-

mostracién conviene analizar primero un ejemplo.
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3. Sea 4 un conjunto, digamos, de 10 elementos y a,b dos elementos
de A. Nos preguntamos lo siguiente: ;Cuantas funciones f:Is — A hay,
tales que

f(1) =a, {(2) = b?

Cada una de estas funciones que buscamos tiene ya su valor determinado
para 1 y para 2 y por lo tanto queda unicamente por determinar su va-
lor para 3; pero ya que a 3 podemos asociarle cualquier valor de 4 y 4 tiene
10 elementos, habra exactamente 10 de estos.

Esto podemos expresarlo diciendo que hay 10 funciones de I; en 4 que
extienden a la funcién de I, en 4 dada por 1 |- a, 2 |- b. (También deci-
mos que la funcién de I; —> A restringida a I, CI; es 1 |——) a, 2 |—> b.)

Demostraremos ahora que:

OR™ = nOR™:,

En efecto, si 4 tiene n elementos y f:I,; = A es una funcién, como en el
ejemplo de antes, habrd n funciones de I, > 4 que extienden a f. Es decir,
por cada funcién de I,-, en 4 hay n funciones diferentes de I, en 4, lo cual
demuestra la férmula,

La demostracién de que OR™ = n™ es ahora muy facil. En primer lu-

gar, OR! = n pues I, = {1} y cada funcién queda determinada por un ele-

mento de 4. Supongamos la férmula cierta para m— 1, es decir, que ont =

n™1, Entonces OR': = nOR™! = np™1 = pm,
n

Ordenaciones. Como antes, sea I, = {1,2,+++,m} y 4 un conjunto
con n elementos. Las ordenaciones de los elementos de A tomados de m en
m son las funciones inyectivas de I, en A.

Las ordenaciones son casos especiales de las ordenaciones con repeticién
pero no reciprocamente, pues estas Gltimas son funciones no necesariamente
inyectivas,

Un ejemplo ilustrativo:

4. Las palabras de tres letras distintas formadas con el alfabeto 4 = {aq,
b, c,d, e} son las ordenaciones de 4 tomadas de tres en tres, pues cada una
de ellas es, en efecto, una funcién inyectiva de I; en 4. Por ejemplo la
palabra eda es la funcién
1 2 3
(e d a)'

O7. Para demostrar que el nimero de ordenaciones de un conjunto
4 con n elementos tomados de m en m es
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Or=n(n—1) -+ (n—m+1)

seguiremos un razonamiento analogo al utilizado para probar la férmula de
la seccién anterior.
Empecemos, como antes, con un ejemplo.

5. Sea, como en el ejemplo 4, 4 = {a, b, ¢, d, ¢}. Consideremos una fun-
cién inyectiva f:I, — A, por ejemplo

1 2)

e dJ’
Nos preguntamos ahora: ;Cuéntas funciones inyectivas hay de I; - 4 tales
que en 1 y 2 coincidan con f?

1 2 3

e d x

Si
es una funcién inyectiva de I; en 4, x puede ser cualquier elemento de 4,
excepto e, d, es decir cualquiera de las 5 — 2 = 3 letras restantes:

1 23 1 2 3 1 2 3
e d a)’ e d b)’ e d ¢)’
Resumiendo, por cada funcién inyectiva de I. = 4 hay 3 funciones inyec-

tivas de I, —»> 4.
Este ejemplo nos sirve para ilustrar la demostracién de que

O™ = (n—m+1) O™,

En efecto, si f:I,-1 — A es una funcién inyectiva, esta puede extenderse
a una funcién inyectiva de I, - 4 de n— (m—1) maneras distintas, pues al
elemento n de I, le podemos asociar cualquier elemento de A, excepto
los elementos m—1 de 4:f(1), f(2), ..., f(m—1); (estos son distintos, pues
f es inyectiva). Asi pues, por cada funcién inyectiva de In-, en 4 hay
n—(m—1) = n—m+1 funciones inyectivas distintas de I, en 4, lo cual
prueba la férmula.

Finalmente, es evidente que O! = n. Entonces, segin la férmula ante-
rior, Oi = (n-—-2+1)0; = (n—1)n = n(n—1). Si suponemos, inductiva-
mente, que

Omt=n(n—1) - (n—(m—=1)+1) =

=n(n—1) - (n—m+2),
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tenemos que
om

n

(n—m+1)0™,

de donde
Om

n(n—1) ... (n—m+2)(n—m+1),

que es la férmula que se queria probar.

Permutaciones. Las permutaciones de un conjunto A son las funciones

biyectivas de A en A.
Si 4 es un conjunto finito, toda funcién inyectiva de 4 en A es biyec-

tiva.*
Sea A = {a,, ***,as} y f:A—> 4 una permutaciéon de 4. Entonces po-
demos identificar la permutacién f con la ordenacién g:I, —> 4 dada por

g(1) = f(a), -+, g(n) = f(as).

Por ejemplo, si 4 = {a, b, ¢}, las 6 permutaciones de 4 son
a b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢
a b ¢ a ¢ b b a ¢ b ¢ a
a b ¢ a b ¢
c a b ¢ b a
las cuales pueden identificarse con las ordenaciones de 4 tomadas de 3 en 3:
1 23 1 2 3) 1 2 3 1 2 3
a b ¢ a ¢ b b a ¢ b ¢ a
1 2 3 1 23
\¢ a b ¢c b a
Si P, indica el nimero de permutaciones de un conjunto con n ele-
mentos, se tiene entonces

P,=0"=12---n=nl

Combinaciones. Como se dijo en el parrafo 1, si 4 es un conjunto con
n elementos, las combinaciones de los elementos de A tomados de m en m
son los subconjuntos de A que consten de m elementos. (Suponemos 0 = m
=n.)

Si C:’: indica el nimero de combinaciones de los elementos de 4 tomados

de m en m probaremos ahora que
m = Om
C"Pp = OT.

* Esta propiedad puede tomarse como caracteristica de los conjuntos finitos.
(Véase el ejemplo 4 pig. 56 y los ejercicios 1, 2, 3, 4, 5 y 7 de la pag. 57.)
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Sea S el conjunto de todas las ordenaciones de los elementos de 4 toma-
dos de m en m y T el conjunto de todas las combinaciones de los elementos
de 4 tomados también de m en m. (El nimero de elementos de S es O™

y el de T es C™.) Asociemos ahora a cada ordenacién una combinacién
en la forma siguiente:

1 2 cee
( _“Zlm)%{anaz; “':a“m}-

a; Q

Esto determina una funcién § — T que es evidentemente suprayectiva.
Ademas hay exactamente P,, ordenaciones a las que corresponde la misma
combinacién. Por ejemplo, si m = 3, a las seis ordenaciones

1 2 3 1 3 1 3 1 23
(a b c) (a b) (b c) (b c a)
1 3 1 3
(c b) (c a)
les corresponde la combinacién {a, b, ¢}. Por tanto, el nimero de elementos
de § es igual a P,, veces el niumero de elementos de T', lo que quiere decir que

O™ = CmP,,

De esta fé6rmula se obtiene

QNN SN
SN QN

" _n(n—l) cee (n—m+1)

» m!

pues O" =n(n—1) -+ (n—=m+1) y Ppn=m!
A los ntimeros de la forma C: se les acostumbra llamar coeficientes

binomiales pues aparecen como coeficientes en el desarrollo de la férmula
del binomio de Newton:

(a+8)" = Coa™ + Cla™b + C2a™2bt -+- + C"b.

( C: = 1), pues es el nimero de subconjuntos de 4 que no tienen elementos

de los cuales hay uno solo, el conjunto vacio ¢.

€2 = C*™. Para demostrar esta relacién consideremos un conjunto 4
con n elementos. Sea S el conjunto de todas las combinaciones de los ele-
mentos de 4 tomados de m en m y T el conjunto de todas las combinaciones
de los elementos de 4 tomados de n—m en n—m. La funcién de S en T que
asocia a cada combinacién su complemento es claramente biyectiva. Por
consiguiente, el nimero de elementos de S, es decir, C™, es igual al de ele-

mentos de T', que es C"", con lo cual queda probada la férmula.
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C+C +C+ --- + C = 2% Observemos primero que la suma del
lado izquierdo de la igualdad es el nimero total de subconjuntos de un
conjunto 4 con n elementos, pues C™ es el niimero de subconjuntos de 4

con m elementos y m varia de 0 a n.
Para demostrar esta relacién consideremos el conjunto 4 = {1,2, -+, n}.
A cada subconjunto B de 4 asociemos una funcién,

fB:A’é{€a E}
en la forma siguiente:
_J€ si x€EB
fa(x) {g si x¢B

(fs se llama la funcidn caracteristica del subconjunto B, pues dada la fun-
cién, el conjunto B queda ya determinado). Esto establece una correspon-
dencia biyectiva entre los subconjuntos de A4 y las funciones de 4 en
{ €, €}. Por lo tanto el niimero total de subconjuntos de 4, es decir, C? +

C! + -+ C" es igual al nimero de funciones de 4 en {€, ¢} que es 2%,
con Jo cual queda probada la férmula.

Férmula del tridngulo de Pascal.
Esta férmula es:
Ct+Cr=Cr.
n n n+1
Para su demostracién consideremos el conjunto con n + 1 elementos
4={1,2,...,n,n + 1}. Los C7 . subconjuntos de 4 con 7 elementos po-
demos clasificarlos en dos tipos:
a) los que no contienen al elemento n+1, de los cuales hay C7;

.. b) los que contienen a n+1. Estos estdn determinados por los subcon-
juntos de A’ = {1,2, --+,n} con r—1 elementos, de los cuales hay
Cr-l
.
Por consiguiente C* = C* + C"1,
n+l n "
Esta férmula permite escribir el tridngulo de Pascal,

Co
0
c° ¢
11
COCIC2
2 2
CoCrC?C?
3 3 3 3
CoCrC2 3 Ct
4 4 T2 4
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en el cual cada nimero C7  esigual alasumade C7 que se encuentra en
el renglén anterior y en la misma columna, y de C’-* que se encuentra a la
izquierda de C’. Por ejemplo, G2 = C?+ C}, C2=C?+ C'. (Los de
la primera columna, C?° valen todos 1 y el Gltimo niimero de cada renglén,
es decir, C: vale 1 también.) Podemos de esta manera escribir el tridngulo

de Pascal:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

5. PROBLEMAS

1. ¢Cuéntos nimeros telefénicos de seis cifras hay que comiencen con
1, 2,3, 4067

Respuesta: 500 000.

2. ¢Cuéntas banderas tricolores pueden formarse con siete colores dis-
tintos?

Respuesta: 210.

3. ¢Cuantas placas de automévil pueden hacerse que consten de dos
letras y tres cifras? (Considérense 27 letras.)

Respuesta: 729 000.

4. ;Cuantas placas de automévil hay que consten de dos letras y tres
cifras si la primera letra es la 4 y la segunda una letra dela 4 a la F?

Respuesta: 6 000.

5. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una comisién formada
por cuatro. ¢De cuantas maneras se puede seleccionar dicha comisién?

Respuesta: 27 405.
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6. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una mesa directiva que
conste de un presidente, un secretario, un tesorero y un vocal. ¢De cuantas
maneras se puede hacer la seleccién?

Respuesta: 657 720.

7. Entre un grupo de 30 personas se debe elegir una mesa directiva
que conste de un presidente, un secretario y dos vocales. ; Cuantas maneras
hay de hacer la seleccién?

Respuesta: 328 860.

8. ¢Cuantas placas de 7 cifras distintas pueden formarse si la primera,
la cuarta y la séptima deben ser cifras impares?

Respuesta: 50 400. v

9. ¢Cudantos subconjuntos con 3 elementos hay del conjunto 4 = {a,
b,c,d, e}, tales que contengan al elemento a? Escribalos.

Respuesta: 6.

Observacion al problema 9. Una forma conveniente de resolver este pro-
blema es la siguiente:
El nimero de subconjuntos BC A tales que

a) B tenga 3 elementos, y
b) a€B

es igual al ntimero de subconjuntos B'C4* = {b, ¢, d, ¢} tales que B’ tenga
2 elementes. Este Gltimo es C? y por consiguiente el resultado del proble-

ma es C§= 6.

10. ¢ Cuantos subconjuntos hay del conjunto 4 = {a, b, c, d, ¢} tales que
contengan al elemento a?

Respuesta:  16.

Observacién al problema 10. Como en el problema 9, los subconjuntos
de A que contienen al elemento a son los subconjuntos de A’ = {b, ¢, d, e}
a los que se ha agregado el elemento a.

11. Sea A un conjunto con n clementos (n ==4) y @ un elemento de 4.
¢ Cuantos subconjuntos de 4 con 4 elementos hay tales que contengan al
elemento a?

. 3
Respuesta:  C® |
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12. ¢Cuéantos subconjuntos con cuatro elementos habran del conjunto
A = {a,b,c,d, e} tales que contengan a los elementos a y b? Escribalos
todos.

Respuesta: C2.
3

13. Sea 4 un conjunto con n elementos y B un subconjunto de 4 con r
elementos. ¢ Cuantos subconjuntos § de 4 hay con m elementos, tales que
S contenga a B? (n=m =r.)

Respuesta: C™.
n-r

14. ¢Cuantos subconjuntos con 3 elementos hay del conjunto {a,b,c,
é ) Y ]
d, e} tales que contengan al elemento a o al elemento b (pero no a ambos) ?

Respuesta: 6.

SoLuciON. Segin se vio en los problemas anteriores, hay 6 subconjuntos
que contienen a a, de los cuales tres contienen a {a, b}. Por lo tanto, hay
6—3 = 3 que contienen a a pero no a b. Anilogamente, hay 3 que
contienen a b pero no a a. Por lo tanto el resultado es 3 + 3 = 6.

15. De un grupo de 30 personas debe “elegirse” un comité de cuatro
miembros. Pero, por ciertas razones, en él debe figurar forzosamente Don
Perpetuo o su hermano, pero no los dos, pues “se veria mal”. C'Cua’mto.s
comités pueden resultar ‘“electos”?

Respuesta: 2(C? -C?).
29 28
16. Consideremos una baraja simplificada con seis cartas numeradas

del 1 al 3 y con dos palos tinicamente: corazones y diamantes. ¢ Cuantas
manos de tres cartas hay que no tengan dos cartas con el mismo niimero?

Respuesta: 8.

OBSERVACIONES Y SOLUCION. Esta baraja puede considerarse como el pro-
ducto cartesiano de los conjuntos § = {1, 2,3} y T = {', ‘ }
Una mano de 3 cartas sin cartas del mismo nimero es un subconjunto
de 3 elementos de $ X T, tal que no tiene dos elementos en la misma columna.
Contemos primero cuantas “manos ordenadas” hay, es decir, cuintas fun-
ciones f:I; = {1,2,3} =8 X T hay cuya imagen satisfaga las condiciones
del problema. El valor f(1) puede ser cualquiera de las 6 cartas. Para que
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la condicién del problema se satisfaga, f(2) puede ser una de las 4 cartas
que no estén en la columna en donde estd f(1) (pues en caso contrario
habria 2 cartas con el mismo ntmero). f(3) puede después ser cualquiera
de las 2 cartas que no estén en la columna en donde se encuentran las cartas
f(1) y f(2). Por tanto el nimero de “manos ordenadas” es 6 X 4 X 2.
Ahora bien, por cada mano de 3 cartas se pueden formar 3! “manos orde-
6 X4X2

1X2X3

17. Sean § y T dos conjuntos con s y t elementos, respectivamente.
Sea p:8 X T —> § la proyeccién [es decir, la funcién dada por p(x,y) = «,
en donde (x,y) €S X T]. Sea, como antes, I,, = {1,2,---,m} y supon-
gamos que m=y. ;Cuintas funciones f:I,,—> S X T hay tales que la
composicién

nadas” de 3 cartas, por lo cual la solucién del problema es

I,5sxT5s

sea inyectiva?

SoLucioN. El razonamiento es anilogo al del célculo de las “manos orde-
nadas” del ejercicio anterior. En efecto, f(1) = (x1,9:) puede ser cual-
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quiera de los rs elementos de § X 7. f(2) = (x2, ) puede ser cualquier
elemento de § X T excepto aquellos para los que x, = x, [pues en caso
contrario, ya que pf(1) = (1, 31) = %5, 1(2) = p(¥2,92) = 2 pf(1)
seria igual a pf(2), contra la hipétesis de que pf es inyectiva]. Por lo
tanto f(2) puede tomar fs — ¢ = ¢(s—1) valores, Continuando el proce-
dimiento obtenemos finalmente que f(m) puede tomar ¢(s—m+1) va-
lores. Por consiguiente la solucién es tst(s—1)t(s—2) -+ -t(s—m+1) =
tmom,

8

18. Con las barajas del ejercicio 16, ¢cuintas manos de 3 cartas hay
que tengan dos cartas del mismo nimero?

Respuesta: C* — 8 = 12.
6

SucereNcia. Réstese del total de manos posibles de 3 cartas aquellas en
las que no haya ntGmeros repetidos.

19. Con las mismas barajas, ¢ cudntas manos de tres cartas hay que ten-
gan exactamente un par?

Respuesta: 12.

SoLuciON. Sea M el conjunto de manos que tienen exactamente un par y
= {1, 2, 3}. Consideremos la funcién F: M — S que asocia a cada una

de estas manos el nimero de las cartas que forman el par en dicha mano.
{Por ejemplo, a la mano (1,'), (3,'), (3, ‘) le asociamos el 3.]

F es evidentemente suprayectiva. ;Cuéntas manos hay que bajo F les
corresponde el mismo nimero? Evidentemente 4. Por tanto, el niimero
de elementos de M es igual al nimero de elementos de S multiplicado
por 4, es decir, 3 X 4 = 12, '

20. La baraja completa consta de 52 cartas (13 “niimeros”: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,9,10, J, Q, Ky 4 palos: ¢, ¢ ,4p , ). Una mano de péker

consta de cinco cartas. ; Cudntas manos posibles de péker hay?

Respuesta: C3, = 2598 960.

21. ¢Cuéantas manos de péker hay que no tengan dos cartas del mismo
namero?

Respuesta:  4°C5 = 1317 888.
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22. ;Cuintas manos de pdker habra en las que aparezcan por lo menos
dos cartas del mismo nimero?

Respuesta: C:2—450;’3 = 1281072,

23. ¢Cuintas manos de péker hay que tengan exactamente un par?
(Es decir, que tengan dos cartas y solamente dos de un mismo namero.)
(Véase el ejercicio 19.)

Respuesta:  13C*-4C3 = 68 640.
4 12

24. ;Cuintas manos de péker hay que tengan exactamente dos pares
(distintos) ?
Respuesta: 44 (C?)*-C} = 44928.

25. ¢Cuantas manos de poker hay que tengan al menos tres cartas del
mismo niamero?
Respuesta: 13C3C* + 13C* = 52 280.
4 48 48

26. Cuintas manos de pdker hay que tengan exactamente una tercia
(y que no sea ful)?

Respuesta:  13C34*C% = 54 912.

27. ¢Cuéantas manos de poker hay que tengan ful? (Es decir, un par
y una tercia.)

Respuesta: 13CilZCi = 3 744.

28. ¢Cuintas manos de péker hay que tengan péker? (Es decir, que
haya 4 cartas del mismo namero.)

Respuesta: 130:8 = 624.

29. ¢Cuintas manos de poéker hay en que las cinco cartas sean del
mismo palo? (Se llama flor o “flux”.)

Respuesta: 4—Ci‘3 = 5 148.

30. ¢Cuintas manos de péker hay en que las cinco cartas tengan ni-

meros consecutivos? (Se llama “corrida”. OBsERVACION: la numeracidén
10, J, Q, K, 1 se considera también una corrida.)

Respuesta: 10 X 45 = 10 240.
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31. ;Cuantas manos de péker hay que sean “flor imperial”’? (Es decir,
que sea flor y corrida.)

Respuesta: 40.

32. ;Cuantas diagonales se pueden trazar en un pentigono regular?

Respuesta: 5.

33. ¢Cuantas diagonales se pueden trazar en un poligono regular de n
lados?
n*—3n

Respuesta: Ci—n= 5

34. En el dominé hay 28 fichas, de las cuales 7 son dobles. Una mano
consta de 7 fichas. ¢ Cudntas manos posibles de dominé hay?

35. ¢Cuéntas manos de dominé hay que tengan exactamente cuatro
fichas dobles?

Respuesta: C*C®* = 46 550.
7 21

36. ¢Cuantas manos de dominé hay que tengan por lo menos tres fichas
dobles?

Respuesta:  C3C3 = 260 543.
37. Pruébese que si la composicién fg de dos funciones
4585¢
fe
es inyectiva, entonces g es inyectiva.

SorucidN. Si g no fuera inyectiva existirian dos elementos distintos x, x
en A4 tales que g(x) = g(a’). Pero entonces f(g(x)) = f(g(x")), es decir,
(fg) (x) = (fg) (") con x =~ x" y la composicién fg no seria inyectiva,
contra la hipétesis.

38. Pruébese que si la composicién fg de dos funciones, como en el
ejercicio anterior, es suprayectiva, entonces f es también suprayectiva.
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39. Sea f:4 —> B una funcién suprayectiva y g, h:B— C dos funciones.
Demuéstrese que si gf = hf, entonces g = h.

SoruciéN,  Sea b € B arbitrario. Por ser f suprayectiva, existe un elemento de
4 tal que b = f(a). Ya que gf = hf, se tiene que (gf) (a) = (hf) (a),
es decir, g(f(a)) = h(f(a)), de donde g(b) = h(b).Porlo tanto g = .

40. Sean g, h:4 — B dos funciones y f:B— C una funcién inyectiva.
Demuéstrese que si fg = fh entonces g = h.






Espacios
vectoriales

1. EL ESPACIO VECTORIAL R

EL concepto de espacio vectorial puede ilustrarse en el plano cartesiano.
Llamamos plano cartesiano real al plano “de la geometria analitica”, es
decir, al producto cartesiano R X R de los reales por si mismos. Los ele-
mentos de R X R son las parejas ordenadas (a, b) de nuneros reales. Estas
se representan como puntos:

(a,b,)

(0,0)

Figura 3.1
73
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Escribimos R? en lugar de R X R vy, en general; R" en lugar de R X
R X -+ X R (n factores).

A los elementos de R?, es decir, a los puntos del plano les llamaremos
ahora vectores y, para seguir la costumbre, a los nimeros reales les llama-
remos escalares.

En R? introducimos las operaciones siguientes:

Suma de vectores:

(a,b) + (¢, d) = (a+c,b+d), ((a,b), (c,d) ER?).

Producto de un escalar por un vector:
A(a,b) = (Aa, \b). (LER, (a,b) €ER?).

Al referirnos a un vector (a, b) diremos que a es la primera coordenada
(o abscisa) de (a,b) y que b es la segunda coordenada (u ordenada) del
mismo. Con este lenguaje, las operaciones que acabamos de definir pueden
describirse asi:

La suma de dos vectores es el vector cuyas coordenadas son la suma de las
coordenadas respectivas de los sumandos.

El producto de un escalar por un vector es el vector cuyas coordenadas
son el producto del escalar por las coordenadas del vector dado.

Por ejemplo:

(1,2) + (=1,3) = (0,5) 3(1,2) = (3,6)
(0,0) +(2,3) = (2,3) (=1)(3, =2) = (-3,2)
(=1,2) + (1, -2) = (0,0) a(1,0) = (a,0)
(1,0) +(0,1) = (1,1) b(0,1) = (0, )
(a,0) + (0,5) = (a,b) 0(a,b) = (0,0).

Tenemos también que

(a,b) = a(1,0) + 5(0, 1).

Interpretacion geométrica de la adicién.
Recordemos los dos siguientes resultados:

1. Si las diagonales de un cuadrildtero se intersecan en su punto medio,
entonces el cuadrilatero es un paralelogramo:
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Figura 3.2

2. Si 4y = (x;,9,) y 42 = (%2, 2) son dos puntos del plano, entonces
el punto medio del segmento 4,4, es

_(*1t+ % y1+'y2)
M (Mz Al

Yz $= A,

Y1ty p————————

Y1 p——

[l

.
Xy +x,
X1 X2
2
Figura 3.3

Veremos ahora la interpretaciéon geométrica de la adicién de vectores.
Sean P = (a,b), Q = (¢,d) y R =P+ Q, es decir, R = (a+c, b+d).
Consideremos el cuadrilatero OPRQ:
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Figura 3.4
El punto medio de OR es (a + ; +0 s b+ ; + 0). El punto medio de PQ
at+c b+d ' , : .
es ( 5> —5 ) por lo que vemos que las diagonales tienen el mismo

punto medio. Por tanto, el cuadrilitero es un paralelogramo.
Si al representar los vectores en el plano dibujamos flechas que vayan
del origen O al punto respectivo, como se ilustra en la siguiente figura,

Figura 3.5
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entonces podemos describir la adicién diciendo que la suma de dos vectores
P y Q es el vector determinado por la diagonal del paralelogramo de lados
0P y 00.

Interpretacion del producte de un escalar por un vector.
Recordemos dos resultados:

1. La distancia d(4;, 4;) entre los puntos 4; = (%3, %) y 42 = (%2, 92)
es

d(dsy, Az) =/ (%—xz)? + (y—y2) %

2. Si 4, By C son tres puntos del plano, entonces B estd en el segmento
AC si y solamente si
d(A,B) + d(B,C) = d(4,C).

d(A, B)
Figura 3.6

Veremos ahora el significado geométrico del producto de un escalar A
por un vector P = (a,b).

Si P= O = (0,0), entonces AO = O para toda X.

Supongamos ahora que P~ 0 y sea Q = AP, Demostraremos que

1. Si A1, P est4 en el segmento OQ.
2. Si 0==1=1, Q est4 en el segmento OP.
3. Si A=0, O ests en el segmento PQ.

) \ }

Figura 3.7
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Denotemos con ¢ a la distancia d(O, P), es decir,

d(O,P) = Va® + b* = ¢.
Entonces

d(0,Q) = d(O,AP) = \/mz = VW"'—bz) _
= [\[Va* + b* = |A¢

d(P,Q) = V(a=Xra)? + (b—xrb)% = \/(1—L)%(a® + b?)
= |1=AVa* + b2 = |[1—-)e.
Veamos ahora los tres casos:
Caso 1. Porser A=1, |A\] = Ay |I—A] = A—1. Entonces
d(O,P) + d(P,Q) = ¢+ (A—1)c = X = d(0,Q),
de donde, P €0Q.
Caso 2. Si0=A=1, |A\| =)y [1=A] = 1—)\. Por consiguiente,
d(0,Q) +d(Q,P) =X+ (1-A)¢c =¢=d(0,P),
de donde, Q € OP.
Caso 3. SiA=0, [A\| = =X y |I—A] = 1—A\. Por consiguiente,
d(Q,0) + d(O,P) =xc+c¢c= (1-N)e=d(P,Q),
de donde, O €QP.

>

En todos los casos tenemos que el punto AP pertenece a la recta OP.

EJERCICIOS

1. Encuéntrense las sumas de los vectores indicados y marquense en el
plano los vectores sumandos, asi como el vector suma:

(=1, =2) +(=3,4) (3,2) + (=1, =3) +(=2,1)

3 4 12 2 1 1 3 51
@3+ (-2 (-33)+G3)*G3)
2. Compruébese que si P = (—1,2) y Q = (3,5) entonces P + Q =
Q + P. Demuéstrese que esta propiedad conmutativa es cierta para cual-

quier pareja de vectores P = (a,b) y Q = (¢, d).

3. Demuéstrese que si P, Q y R son tres vectores arbitrarios entonces
(P+Q) + R=P+ (Q+R).
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4. Resuélvanse las ecuaciones
(3:1) + (x:y) = (2: 3) (aib) + (x:y) = (C:d)
(a,1) + (xy) = (=3,8)  (%y) + (ab) = (0,0)
5. Si OPRQ es un paralelogramo y P = (1,2), R = (—1,3), cal-
ctlense las coordenadas de Q
6. Sean P, = (—1,2), P, = (— 1), L, la recta que pasa por P
paralela a la recta OP, y L2 la recta que pasa por P, paralela a la recta
OPI ¢En qué punto se intersecan las rectas L, y L,? Hagase una figura.

7. Calctlese
V2 (VQ yéz)+ 3(—1, —1) tan a(cos @, csca)
=1 5
V(L )+ -0 (D) + (e
8. Pruébese que si P es un vector cualquiera y O = (0,0), entonces
P+ (—-1)P=0.
Al vector (—1)P se le denota simplemente — P, Por lo anterior —P tiene la
propiedad de que
P+ (=P) = 0.
9. Pruébese que
—(P+Q) = (=P) + (—Q)
10. SiP=(2,~-1),0 =(-3,2),A , » = —1 compruébese que
(P+Q) = AP + AQ

A

(A+p)P = AP + pP
(Au) P = M(uP).

Demuéstrese que estas tres propiedades son vilidas para P, Q, A y u arbi-

(1,0), E; = (0,1) y P = (a,b) pruébese que

trarios.

P = aE, +bE,.

12. Dibijese en el plano R? los vectores
“"%E]_ + 2E2 —2E1—3E2,

3E, + 5E,
13. Pruébese que el eje de las abscisas consiste de todos los vectores de
In forma aE, con a en R. ;Qué puede decirse del eje de las ordenadas?
(1,—2) indiquense en el plano los puntos AP para los siguien-
= —1.

14, SiP=
tes valores de A:
A=0, A=% A=3 rx=-2 A=1
2,1) encuéntrese A tal que Q = AP.
= AP?

15. SiP=(4,-2) y Q= (-
Si P=(4,-2) vy Q= (1,2) cpuede encontrarse A tal que Q

Expliquese por qué
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16. Encuéntrese un nimero real A tal que
MVE VT = (-2 ).
V2 V2
17. Resuélvanse las ecuaciones:

3(x,9) + (=1, -2) = (=41)

a(x,y) + (a% ab) = (a,b) (a5=0)
aX+B=C (a5=0, X, By C vectores).
18. Resuélvase la ecuacién:
x(3,1) +9(2,4) = (-3,2) (x,yER)

19. ;Tiene solucién la ecuacién siguiente?
x(6,3) +y(2,4) = (1,1).

2. EL ESPACIO VECTORIAL R*

Ahora generalizaremos lo que acabamos de estudiar.

DEFINICION:  El espacio vectorial R" consta del conjunto de todas las colec-
ciones ordenadas de n nimeros reales

(ah A2y 20 a‘»)
y las operaciones siguientes:

(@1, @ay <y @) + (b1, by -+, b)) = (@1 +by, + ap+bsy - .-, ant+by)
M@y, Gz, ooy @n) = (A@y, M@, -+, Aay). (A ER)

A los elementos (ay, az, -+ -, a,) de R" los llamaremos vectores y, como
antes, a los nimeros reales, escalares,

Observemos que, como en el caso especial de R? que antes analizamos,
la suma de vectores se efectia sumando las coordenadas correspondientes
y €l producto de un escalar por un vector se obtiene multiplicando el escalar
por cada una de las coordenadas del vector.

Estas operaciones, como en el caso de R?, cumplen una serie de propie-
dades, entre las cuales mencionaremos las basicas:

1. La adicién es asociativa, es decir, si 4, By C son vectores en R",

entonces
(A+B) + C =4 + (B+C).

2. La adicién es conmutativa, es decir, si 4 y B son vectores en R",
entonces

A+ B=B+ A.
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3. Existe un elemento neutro (Gnico) en R* para la adicién. Este es el
vector (0,0, ...,0) que, cuando no haya confusién, denotaremos simple-
mente con 0. Este tiene la propiedad de que

0+4=4
para cualquier 4 en R”.

4. Existe en R* el inverso aditive (también llamado el negativo) de
cada vector de R, Si 4 es un vector, al inverso aditivo se le denota —A.
Si 4 = (ay,a...,a,) entonces —4 = (—a,, —ay, -.., —a,). La propie-
dad de —4 es que

A+ (—-4)=0

[en donde, como en la propiedad 3, 0 = (0,0, ...,0)].
5. Si A€R*y A, p€ER,

AMpd) = (Ap) 4.
6. Si 4y BER" y A€R,
M(A+B) = A + AB.
7. Si AER y M, n€ER,
| (Mp)A = A4 + pA.

8 14A=A4y (—1)A = —A para todo 4 ER™

9. 04 =0 (aqui el primer O es el cero de R y el segundo es el vector
0= (0:0) "'90)'

10. A4 = 0 implica A = 0, o bien 4 = 0.

La demostracién de estas propiedades es directa y se deja como ejercicio.
Como ejemplo, demostraremos aqui dos de ellas, la 7 y la 10.

(A+p)d = (A u)(ay, az, -+, an)
= ((Ap)ay, (A+p)as, -, (A+p)as)
= (Aay+ pay, A+ pas, - - -, A@nt+ pan)
= (Aay, Aay, ---, Aay) + (pay, pas, - -, pas)
=A@y, @2, - -+, 8n) + pn(@1, 8z, -+, an)
= A + pA.

Para probar la propiedad 10 supongamos que A4 = 0, o sea que A(as,
az ---,a,) = (0,0, ...,0). Etonces (Aay, Aas, -, Aa,) = (0,0,...,0), de
donde

Aa; =0, Aa; =0, ..., ap =0,
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por lo que o bien A = 0, o en caso contrario, a;,, =0, a, =0, ...,a, = 0,
es decir, 4 = (0,0, ...,0).

OsbservaciON. En todo lo anterior y en lo que sigue de este capitulo se
puede tomar en lugar de R cualquier otro campo K, como por ejemplo,
el campo Q de los niimeros racionales o el campo C de los niimeros com-
plejos y todo lo que se haga para R seguira siendo valido para cualquier
campo pues de R solamente utilizaremos la estructura de campo.

EJERCICIOS

1. Sid=(2,-1,1,3),B= (—5,2,-3,1),C= (0,1,1,0),r = —1,
. =2,v= =3, r =0, encuéntrese

rA nC 7B
A+ uB vB+7A4 vA+uB+24
2. Sien R”
E1= (1)0905"';0)
E, = (0: 1,05""0)

..................

encuéntrense las coordenadas del vector
A= ME, + ME, + - + ME,.

3. Si en R* D, = (1,0,0,0), D, = (1,1,0,0), Dy = (1,1,1,0) y
D4= (lyl,lsl) y

A =a,D, + a,D, + a;D; + a,D,

encuéntrense las coordenadas de 4. Generalicese este ejercicio a R".
4. Demuéstrense las propiedades 1,2,...,6,8 y 9,
5. Con las notaciones del ejercicio 1 encuéntrese el vector X si

a) \X +A=B b) uX + B=_C.

3. SUBESPACIOS VECTORIALES

Se dice que un subconjunto W de R™ es un subespacio vectorial de
R* si cumple las tres condiciones siguientes:

1. Elvector 0 de R* pertenece a W.

2. Si 4y B son vectores de W, su suma 4 + B pertenece también a W.

3. Si 4 pertenece a W y X es un escalar arbitrario, entonces A4 perte-
nece a W.
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Ejemplos:

1. Sea W el conjunto de todos los vectores de R? “sobre el eje de las
abscisas”, es decir, las de la forma (a,0). Afirmamos que W es un sub-
espacio vectorial de R2. En primer lugar, 0 = (0,0) € W. Ademis,si A y B
estan en W, se tiene que 4 = (4,0) y B = (b,0). Entonces

A+ B = (a+b,0)

por lo que 4 + BEW vy se cumple la condicién 2. Finalmente, si 4 esta en
W'y A en R se tiene que 4 = (4,0) y A4 = (Xa,0). Por lo tanto A4 per-
tenece también a W, lo cual prueba que se cumple la condicién 3.

2. Consideremos en R? el conjunto W de los vectores de la forma A4
en donde 4 es un vector fijo y A un real arbitrario. W es-un subespacio
vectorial de R2

Se cumple la condicién 1, pues el vector 0 es igual a 04. Ahora bien, si
tomamos dos vectores de W, estos son de la forma A4 y pd y su suma es
Ad+pd = (A+p)A4, el cual es también un vector de W, por lo que se cum-
ple la condicién 2. Finalmente, si A EW y n €ER, u(A4) = (pA)AEW,
por lo que se cumple la condicién 3.

3. Como en el ejemplo 1, pero en el espacio, se tiene que el conjunto
W de los vectores sobre uno de los ejes, digamos el de las abscisas, o sea, los

de la forma
(a,0,0)

es un subespacio vectorial de R®.
4. En R?2 el conjunto de vectores de la forma

(a’ b’ O)

es un subespacio vectorial de R® (un plano del sistema de coordenadas).
5. Si Ay B son dos vectores de R?, el conjunto

W= (Ad+uB|A€ER, p€R)

es un subespacio vectorial de R®,

6. En R" el conjunto {0} que consta solamente del vector 0 es un
subespacio vectorial de R*.

7. R* es un subespacio vectorial de R". (Los subespacios {0} y R" se
llaman respectivamente subespacios trivial e impropio de R™.)

EJERCICIOS

1. Compruébese que los conjuntos definidos en los ejemplos 3, 4, 5, 6
y 7 son efectivamente subespacios vectoriales.
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2. Si 4 y B son dos vectores de R™ demuéstrese ue
W = {AM+pBI]A €ER, n€ER}
es un subespacio vectorial de R™.
3. Demuéstrese que
{(,7) €R?*2x—3y = 0}

es un subespacio vectorial de R?.
4. Pruébese que

{(x: Vs z) €R3|x—y+z = 0}

es un subespacio vectorial de R®.
5. Pruébese que en R3

{(x,9,2) |x+y—2z = 0, x+2y+ 3z = 0}

es un subespacio vectorial de R3.
6. Demuéstrese que

{(%1, %, ...,xlzfﬂ"]xl + 22+ - + x4 = 0}
es un subespacio vectorial de
7. Demuéstrese que si W es un subespacio vectorial de R® y 4 €W

>

(con 4 54 0) entonces W contiene a la recta OA.

8. Demuéstrese que en R? los vectores que estan sobre una recta forman
un subespacio vectorial si y sélo si la recta pasa por el origen.

9. En R? los vectores que estan en un plano forman un subespacio vec-
torial si y s¢lo si el plano pasa por el origen.

10. En R?® los vectores que estin en una recta forman un subespacio
vectorial si y sélo si la recta pasa por el origen.

11. Demuéstrese que los tinicos subespacios vectoriales de R? son {0},
las rectas que pasan por 0 y R2. ;Qué ocurre en R®?

4. COMBINACIONES LINEALES. DEPENDENCIA
E INDEPENDENCIA LINEAL

En el espacio vectorial R” se llama combinacién lineal de los vectores
4,, 4z, - - ., 43 a cualquier vector C que se exprese en la forma

C = AlAl + AzAz + e+ A,i.Ah,
en donde Ay, A, ..., A son escalares.

Ejemplos:

1. En R?% si 4, = (1,1), 4, = (2,—1), el vector C = (—4,5) es
combinacién lineal de 4, y 4; pues C = 24, + (—3) 4,.
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2. En R? el vector (2, 1) no es combinacién lineal de los vectores (1, 0)
y (=2,0). En efecto, toda combinacién lineal A(1,0)+u(—2,0) tiene
ordenada 0.

3. En R? todo vector C = (xi1, x2, x3) es combinacién lineal de los
vectores E; = (1,0,0), E, = (0,1,0) y E; = (0,0,1). En efecto, se com-
prueba directamente que

C= x1E1 + szz + x3E3.

4. En R” todo vector C = (x1, x2, ..., %) es combinacién lineal de

los vectores
El = (1:050; "‘:0)

E2 = <0: 1’0) "',O)

..................

pues C = x;El + szz + e + x"Eu.
5. Dados varios vectores 4;, 4,, - - -, A, podemos afirmar que cualquiera
de ellos, por ejemplo 4,, es combinacién lineal de 4,, 4, - .-, An. En efecto,

tenemos que
A;l = 1A1+0Az + e+ OAh.

6. El vector 0 es combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores:
{41, 42, - - ., 43}. En efecto,

0=0A1+0A2+ te +0Ah.

7. Si C y D son combinaciones lineales de los vectores 4,, 4, . .., A
entonces C + D también lo es. En efecto, por hipétesis

C=A1A1+}\.2A~2+ st +AhAh
D=#1A1+MA2+ e +MhAh’

de donde obtenemos
C+D= (A1+I"1)Al + ()‘2+F-2)A2 + oo 4+ ()'h+llh)Ah-

Esto prueba que C + D es combinacién lineal de A4y, 4., ---, 4p.

EJERCICIOS

1. Si A={(a,, a3, a5}, B={by, by, b5}, C=(cs,¢5,¢3) y D=(d,, da,ds)
escribase en términos de las a;, b;, ¢;, d; las coordenadas del vector

P = A4 + uB + vC + 7D.
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2., Sien R™
4, = (an, Aoy + 0y a-nu)
Az = (a1‘2’ a’22: M) amz)

An = (ayp, topy « -+, Q)
B=x1A1+xyzA2+ e +ann

escribanse las coordenadas de B = (by, by, ..., by) en términos de las xjy
de las coordenadas de los vectores A4;.

3. Demuéstrese que en R? todo vector (x,y) es combinacién lineal de
los vectores (1,0) y (1,1).

4. Demuéstrese que en R? todo vector (x,y,2z) es combinacién lineal
de los vectores (1,0,0), (1,1,0) y (1,1,1).

5. Generalicese a R las afirmaciones de los dos ejercicios anteriores,

6. Exprésese el vector (8, —1) como combinacién de (2,1) y (3, —1).
SuGereNciA: Plantéese un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas y
resuélvalo.

7. ¢Es (1,0) combinacién lineal de los vectores (1,2) y (—2, —4)?

8. Demuéstrese que en R? hay vectores que no son combinacién lineal
de los vectores (1,1,0) y (2, —1,0).

Subespacio veétorial generado por un conjunto de vectores.

Consideremos un conjunto {4, 4, ---, 4,} de vectores de R" y el con-
junto W CR" que estard formado con todas las combinaciones lineales de
{Al, AI’ AR A"} '

Afirmamos que W es un subespacio vectorial de R™.

En efecto, 0 €W (véase el ejemplo 6, de este parrafo). Ademss,si By C
estan en W, es decir, si By C son combinaciones lineales de {4, 4., .-, 4}
entonces B + C también lo es (véase el ejemplo 7 de este parrafo), es decir,
B + C €W. Finalmente, si A es un escalar y C = py 41+ podio+** - +p.d,,
entonces AC = (Apa) A1+ (Ape) Ao+ oo +(Aps) 4, €W, Por lo tanto, W
es un subespacio vectorial de R", pues cumple las tres condiciones de la
definicién (véase el parrafo 3).

Asi pues, hemos demostrado que

El conjunto de todas las combinaciones lineales de un conjunto {4, 4,
..., A4,} de vectores de R es un subespacio vectorial de R™.

A este subespacio se le llama subespacio generado por 4,4,,...,4,.
Es decir,

Un subespacio vectorial W estd generado por los vectores A,,4,,-..,4, de
R" si W consta de todas las combinaciones lineales de estos vectores.

Conviene observar que este subespacio contiene a los vectores 4,, 4,
«eoy Ay ¢Por qué? (Véase el ejemplo 5.)
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Dependencia lineal.

DEFINICION 1: Se dice que un vector C depende linealmente del con-
junto de vectores {Ay, Az, .., As} si C es una combinacién lineal de
{41, 4z ..., 4,} o, lo que es lo mismo, si C pertenece al subespacio
vectorial W generado por {A;, A,, ..., A,}.

DeFINICION 2:  Se dice que un conjunto {4, A, ..., A,} de vectores de
R" es linealmente dependiente si al menos uno de ellos depende lineal-
mente de los restantes.

En otras palabras, si al menos uno de ellos, digamos A4; es combinacién
lineal de los restantes, o sea, de {4y, - --, Ax-1, Agiry + -+, 44}

ProrosicidoN 1. El conjunto {Ai, A,, ..., 4,} de vectores de R" es lineal-
mente dependiente si y solamente si existe una combinacién lineal de
ellos igual a cero

A1A1+A2A2+ cee +A7A,-=0

con algin coeficiente \; distinto de cero.
Antes de proceder a la demostracién de esta proposicién haremos dos
observaciones.

Observaciones. 1. Cuando, en la definicién anterior, decimos que “al
menos uno de ellos depende lincalmente de los demas”, esto no significa,
desde luego, que cada uno de ellos se pueda expresar como combinacién
lineal de los restantes. Por ejemplo, los vectores

4= (1,1,0), B=(220), C=(0,0,1)
son linealmente dependientes pues, por ejemplo,
B =24 + 0C.
También A es combinacién lineal de By C:
4 =1B + 0C.

Pero C no es combinacién lineal de 4 y B como puede verse facilmente.

2. En la proposicién anterior, la condicién de que al menos una de las
A; sea distinta de cero es completamente indispensable, Si quitiramos esa
condicién, todo conjunto de vectores resultaria linealmente dependiente pues
ya sabemos que 0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores.

Demostraremos ahora la proposicién.
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Supongamos que {4;, 4., ..., 4,} es un conjunto linealmente depen-
diente de vectores. Esto significa que alguno de ellos, digamos 4; depende
linealmente de los demaés:

A'i = A1A1 + ...+ l\vi-1Ai—1 + Ai+1A1’+1 + ...+ AvrAr-
Por consiguiente,
MAr 4 o Xiadig + (DA + M dig o F MA = 0,

es decir, existe una combinacién lineal igual a cero con al menos un coefi-
ciente distinto de cero, a saber, A; = —1.

Inversamente, supongamos ahora que hay una combinacién lineal con
algin coeficiente, digamos A; % 0:

)\1A1 + ..o+ )\i-lAi-l + )\iAi + )‘1’+1Ai+1 + ...+ A,Ar = 0

De aqui obtenemos

Ar
oo ; Ay — 00 — —A
)\i /\‘ Ai 41 Ai Ty

lo cual prueba que los vectores son linealmente dependientes.

Se dice que un conjunto de vectores es linealmente independiente
si no es linealmente dependiente, es decir, si ninguno de ellos es combinacién
lineal de los restantes.

De la proposicién anterior resulta que:

ProrosicioN 2: El conjunto {4, A, ..., A,} de vectores es linealmente
independiente si la relacién

A1A1+A2Az+ b +A7Ar=0

solamente es posible cuando Ay = Ay = -+ = A, = 0.

EJERCICIOS

9. El conjunto formado por el vector 0 es linealmente dependiente.

10. El conjunto {4} formado con un solo vector 4 es linealmente inde-
pendiente si y solamente si 4 550,

11. Sien un conjunto de vectores uno de ellos es 0 entonces el conjunto
es linealmente dependiente.

12. Si un conjunto {4,, 4, - -, 4,} es linealmente dependiente, enton-
ces cualquier conjunto que lo contenga, digamos {4, 4, ---, A, Arpyy -+ -,
A,.;} es también linealmente dependiente. Usando esto y el ejercicio 9,
demuéstrese nuevamente el ejercicio 11.
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13. Cualquier subconjunto de un conjunto linealmente independiente
de vectores es linealmente independiente,

14. Demuéstrese que los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) en R?
forman un conjunto linealmente independiente. Lo mismo para los vectores
de R

..................

15. Demuéstrese que los vectores Dy = (1,0,0), D; = (1,1,0) y Dy =
(1,1,1) forman un conjunto linealmente independiente en R3. Generali-
cese el resultado a R"

16. Pruébese que en R? los vectores (1,0), (0,1) y (3,2) forman un
conjunto linealmente dependiente,

17. Pruébese que en R? los vectores (—1,1), (2,3) y (5, —2) forman
un conjunto linealmente dependiente.

18. En R® los vectores Dy, D;, Dy y A = {a, a,, a5} forman un con-
junto linealmente dependiente.

19. Generalicese el ejercicio 18 a R~

5. BASES DE SUBESPACIOS VECTORIALES.
DIMENSION

Para definir la dimensién de un subespacio vectorial W de R™ nos serd
util el concepto de base,

DeFINICION 1: Un conjunto {4, As, ---, A} de vectores de R* es una
base del subespacio vectorial W de R* si

a) {A,, A, ..., A,} es linealmente independiente.
b) {4, 4., -..,A,} generaa W.

Osservacion.  El conjunto {0} formado tnicamente con el vector 0 de
R* sabemos que es un subespacio vectorial de R”. Convenimos en que
¢ es una base de {0} y, de aqui en adelante, cuando hablemos de bases
de subespacios W supondremos siempre que W 5% {0}.

Ejemplos:
1. SiE,= (1,0) yE, = (0,1), {E;, E,} es una base de R? pues sabe-
mos ya que E,, E, forman un conjunto linealmente independiente y que ge-

nera a R2,
2. D, = (1,0) yD, = (1,1) forman también una base de R2.
3. En R~ los vectores
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E1 = (1
E»= (0,1,0,..-,0)

forman una base de R" que se acostumbra llamar la base canénica.
4. También

Dl = (1;030:"':0)
D2—(1,1503"':0)
Ds = (]_’ ]’ 1,’0)

forman una base de R”.
5. Consideremos en R? el conjunto

W = {(x,y,2)|2x + 3y — z = 0}.

W es un subespacio vectorial (pruébese que se satisfacen las tres condiciones
necesarias) de R3. Afirmamos que los vectores

P=(1,0,2) y Q=1(0,13)
forman una base de W. En efecto si AP + uQ = 0, tenemos
A(1,0,2) + p(0,1,3) = (A, u, 22+3p) = (0,0,0),

de donde A = u = 0, es decir, P y Q son linealmente independientes. Vere-
mos que {P,Q} generaa W. Sea 4 = (x,9,z) en W. Entonces 2x + 3y —
z =0, de donde z = 2x + 3y. Veremos que 4 = xP + yQ. En efecto,

xP + yQ = x(1,0,2) +(0,1,3) =
= (x,0,2x) + (0,9 3y) =
= (%9 2x+3y) = (x,9,2) = A

6. Si 4 ER", el conjunto W = {A4|r ER} es un subespacio vectorial
de R". Si 4540, W 54 {0} y entonces {4} es una base de W.

7. En R? el eje de las abscisas es un subespacio vectorial, E; = (1,0)
forma una base de éste,

8. En R? el plano z = 0, es decir, el conjunto

W= {(xy0)}

es un subespacio vectorial de R®. Los vectores (1,0,0) y (0,1,0) forman
una base de W.
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EJERCICIOS

1. En R W = {(x,9,2)|2¢x—y+5z = 0} es un subespacio vectorial
(demuéstrese) . Pruébese que 4 = (1,2,0) y B = (0,5,1) forman una base
de W.

2. Lo mismo para W = {(x,9,2)[2x—3y+6z =0}y 4 = (—3,0,1) y
B=(0,2,1).

3. Demuéstrese que si {4, B} es un conjunto linealmente independiente
de \I;ectores de R" entonces es una base de W = {Ad+uB|), p ER},

. Sea

W = {(xl,xz’:"':xn) €R"Ix1 T Xy T e = Xp = 0(7<n)}.

Encuéntrese una base de W.
5. Consideremos en R*

W= {(x,y,2,t)|x+y+2+t =2, x+y—z—t = 0}.
Demuéstrese que W es un subespacio vectorial de R* y que
4=(1,0,1,0) y B=(0,10,1)

forman una base de W.

Es facil ver geométricamente que si tomamos tres vectores en el plano
R? siempre son linealmente dependientes. Veremos a continuacién un resul-
tado que generaliza esto.

ProrosiciON 1: Si un subespacio vectorial W de R* estd generado por r
vectores, entonces cualquier conjunto de r+41 vectores de W es lineal-
mente dependiente.

DemosTrACION:  Por induccién sobre 7. Suponemos primero que r =1y
que W estd generado por 4 540, es decir, W = {A4|A ER}. Necesitamos
demostrar que si tomamos dos vectores distintos B; y B, en W, estos for-
man un conjunto linealmente dependiente. Sea B, = MA y B; = 4.
Como A; 5% A,, alguna de estas A; es distinta de cero, digamos A; = 0.
Entonces

Az
B, =—B,

1

lo cual prueba la dependencia lineal.

Supongamos ahora cierto el resultado para r. Lo probaremos para r+1.
Supongamos que 4,,4,,...,4,,4,,; generan W y que By,B,,..,B.1,Br s EW.
Debemos probar que estos tltimos son linealmente dependientes. Podemos
escribir
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B1 = a1_1A1 + -0 + Oterr + Y1Ar+1
B, = and; + <+ + a4, + YzAru

B, = apd, + -0 + ap2rd, + ')’r+2Ar+1-

Supongamos que alguna v;, digamos y, es distinta de cero.
Los vectores By, ..., B',,, definidos por

Yr+2

Y2 ,
B, =B, — —B,, <oy Blry = Byp —
7 n

B,

pertenecen al espacio vectorial W’ generado por {4i, 4., ..., 4,} (prué-
belo) y entonces, por hipétesis de induccién {B’, ..., B’;.1} es linealmente
dependiente. Luego, existe una combinacién lineal

A.1B’1 + e Aﬂ.lB'Hq = 0

con alguna M\; 7%= 0. Sustituyendo, obtenemos

Alez"" oo +Ar+lBr+2+ (—ﬁzz'— o —')LW')BJ.=O
Y1 Y

lo cual prueba que {Bi, B, ..., B} es linealmente dependiente pues al-
guna A; 5% 0.
El caso y; = y2 = ... = yp,. = 0 se deja como ejercicio.

Cororario 1: Si un subespacio vectorial W de R™ estd generado por r
vectores, entonces cualquier conjunto de mds de r vectores de W es lineal-
mente dependiente.

Esto es consecuencia de la proposicién anterior y de que cualquier con-

junto que contenga a un subconjunto linealmente dependiente es linealmente
dependiente.

CoroLarO 2: En R" cualquier conjunto de mds de n vectores es lineal-
mente dependiente.
En efecto, en R" hay conjuntos con n vectores que generan R”, por
ejemplo, la base candnica.

Existencia de bases. Demostraremos a continuacién que todo conjun-
to linealmente independiente de vectores de W puede “extenderse” a una
base de W. Para ello demostraremos primero el siguiente

Lema: Sea {By, B, ---,B,} un conjunto linealmente independiente de
vectores de R* y W el subespacio vectorial que genera. Si B es un vector
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de R™ que no estd en W, entonces {By, B, ..., B,, B} es lincalmente
independiente.

DEMOSTRACION: Supongamos que

MBy + - + AB, + AB = 0. (*

En primer lugar, tenemos que A = 0 pues en caso contrario tendriamos que

A A,
B=(-——Ai)B1+ e (—T)B,

lo cual no es posible ya que B ¢ W. Entonces la relacién (*) queda
MB,+ - 4+ AB, =0

ycomo {B,, *-,B,} es linealmente independiente tenemos Ay =X, =...=x,=0,
En resumen, la condicién (*) implica que todas las A son cero, es decir,
{By, .-+, By, B} es linealmente independiente,

TeorEMA 1: Sea W un subespacio vectorial de R® y {B,, +++, B,} un
conjunto linealmente independiente de vectores de W. Entonces existen
vectores By,y, Byys, <+, By en W tales que

{Bl, MRS | B": Bf+1: M an}

es una base de W.

Demostracién. Si {B,, ..., B,} genera a W no hay nada que demostrar
pues, en este caso, en una base de W. En el caso contrario, si W, es el sub--
espacio generado por {B, .-, B;}, W.CW y W, W. Entonces podemos
tomar un vector B,,; € W-W,. Por el lema anterior, {By, ---, By, By} e€s
linealmente independiente.

Ahora bien, si este Gltimo genera W, es una base de W y queda probado
el teorema. En caso contrario, procediendo en igual forma obtenemos un
conjunto linealmente independiente {B, - ., By, By,s, Bri2}.

Este proceso debe terminar antes de que r-+s sea mayor que n pues de lo
contrario obtendriamos mas de n vectores linealmente independientes en R".

Luego existe una s tal que {B,, .--, By, Bryy, - -, Brss} €s una base de
W y el teorema queda probado.,

Lo anterior demuestra la existencia de bases:

ProrosicidN 2: Todo subespacio vectorial de R™ tiene base.

Demostracién. Si W = {0} convenimos que tiene como base al con-
junto vacio. Sea pues W 3£ {0}. Entonces hay en W vectores distintos de
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cero. Sea B, €W, B, =£~0. {B;} es linealmente independiente y la propo-
sicién se sigue del teorema anterior.

Dimensiéon. Veremos ahora el concepto de dimensién de un subespacio
vectorial.
TeOREMA 2: Todas las bases de un subespacio W de R™ tienen el mismo
niumero de elementos.

DemosTRACION: Sean {4y, .--,4,} y {By, .-+, B,} dos bases de W. De-
mostraremos que r=s.

En primer lugar, ya que {A4,,...,4,) genera a W y {By,--.,B,} es
linealmente independiente, por el corolario 1 de 4.2, resulta que s<r. Invir-
tiendo los papeles resulta que r=s, de donde, r=s.

DEFINICION 2: La dimensidn de un subespacio vectorial W de R™ es el
nimero de elementos de cualquier base de W.

Ejemplos:

9. R” es de dimensién n puesto que la base canénica tiene n vectores.
Por ello se dice que la recta R! = R es de dimensién 1, el plano R? es de
dimensién 2 y que R?® es un espacio tridimensional.

10. Cualquier recta en R? (que pase por el origen) es de dimensién 1.

11. {0} es de dimensién 0 (= nimero de elementos de ¢).

12. En R? las rectas (a través de 0) son subespacios de dimensién 1y
los planos (a través de 0) son subespacios de dimensién 2.

13. En R" se llaman rectas a los subespacios de dimensién 1, es decir,
a los generados por un vector no nulo.

14. En R” se llaman hiperplanos a los subespacios de dimensién n—1,
es decir, a los generados por n— 1 vectores linealmente independientes.

EJERCICIOS

6. Demuéstrese que en R? dos vectores linealmente independientes cons-
tituyen una base de R2 Generalicese y demuéstrese el resultado para R™.

7. Demuéstrese que en R? dos vectores que generen R? constituyen una
base de R2. Generalicese y demuéstrese el resultado para R™.

8. Si W es un subespacio de dimensién 7 entonces

a) cualquier conjunto linealmente independiente de r vectores de
W es una base de W;
b) cualquier conjunto de r vectores que genere a W es una base de .

9. Examinese la dimensién en los ejemplos 1 a 8 y en los ejercicios 1 a
5 de este parrafo.

10. Demuéstrese que todo conjunto {B, ..., B;} de generadores de un
subespacio vectorial contiene una base de W.
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SucerenciA: Considérense todos los subconjuntos linealmente independien-
tes de {By, .-, B,}. Témese uno que tenga un niimero méaximo de ele-
mentos y pruebe que es base,

11. Si V y W son dos subespacios de la misma dimensién y VCW,
entonces V = W,

SucGeEreNciA: Sea {Bi, ..., B;} una base de V y a € W. Entonces {B;,

cee
B,, A} es un conjunto linealmente dependiente de vectores de W.
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1. MATRICES

EN el estudio de algunos temas de matematicas y en muchas aplicaciones
aparecen arreglos rectangulares de elementos. Por ejemplo, al estudiar sis-
temas de ecuaciones lineales, es decir, sistemas de la forma

anxy + apx; + 000+ ayxn = by
az1X1 + A22X2 + -0 4+ AopXpy = bz

AmiXy t Amaxe + 2+ GpnXn = by
podemos formar, con los coeficientes de x,, X, .. -, Xn, €l siguiente arreglo:

a;y Qg2 --- Q1n

Az Qzz <+ d2p

Qmy Qmz +++ Qmn

A este tipo de arreglos les llamaremos matrices. Hablaremos de renglo-
nes y columnas de una matriz. Asf, diremos que la matriz anterior tiene
m renglones y n columnas. A veces, para abreviar, diremos que es una
matriz de mXn.

97
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Con los términos libres del sistema de ecuaciones mencionado podemos
formar una matriz de mX1:
b,
b,

b

Veamos un ejemplo; con los coeficientes y con los términos libres del
sistema -

x+2y— 2= 1
x— 9 = 3
x—2y+3z= -1
podemos formar las matrices
3 2 -1 1
1 -1 0 3
1 -2 3 -1

En general, los elementos con que se forman matrices son elementos de
un cierto campo. En este capitulo consideraremos matrices formadas con
nimeros reales pero todo lo que se diga seri valido para matrices formadas
con niimeros complejos o con elementos de un campo cualquiera.

Como lo hicimos al escribir la matriz del sistema de ecuaciones con el
que iniciamos nuestra discusién, se acostumbra denotar con a;; al elemen-
to que ocupa el renglén ¢ y la columna j. Asi, por ejemplo, a., es el elemento
que ocupa el segundo renglén en la cuarta columna y a. el que ocupa el
cuarto renglén y la segunda columna.

Asi, una matriz como la anterior la denotaremos a veces

(@is), (1=i=m, léjén)

indicando el nimero de renglones y el de columnas o bien, si estos se sobre-
entienden, simplemente escribiremos {a;;).

A las matrices de nXn las llamaremos matrices cuadradas.

En una matriz cuadrada, a los elementos de la forma a;; los llamaremos
elementos diagonales y diremos que a4, @z, - - -, @nn €s la diagonal prin-
cipal.

Si en una matriz cuadrada todos los elementos no diagonales son cero
diremos que la matriz es diagonal. Por ejemplo

10 1 0 0 0 0 0
01 0o -3 0 0 1 0
0 0 2 0 0 2

son matrices diagonales.
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Los elementos a;; con i>j diremos que estan debajo de la diagonal
y los a;; con i<j diremos que estan arriba de la diagonal.

Una matriz cuadrada se dice que es triangular si todos los elementos
debajo (o arriba) de la diagonal son cero. Por ejemplo,

11 -1 0 1 00
01 -1 3 12 00
; 1 5 3
son matrices triangulares.
A las matrices que constan de ceros se les llama matrices nulas o ma-
trices 0.
Las matrices de 1X 1, (a.1), se pueden identificar con los niimeros reales
ai. .
Con frecuencia sera conveniente pensar en los renglones de una matriz
de mXn:
Q11 Q12 ++- Qun
a a e
A= 21 Q22 Q2n

..............

como vectores del espacio vectorial R*:

Ry = (@11, 812, ++ +, G1n)
R, = (azy, @z, - -+, G2n)

Rm = (afnb Amzy *« °, aﬂm)'

También podemos pensar en las columnas de la matriz 4 como vectores
del espacio vectorial R™:

C,= (@11, @21y - -+, A1)
C, = (au, Aoz, <0y amz)

Cn= (a:m, Qany **°y amn) .

Si la matriz B se obtiene suprimiendo cualquier niimero de renglones y
de columnas de cierta matriz 4 se dir4 que B es una submatriz de la ma-
triz 4. Por ejemplo, si

1 23 45 ‘9
A=54321yB=(11),
31313

B es una submatriz de 4, pues se obtiene de 4 al eliminar el primer renglén
y la primera, tercera y quinta columnas.
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EJERCICIOS

1. Escribanse las matrices formadas con los coeficientes de las incégnitas
y las formadas con los términos libres de los siguientes sistemas:

x+ y+ z+ t=1
x+2y+3z2+4=2 ax; + bx, + cx; =0
y+2z+3t=3 cxy + ax, + bx; =0
+ 2t =4 bx, + cx, + ax; =0
t=35
Sean
rau A1z Q13 Gy, 2 1 —4 -3
A =142 Q32 dzz A4z = 0 - l 0 - 1
Lan Q32 Q33 Qa4 —1 2 =2 1
rbu bxz bxs -1 0 -2
B= b21 bzz b23 = 2 2 0 .
(bar  baz by 3 0 -2
2. Escribase la matriz (¢i;) (1=1,2,3;j=1,2,3) tal que

¢ij = bji.
3. Escribase la matriz d;; (1 =1,2,3,4;j=1, 2, 3) tal que
d;; = @jj.
[Las matrices (¢i;) y (dis) se llaman transpuestas de las matrices By 4,
respectivamente.]
4. Escribase la matriz (¢i;) (1 =1,2,3;j=1,2,3) tal que
ciy=by si 12>]
Cij = 0 si 1< ]
5. Escribase la matriz (fi;) (4,7 =1, 2, 3) tal que
fis=bi y fi;=0 si i)
6. Escribasc la matriz que se obtiene de A intercambiando las dos pri-

meras columnas.

7. Escribase la matriz (gi;) (1=1, 2, 3;j=1, 2, 3, 4) tal que para
t=1,2 3

Li1 = Qiz, ix = G4y, iz = Qizy iy = Q.

(Comparense los resultados de los ejercicios 6 y 7).
8. Escribase la matriz que se obtiene de A intercambiando el segundo
y el tercer renglén. Si se llama (h;;) a esta matriz relaciénese h;; con a;;
tal como se hizo en el ejercicio 7.
9. Escribase la matriz (p;;) (1 =1,2,3;7=1, 2, 3, 4) tal que para
=12, 3,4,

D1 = @y, P2 = ayy + azy, pay = ag;
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10. Escribase la matriz que se obtiene de 4 al sumar al segundo ren-
glén el primero. Comparese con el ejercicio anterior.

11. Escribase la matriz que se obtiene de B al sumar a la tercera colum-
na la primera. Si se llama (g;;) a esta escribanse las relaciones que hay entre
pij con b;; tal como se hizo en el ejercicio 10.

12, Escribase la matriz (r;;) (=1, 2, 3; j=1, 2, 3, 4) tal que
125 =3a,; (j =1, 2, 3, 4) vy en todos los deméas casos 7;; = a;;. Describase
lo hecho.

2. EL RANGO DE UNA MATRIZ

Se dice que el rango de una matriz

Q31 G2 --- Qin
A=\asy Gn .. am

Qny Qmz -+ Gmn

es rsi r es la dimensién del subespacio vectorial de R” gencrado por los
renglones

R, = (au, A2y -+ am)

R, = (azx, A2y ooy azn)

.............

En el Gltimo parrafo de este capitulo se demostrard que el rango es
igual también a la dimensién del subespacio vectorial de R™ generado
por las columnas

C, = (an, 2 TRR am1)
Cy = (@12, @20, -+, Ama)

Cn = (axn, Aopy » o0y amn) .

Evidentemente se tiene que r < m. Ademas, ya que Ry, Rz, ---, Rn
pertenecen a R", la dimensién 7 del subespacio que generan es menor o
igual que n. Es decir,

r<m y r<n.

EJERCICIOS

1. Encuéntrese el rango de las siguientes matrices:

eoey sy
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00--0

1000 5902 1100
0100 1110
1100
000"'1 111'..1

(de nXn) (de nXn)

1 2 8) (1 23) (1234 (L23456
0012 3 4

o1 2| foo1|l fooz1z2 [5055 3%
000 [oooj ooo1) (0000 ¢3

2. Sean A4 = (ay,as a3), B = (by, by, bs) dos vectores de R® lineal-
mente independientes. Encuéntrese el rango de las siguientes matrices:

a, az ag a a; ag a ax 4as
2a1 2a2 203 a as; ai b]_ bz b3
b, b, bs a; a; ag 0 0 O

a; as as a, aa as
bl bz bs b1 bz bs .
a, + b1 asz + bz as + b3 201 + 3b1 202 + 3b2 2a3 + 3b3
Operaciones elementales. Para encontrar el rango de una matriz nos

seran ttiles las llamadas operaciones elementales (por renglones) en
matrices, Estas son:

1. Intercambio de renglones.
2. Multiplicacién de un renglén por un nimero distinto de cero.
3. Sumar a un renglén otro renglén.

Diremos que dos matrices son equivalentes si se puede obtener una de
la otra mediante un nimero finito de operaciones elementales. Si dos ma-
trices 4 y B son equivalentes escribiremos 4 ~ B.

Ejemplo:

1. Las dos matrices siguientes son equivalentes porque la segunda se
obtuvo de la primera intercambiando el primer y el tercer renglén:

1 3 2 4 2 1 3 4
01 2 3|~]01 2 3}§.
21 3 4 1 3 2 4

Las dos matrices siguientes son equivalentes pues la segunda se obtuvo
de la primera multiplicando el tercer renglén por —1:
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a b ¢ a b ¢
ad v |~ a 14 ¢ 1.
a’ b’ " —a” —-b" ="

Las dos matrices siguientes son equivalentes pues la segunda se obtuvo
de la primera sumando al tercer renglén el segundo

13 2 4 13 2 4

012 3|~l0o1 2 3]

2 1 3 4 2 25 7
EJERCICIO

3. Digase qué operaciones elementales se han efectuado para obtener
las siguientes matrices equivalentes:

a b ¢ d 2¢ 2b 2¢ 2d)
d vV ¢ &)\ v & d
— 2a 2b 2¢ 2d
a+2a b+20 ¢+2 d+2

a b c d
T\ +2 V+2 +2 d+2d

a b a b a+2d b+ 2 a+2a b+ 20
a’ b’ —~ 2a' 2bl ~ 2a’ 2b' ~ a' b’ S~

a"’ b'l a" bl' a” b” a" b"
a+ 2a b+ 20 a+ 2d —3a” b+ 20 — 3b”
~ a b’ ~ a b
—3a” —-3b" —3a” —3b”
a+ 22— 3a” b+ 20 — 3b”
~ a’ b’ .
a”’ b”

El ejercicio anterior indica cémo podemos obtener una matriz equiva-
lente sumando a un renglén un miltiplo (no nulo) de otro renglén o tam-
bién, en general, sumando a un renglén una combinacién lineal de los
demaés renglones.

En forma parecida, el siguiente ejemplo nos indica cémo proceder para
obtener una matriz equivalente sumando a cada renglén un miltiplo (no
nulo) de un renglén fijo (en este ejemplo, el primero),

a b 2a 2b 2a 2b
c dl~]| ¢ d |~]|c+2a d+2b]| ~
e f e f e f

a b 3a 3b a b
~ |lc+2a d+2b|~ 1c+2a d+2b| ~|c+2a d+2b|-
e f e+3a f+3b e+3a f+3b
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Asi, podemos escribir directamente

a b a b
c d|~|ct2a d+2b}.
e f e+3a f+3b
Esto nos permite “hacer ceros” debajo de un elemento distinto de cero.
Por ejemplo, se trata de encontrar una matriz equivalente a

1 2 3
2 3 4
-3 —4 -5

y tal que “debajo” del 1 haya cero y cero. Podemos proceder asi:

-3 —4 =5 —3+43(1) —4+3(2) —5+3(3)
1 2 3
={0 -1 —2].
0 2 4
EJERCICIO

4. Encuéntrense matrices equivalentes a cada una de las siguientes ma-
trices y que tengan ceros en la primera columna, a partir del segundo

renglén:
1 010 -1 2 3 2 3 4
31 31 21 3 6 8 10

1 2 3 1 2 3
[2 3 4]~[ 24 (=2)(1)  3+(—2)(2) 4+(—2)(3)]=

1 01 Ol (-1 2 3 4 2 3 406
3131 21 35 6 810 O
2 2 2 2] L 3 3 3 0] -4 3 0 8
1 2 33 r—1 0 —1 0 0O
2 3 4 2 -1 2 1 3 2
3 45 -3 2 -3 01 2}
4 5 6) L 4 3 4 313

En el teorema siguiente enunciamos una propiedad importante relativa
a las operaciones elementales.

TEOREMA: Las operaciones elementales no alteran el rango.
De aqui, se sigue que

CoroLARIO:  Si dos matrices son equivalentes entonces tienen el mismo
rango.
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Demostracién del teorema. Sean Ry, R,, ..., R, los renglones de una
matriz 4. El rango de A es, por definicién, lu dimensién del subespacio
vectorial generado por {R;, R,, .-., Rm}. Si intercambiamos dos renglones,
por ejemplo el primero y el segundo, obtenemos una matriz 4’ cuyos ren-
glones son R;, Ry, R, - .-, Ry. Pero, como conjuntos,

{Rl, RZ: Ra’ ) Rm} = {R2: R:l.; Rs, M ] Rm}

por lo que los renglones de 4'y 4" generan el mismo subespacio vectorial, por
lo que 4 y A’ tienen el mismo rango.

La demostracién de que las operaciones elementales 2 y 3 no alteran el
rango es anéloga a la anterior y se basa en los ejercicios siguientes.

EJERCICIOS

5. Si Ry, R, y R, son vectores de R* demuéstrese que {R;, Rz, Rs}
y {ARy, Rz, R} (A =£0) generan el mismo subespacio vectorial, [Pruébese
que todo vector que sea combinacién lineal de {Ri, R,, Rs} es también
combinacién lineal de {AR;, R., R;} e inversamente.]

6. Si R, R, y R, son vectores de R» demuéstrese que {R;, Rz, Rs} y
{R,;+R., R;, R;} generan el mismo subespacio vectorial,

Lo que trataremos ahora es, dada una matriz 4, encontrar otra equiva-
lente 4’ para la cual sea facil encontrar su rango. Como 4 y 4’ tienen el
mismo rango (corolario anterior), con esto resolveremos el problema de
calcular el rango de una matriz arbitraria 4.

Las matrices para las que sera facil encontrar el rango son las matrices
escalonadas.

Diremos que una matriz es escalonada si el primer elemento distinto
de cero de cada renglén estd mds a la derecha del primer elemento distinto de
cero del renglén anterior.

Por ejemplo, las siguientes matrices son escalonadas:

1 2 3 45 1111 00100

011 11 00 20 0 00 0 1}.

0 00 01 0 00O 00000
Las tres siguientes no lo son

01 2 3 01 1 1 000
0 0 3 1 1 00 0 01 0f.
0 0 2 3 010 0011

Es facil ver que el rango de una matriz escalonada es igual al mimero
de renglones de ella distintos de cero.
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Para esto basta ver que los renglones distintos de cero de la matriz esca-
lonada son linealmente independientes pues entonces su niimero es precisa-
mente la dimensién del espacio vectorial que generan, es decir, el rango de
la matriz.

Nada mejor que un ejemplo para que nos demos cuenta de esto. Con-
sideremos la siguiente matriz escalonada:

1 23 45
01111
0001 1F[
0 0000

Los renglones distintos de cero son
R, = (1,2,3,4,5) R.=(0,1,1,1,1) y Rz;= (0,0,0,1,1).
Supongamos que A R; + AR, + MR; = 0, es decir, que
(M, 2A5 + A2, A+ Az, AN+ A2+ A5, DA+ A2+ 2A5) = 0.

Entonces A; = 0, 24+, = 0, 30, +A, = 0, 40+ X+ A = 0 y 50+ Ao+
As = 0. Esto implica que Ay = A, = A3 = A, = A; = 0, lo cual demuestra
que {R;, R;, R;} es linealmente independiente.

La demostracién del caso general es la misma que la de este ejemplo,
excepto por complicaciones de notacién. La omitiremos,

Finalmente veremos c6mo encontrar una matriz escalonada que sea equi-
valente a una matriz dada. Lo mas simple es analizar varios ejemplos.

Ejemplos:
2. Para encontrar el rango de la matriz

1 -1 3 =5
| 2 =3 2 -0

A4=1_3 3 _g 15

3 —3 —6 —4

hacemos, como en el ejercicio 4, que debajo del ntimero 1 de la primera
columna haya ceros:
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y para llegar a una mairiz escalonada basta intercambiar los dos ultimos
renglones, obteniendo

1 -1 3 =5

0 - 1 - 2 0 —_— ’

o o -15 11| =4

0 0 0 0

A~

Como A’ es escalonada y tiene tres renglones distintos de cero, su rango es
3 y como 4 es equivalente a 4’, el rango de A es también 3.

3.
0 1 2 3 1 07 (0 1 2 3 1 0
_|0 -1 -2 -4 2 1 0 0 0 -1 3 1 _
o0 0 o0 2 0 —-1}7]lo o o0 2 0 -1
L0 1 2 2 4 1) 0 1 2 2 4 1
(0 1 2 3 1 0) (0 1 2 3 1 0
o 0o 0o -1 3 1] |0 0 0 -1 3 1] _
O 0 0 2 0 -1 0 0 0 0 6 1
(0 0 0 -1 3 1) 0 0 0 o0 0 0J

A’ es de rango 3; 4 es equivalente a 4’; por lo tanto el rango de 4 es 3.

EJERCICIOS

Procediendo como en los ejemplos anteriores encuéntrense los rangos de
las siguientes matrices:

7. 8.
(1 -1 2 0) (1 -1 =1 0
9 —1 -3 1 2 -1 1 0
0 1 -1 1 3 —2 1 -1
1 0 —1 1 1 1 5 0
1 2 1 3 2 1 7 0
9. 10.
11 1 3 (11 1 -2 -2 5
1 1 -3 —1 9 =1 0 -1 -2 0
5 1 -3 1 9 0 —1 -2 —1 0
1 2 -2 1) 0 1 =1 -1 1 0
11. 12.
(2 1 -1°1 3 1 -1 1 1 2 -1
i 2 1 -1 3
-1 1 1 1 —4 3
1 0 -1 1 0
-1 -1 1 1 -2 3
0 1 1 -1 0
1 -2 1 2 3 —1
3 1 -2 2 4 0 -4 1 5 3 1
1 3 2 -2 4
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3. PERMUTACIONES

En el estudio de los determinantes que haremos en los siguientes pa-
rrafos, nos seran {tiles algunos resultados concernientes a las permutaciones.
A estas dedicaremos este parrafo.

Recordemos que una permutacién de un conjunto I, = {1,2,...,n}
es una funcién biyectiva o:I, — I,. Biyectiva significa que todo elemento
de I, es imagen, bajo o, de uno y solamente un elemento de I,.

Denotaremos con §, al conjunto de todas las permutaciones de I,,. Sabe-
mos que hay n! Por ejemplo, las permutaciones de I, = {1, 2} son

Gz)  G3)

y las de I; = {1,2,3} son

(123123123123123123_
1 2 3/ \1t 3 2 21 3 2 3 1/\31 2 3 21
[No debemos confundir esta notacién para las funciones con la notacién
para matrices. Aqui, por ejemplo,

_f(1 2 3
77\2 31
es la funcién ¢:I,—> I; dada por o(1) =2, 0(2)=3 y o(3) =1]
Si o:1, — I, es una permutacién, acostumbramos escribir

_ ( 1 2 3 .. n
7 \e(l) o(2) o(3) .- a(n)
y, a veces, simplemente el segundo renglén:
o= (o(1), ¢(2), "':V(n))'

Permutaciones pares e impares. Para definir cudndo una permutacién
es par o impar nos sera util el concepto de inversién. Empecemos con un
ejemplo,

En la permutacion

{1t 2 3 4 5 6 7
773 7 1 5 6 2 4

diremos que los elementos 7 y 1 (del segundo renglén) forman una inver-
sién. También los elementos 3 y 1; también 6 y 2. En cambio 3 y 7 no
forman inversién, ni 1 y 5, ni 3y 6.
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Siguiendo esta idea diremos que 2 niimeros (del segundo renglén) for-
man inversién si el mayor estd antes que el menor. Si el menor esta a la
izquierda diremos que no forman inversién.

Mas precisamente, ¢(z), o(j) forman inversién si

i<j y ofi) >o(f).

Examinemos ahora cuantas inversiones hay en la permutacién que dimos
como ejemplo. Forman inversién:

1 con 3,1 con 7;

2con 3, 2con7 2condy?2 con 6;
4 con 5, 4 con 6 y 4 con 7;

5 con 7;

6 con 7.

Asi pues en la permutacién ¢ hay 11 inversiones,

Obsérvese que para contar cuantas inversiones hay en una permutacién
basta contar cudntos niimeros mayores que 1 preceden a 1, cudntos mayores
que 2 preceden a 2, etc., hasta n—1.

EJERCICIOS

1. Encuéntrense todas las inversiones en cada una de las permutaciones
siguientes: '

1 2 1 2 3 1 23 1 2

2 1 1 3 2 3 1 2 1 2
(1234 1234)(12345
21 4 3 4 1 2 3 53 41 2)

2. Enclentrese el niimero de inversiones en cada una de las permuta-
ciones siguientes (para abreviar escribimos solamente el segundo renglén) :

(2,1,3,4,5) (3,2,1,4,5) (4 23,1,5) (5,23,4,1)
(7,2,6,3,5,4,1) (1,3,4,2) (1,4,3,2) (3,2,1)

Se dice que una permutacion es par si tiene un nimero par de inver-
siones y que es impar si tiene un nimero impar de inversiones.

Por ejemplo, la permutacién (1, 2, 3, 4, 5) es par pues tiene cero inver-
siones. La permutacién (2, 1, 3, 4, 5) es impar pues tiene una inversién.
(2, 3, 1) es par pues tiene dos inversiones. La permutacién que antes
examinamos,

e=(3,7,1,5,6,2,4),
es impar pues tiene 11 inversiones,
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EJERCICIOS

3. Encuéntrese la paridad de las permutaciones de los dos ejercicios
anteriores.

4. Escribanse las 3! permutaciones de I3 y encuéntrense cudles son pares
y cuéles impares.

5. Lo mismo para I, (debe haber 12 pares y 12 impares).

Transposiciones. Consideremos una permutaciéon ¢ de I,; al trans-
poner (intercambiar) dos de los elementos del segundo renglén se obtiene
otra permutacién. Por ejemplo, al transponer 2 y 3 en ¢ obtenemos 7:

=(12345 _(1 2 3 4 5),
77\ 1 4 2 5) TT\21 43 5)
al transponer 1 y 5 en ¢’ obtenemos r’:

(1 2 3 45 67 ,_f1 2 3 4 5 6 7
T7\3 7156 2 4) "T\3 7516 24)

En estos casos diremos que la permutacién que resulta se ha obtenido
de la permutacién dada, mediante una transposicién.

Veamos cémo afectan las transposiciones a la paridad de una permuta-
cién. Al examinar la permutacién ¢’ de arriba y la permutacién 7" obtenida
mediante una transposicién vemos que ¢’ es impar (tiene 11 inversiones)
y 7" es par (tiene una mas, 12). ¢Por qué tiene una mas? Al contar las in-
versiones de 1 con los demdis elementos en o y en = vemos que hay las
mismas, excepto la de 1 con 5 que en ¢’ no forman inversién y en 7’ si.
Todas las demés inversiones son las mismas.

Este analisis sugiere el siguiente resultado:

LemA. Si 7 es una permutacién obtenida de la permutacién ¢ mediante
la transposicién de dos numeros consecutivos, entonces ¢ y T tienen
distinta paridad.

Demostracién. Veremos que si ¢ tiene r inversiones entonces = tiene
r + 1 o r — 1 inversiones. Sea

=( 1 2 i i+1 n )
77 \e(1) 0(2) .- a(i) o(i+1) ... o(n)

=(1 PP A £ 2 T n)
T \e(1) o(2) .- a(i+1) (i) .- o(n)]"

Todas las parejas de nimeros que forman inversién en o, la forman tam-
bién en r, excepto o(i) y o(i+1). Si ¢(i), o(i+1) no forman inversién en
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o, en 7 si la forman, e inversamente, Por ello, el ntimero r de inversiones
en o aumenta o disminuye en 1 al pasar a 7.

TEOREMA: St 7 es una permutacidn obtenida de la permutacion o me-
diante la transposicién de dos nimeros, entonces o y 7 tienen distinta

paridad.

Demostracién. Si los niimeros que se transponen ocupan lugares con-
secutivos estamos en el caso del lema. Supongamos pues que los niéimeros
que se transponen estan separados por s lugares:

=( 1 ... r e r+s ... o0m )

T \e(1) -v- a(r) oo o(r¥s) ... o(n)
___( 1 ... r oo r+s oo o0m

T \e(l) oo o(r4s) oot o(r) .. o(n))‘

Podemos pasar de o a 7 haciendo s transposiciones de elementos consecu-
tivos, cambiando o(r) por cada uno de los de su derecha, hasta llegar a

,_ 1 r oo T+s oo n

T T \e(1) ot o(r+1) .. o(r) oo m
y después s—1 transposiciones de elementos consecutivos, cambiando o(r+s)
[que ahora esta a la izquierda de o(r)] con cada uno de los anteriores hasta
llegar a 7. Por tanto, podemos pasar de ¢ a 7 con 2s — 1 transposiciones

de elementos consecutivos. Como en cada paso se cambia la paridad, al
hacer un nimero impar (2s—1) de pasos, la paridad cambiard también.

Inversa de una permutacién, Sea ¢ una permutacién de I, = {1,
2, ..., n}, es decir, una funcién biyectiva ¢: I, — I,. Entonces la funcién
inversa ¢7*: I,—> I, es también una funcién biyectiva, es decir, ¢~* es tam-
bién una permutacién.

En otras palabras, si ¢ €S, (en donde S, denota el conjunto de todas
las permutaciones de I,) entonces o~ €5, también.

Recordemos cémo se define la inversa de una funcién biyectiva:

o(i) = k si y solamente si o'(k) = 1.

En particular, si escribimos o en la forma

=( 1 2 ... n)
77 \e(1) o(2) -+ o(n)
entonces

N (0(11) 0(22) 5 o(nn)) _ (0_11(1) 0_12(2) o a_l’zn)).
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Por ejemplo, si

5
entonces
a1 21 45 3 1
o = =
1 2 3 45 2
Ejemplo. Escribiremos a continuacién todas las permutaciones de
I; y sus inversas:

_(1 23 si=(123
17 \1 2 3 1 1 2 3
(! 23 s (13 2)_(1 23
27\1 3 2 1 2 3 1 3 2
os=(1 2 3 a_1=(213__(123)
2 1 3 1 23/ " \21 3
_(1 23 0_1,_231)_123)
“7\2 3 1 + 1 23/7\3 1 2
=(123 c,_1=(312=(123
5=\3 1 2 1 2 3 2 3 1
(123 a_(3 21 123)
o = (Te— =
321) 1 2 3 3 2 1

Vemos que o' = 015 07! = 03; 0} = 03; 0] = 055 07! = 0,y 07! = 0e. Por

lo tanto, S3 = {@1,02, -+, 06} = {a‘;l, 0;1, ceey 0'"61}.

EJERCICIO

6. Repitase el ejemplo anterior para las 4! = 24 permutaciones de I,.
Compruébese que

S4 = {'0’1, 02y * ¢y 0’24} = {0’;1, 0;1, e 0‘;1}-

Lo observado en el ejemplo y en el ejercicio anteriores es cierto en gene-
ral. En efecto, podemos asociar a cada permutacién o, su inversa ¢!, con
lo que obtenemos una funcién de S, en S,. Ademas, si dos permutaciones
o y 7 son distintas, entonces ¢~ y ! son distintas y toda permutacién r es
inversa de una permutacién [a saber r = (+1)-*]. Por lo tanto la funcién
de S, en S, que a cada permutacion asocia su inversa es biyectiva.

Es facil comprobar en el ejemplo anterior que o; es par si y solamente

si 07} es par.
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EJERCICIO
7. Compruébese en S, que o es par si y solamente si o~! es par.
Esto es cierto en general:

PrOPOSICION: o €S, es par si y solo si o es par.

Demostracién. La funcién de S, en S, que a cada permutacién o aso-
cia su inversa, que es biyectiva, puede extenderse al conjunto de parejas y
esta extensién preserva inversiones. En efecto, si

i<jy r=o9(i)>0(j) =s
s<r y j=ols) >o(r) =1

entonces

4. DETERMINANTES

En la solucién de sistemas de ecuaciones lineales y en otros muchos temas
de las matematicas aparecen en forma natural y, a la vez, juegan un im-
portante papel, los determinantes.

En este pirrafo veremos cémo se asocia a cada matriz cuadrada un
nimero que se llama el determinante de la matriz. Empecemos con las
matrices de 2 X 2 y de 3 X 3.

A cada matriz (formada con niumeros reales) de 2 X 2

b
4= )
(c d
se le asocia el nimero (real) ad — be, al que se llama el determinante de
A y se denota con [4] o con

a b
¢ d
. Asi pues, el determinante de la matriz 4 es el nGmero
|4 = | ¢ Z = ad — be.
El determinante de una matriz de 3 X 3
a,; b1 C1
A =1 4z bz C2
a; b3 C3

es, por definicién, el nimero

ay bx 1
1Al =14 bz Cz2 | = albzcg + blcgag + C;azba - C1b2a3 - b;a253 - a;Cgba.
a; by ¢
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Una forma grafica de recordar los seis términos de la expresién ante-
rior es:

Términos con + Términos con —

Figura 4.1

EJERCICIOS

1. Encuéntrense los determinantes de las siguientes matrices, usando
las definiciones anteriores:

GD G2 CEY) G EY G
1 2 1 a b ¢ a d e a 0 b 1 2 3
[_z -2 _3] [zz;] [835] [z%;’] [.m]

Con el fin de extender las definiciones anteriores al caso general de
matrices de n X n conviene reescribir las definiciones anteriores en la forma
siguiente:

Q1 (2

= Q11032 = A12042;.
a1 Q22

@11 Qiz Qs
Q1 Q22 Qg
Q31 432 Qg

Q11822853 F Q12023851 + 013821033 — Q1383203 —

= Q12021033 = G1102303;.

Consideremos uno de los sumandos de la expresién anterior, digamos
@,3a2,05.. Asociado a este, podemos formar la permutacién o:{1, 2,3} —
{1,2,3} dada por o(1) =3, 0(2) =1y ¢(3) = 2, o sea, escrita en otra

forma
=(123
77\3 1 2/

En palabras: a cada término de la expresién para el determinante podemos
asociar la permutacién que asocia al primer indice, el segundo. A conti-
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nuacién escribiremos los. seis términos y las permutaciones asociadas, indi-
cando ademis la paridad de la permutacién:

3) par (hay O inversiones)

3
1

+ a1; a2: a5 (

+ a;;a5 a5, par (hay 2 inversiones)

(-]

+ @55 a2 a3 par (hay 2 inversiones)

(
(
wonen
(

— @13 Ay g3

) impar (hay 3 inversiones)

impar (hay 1 inversién)

LWDN = N NN =N QON NN
G LW = W N

— @y Q23 A3 ( ) 2) impar (hay 1 inversién).

Aqui podemos observar que los 6 términos corresponden a las 6 permu-
taciones de I; y que, ademds, los términos que llevan signo + corresponden
a las permutaciones pares y los que llevan signo — a las impares.

Lo mismo ocurre para el caso 2 X 2:

1
+ ay Qa2 (1 g) par

= Q12 Q2 1 2 impar.
2 1 P

Otra forma de escribir el determinante de la matriz de 2 X 2

(au alz)
a1 Qz2
, -
es, segln lo que acabamos de observar, la siguiente:

a1 Q2
Az a2z

= 2 ges, £(0) B0 @20 (2)

Aqui I significa que sumamos los términos correspondientes a cada ¢ €.S,.
(Recordemos que S; es el conjunto de las permutaciones de I, = {1, 2};

s={( )G D})

y e(oc) =1 si o es pary e(oc) = —1 si ¢ es impar.
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Para el caso 3 X 3 tenemos una expresién analoga:

a1y Gy Qi3
Qz1 Q22 Q23
a3z Q32 ads;

Aqui §; = {(1 2 3) (1 2 3) (1 2 3) (1 2 3‘) (1 2 3)

1 2 3)°\2 3 1)°P\3 1 2)°\3 2 1;°\2 1 3)
G ; g)} , €s €l conjunto (con 3! elementos) de todas las permutaciones
de I, = {1, 2, 3}. El significado de 3} es el mismo, es decir, sumamos todos
los términos correspondientes a cada o en §; Como antes, (o) = 1 si
cesparye(o) ='—1 si ¢ es impar.

Esta forma de expresar el determinante, utilizando el simbolo 3} para
indicar “suma”, puede parecer mas complicado que el que dimos inicial-
mente. Sin embargo tiene la gran ventaja de que puede generalizarse al
caso de matrices de n X n.

vess® (0) @10(1)B20(2) @30 (8)-

Definicion de determinante; caso general.

DEerFINICION: A cada matriz (formada con numeros reales)

Q11 Gr2 --- Qin
A =] % Gz - G
Apny QApz Ann

le asociamos el nimero (real), llamado su determinante, dado por la

expresion
Q1 Qi2 -+ Qin
IAl = | % ,‘ e Eo-ss.. e(o) al’"(l)a”(?) s ”na(r;)-
Q1 Qnz Qnn

en donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de {1, 2, ..., n}
y e(e) = 1 si g es par y e(a) = —1 si ¢ es impar.
Observemos que cada sumando en la expresién anterior es un producto

£(0) a10(1)820(2) - -+ Bno(m)-
Aqui e{o) = 1 segin o sea par o impar. Los demas factores son
a1041)d20(2) - - - Qno(n)

y hay uno de cada renglén (pues los primeros indices son 1, 2, ..., n) y uno
de cada columna [pues los segundos indices son ¢(1), o(2), ..., o(n) y @
es una permutacién de {1,2, ...,n}].
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Por ejemplo, al escribir la expresién para el determinante de una matriz
de 4 X 4
Q11 Q12 @13 Qg
A= Q21 A2 QA3 Qq24
A3y Q32 QA3zz A3y
Ayy Qg2 Q43 Q4

aparecen todos los sumandos del tipo

8(0’) Qi10(1) @20(2) A30(3) C40(s)

en donde o es una permutacién de {1, 2, 3, 4}. Si por ejemplo,

_(1 2 3 4
77 \2 31 4
entonces ¢(g) = 1, pues o es par (hay 2 inversiones) y el término corres-

pondiente es
Q12 Q23 Q31 Aygq.

EJERCICIOS

2. Encuéntrese el signo ¢(o) en los siguientes términos de la expresién
del determinante de una matriz de 7 X 7:

Q3 Q22 Q31 G4y Qg5 Ggg A77, Q17 Q26 Q35 Qg4 Asz A2 A71.

3. Escribase la expresién para el determinante de una matriz de 4 X 4

(24 sumandos).

4. Utilizando la observacién que sigue a la definicién de determinante
demuéstrese que si un renglén o una columna de una matriz es cero, enton-
ces el determinante es cero.

5. Utilizando la definicién, demuéstrese que el determinante de una
matriz diagonal es igual al producto de los elementos de la diagonal.

6. El mismo resultado que el del ejercicio anterior para matrices trian-
gulares.

5. PROPIEDADES BASICAS DE LOS DETERMINANTES

En este parrafo analizaremos y demostraremos algunas propiedades basi-
cas de los determinantes, A partir de ellas, en el parrafo siguiente demos-
traremos otras propiedades y miés adelante veremos cémo aplicar estas
para simplificar el calculo de los determinantes.

Empezaremos estudiando las propiedades basicas en determinantes de
matrices de 2 X 2 y de 3 X 3.
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Al calcular el determinante de una matriz de la forma

a+a b+b
c d

vemos que

SV @k ayd = (bt ¥)emad = o+ dd - b
a b a' bl
c dal ¥ d

Para matrices de 3 X 3 ocurre lo mismo. Si un renglén, digamos el
segundo, R, de una matriz 4 estd expresado como suma de dos renglones
R.=R + R”:

2 2
(a2, bz, 52) = (a;9 b;: C;) + (a:) b;” C;’) =
= (a, +a, b, + b, ¢ +¢)),

tenemos que

a by, ¢ a, b, ¢

’ 4 ’ 4 ’ ”
a b, ¢ | = a2+cz’2 b2+b2 ¢, te| =
a, by ¢4 a, b, C3

= ay(b), + bY)cs + bi(c) + ¢7)as + ¢i(a, + a]))by -

I

- cl(b; + b;’)a3 — b,(a'z + a':)ca - al(c’2+ c;’) b,
= alb;c3 + blc"za3 + ¢:1a’2b3 - clb;aa - bla;c3 - alc’zb8 +

+ alb'z'cs + blc’z'a3 + cla;’bs - clb;'a3 - bla;’cs — alc’z'bs =

ay b1 Cy a, bl C1
4 ’ 7 7 ”

= a
=4 bz 6‘2 + 2 bz 2

as b3 C3 as b3 C3
Asi pues, para matrices de 2 X 2 y de 3 X 3 vemos que:

PrOPIEDAD 1: Si el renglon R; de una matriz A se expresa como suma de
dos vectores

R. =R + R/,
entonces
4] = |4'| + |47
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en donde A’ y A” son matrices tales que su renglén i es R} y RY respec-
tivamente y los demds renglones son los mismos que los de la matriz A.

Mas adelante demostraremos que esta propiedad vale para matrices de
n X n.

Ejemplos:
1.
ja b| _|a+0 0O+b| |a O +]0 b
| c di ¢ d T e d c d
_ a 0 + 0 b —
¢c+0 0+d c+0 O0+d
a 0 a 0 0 b 0 b
col|* 04‘+ col¥ Od‘
2.
a; by ¢ a;+0 by +0 0+
as bz C2 = as bz C2 =
a3 by ¢ as bs C3
a b1 0 0 0 C1
= | az bg ¢, | + as bz Ce | =
as by C3 as by ¢,
a+0 0+5b 0+0 0 0 ¢
= as bz Cy + as bz Ca =
as b3 C3 as ba C3
a; O 0 0 b1 0 0 0 1
= | Q2 bz Ca + asz bz C2 + az bz C2
as b3 C3 ag bs Cs as bs Cs3
EJERCICIOS

1. Demuéstrese la propiedad 1 para los casos de 2 X 2 y de 3 X 3
que faltan, es decir, para las matrices

@ e BB
a b 1 1 1 1 1 1
as b3 C3

a, b, C1

a; bz Ca
a'+a" b’+b" C’+C”
3 3 3 3 3 3

2. Demuéstrese que si (ay, bi,61) = (a,b),¢)) + (a,b%¢)) +

r”r °" 4
(a)", 87, ¢"),
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’ ’ ’ ” ” ”n iZ4 "’ 1124
a, b o a bl ‘1 | a’] b1 ¢ a; b1 ¢
as b2 C2 | = | a, bz C2 + as bz Ca + az bz Ce
a; by ¢ as by ¢ a; by ¢ ag by ¢

3. Procediendo como en el ejemplo 2 anterior pruébese que

a; b1 Cy a, b1 C1 a; b1 C1 ay b1 C1
as bz Ca = | d2 bg Ca -+ as bz Ca + a bz C2 |.
a3 b3 C3 as 0 0 0 b3 0 0 0 C3

4. Utilizando ahora el ejercicio 2 anterior pruébese nuevamente el ejer-
cicio 3.

5. Pruébese que
a, + as b1 + bz
¢y + C2 dl + dz

a, b,
Ca dz

az bz
¢ di

a; b]_
C2 dz

ay b]_

C1 d1

+

Para matrices de 2 X 2 y 3 X 3 es facil ver que vale la siguiente pro-
piedad que méis adelante demostraremos para el caso general:

ProPIEDAD 2: Si el renglén R; de la matriz A es de la forma R; = AR/,
entonces
|4] = A |4,
en donde A’ es la matriz que se obtiene de A cambiando el renglén R,
por R;’.

Ejemplos:
3.

Aa Ab a b

‘ d’—Aad—Abc—A(ad—bc)—Alc d{'
4.

Aal Ab; A.Cl

asz bz C2
as by ¢

= Aaybycy + Abica; + Aciayby — Aeybya; — )\bxazcs — MayCrby =

= A(@1byc3 + bicoas + ¢1a2b5 — c1boa; — bi@scy — ai6,bs) =

a b, ¢
= )\ as bz C2 |.
as by ¢;
EJERCICIO

6. En los ejemplos anteriores demostramos la propiedad 2 para ma-
tricesde 2 X 2y 3 X 3 yparai = 1. Demuéstrese la misma propiedad para
i=2enelcaso2 X 2yparai=2,i=3 en el caso 3 X 3.
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Analicemos una propiedad méas. Supongamos que en la matriz
_fa b
-2 2)
intercambiamos los dos renglones. Obtenemos la matriz
, (¢ d
a=(2 1)

c d
a b

Tenemos que

a b

= d-—
. d‘ a be

| = c¢b — da;
de donde,
|47 = — |4].
EJERCICIO
7. Demuéstrese que si en una matriz de 3 X 3 intercambiamos dos

renglones, entonces el determinante de la matriz obtenida es igual a menos
el determinante de la matriz dada. (Examinense los tres casos posibles.)

Mis adelante demostraremos que esta propiedad vale en general.

Proriepap 3: Sila matriz A’ se obtiene de una matriz A intercambiando
dos renglones, entonces

|4’} = — 4.
Observemos, finalmente, que
1 00
!‘1) (1)' =1 01 0} =1
0 01!
Veremos que, en general, se tiene:
ProriEDAD 4:
1 00...0
01 0...0
0 01...0{[=1.

En lo que resta de este parrafo nos ocuparemos de demostrar las propie-
dades 1, 2, 3 y 4 en el caso general. (En una primera lectura pueden omi-
tirse estas demostraciones.)

Demostracion de la propiedad 1. Sea

Q13 Q12 -+ Ay
A=|% Qa2 -+ Q2p
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Supongamos que el renglén R; de A4 es suma de dos vectores:
R, = R, + R
Asi, tenemos que
= (@, d, - d) + (@], ], a]) =

Qiyy Qigy -+, @i
R i1 “ig? i2® in

={(d +a',d_+a’,...,d +a’).
11 1 12 12 mn in
Entonces

|4] = D oes £(0) @10(1) B202) + -+ io(i) + -+ Gnomy =
= Dyes £(0) @10y Taor) -+ (@ioy + @%ioi)) -+ Gnom =
= 2“8”8(0’) @10(1) Gao(z) -+ - @io(i) nany +
+ 3 e, 8(0) @10(1) B2o(2) + -+ @io(i) <o - Anomy =
= 4’| + |47|.
Demostracién de la propiedad 2. Sea A como antes y supongamos que

R, = AR’:

—_— ’
(an, Aizy - -, ain) = /\(a'il, a'i2> ey a in)
’
= ()ta’,-l, )\a’;,z, ey Aa in) .
Entonces

|4

= zaesne(ﬂ) Aio(1) * Qig(iy ** Qo (ny =

= Eo‘esne(u)alo(l) ce )\a,iU(i) coe no(n) =
= }‘Eaesns(”) oy -+ @iogiy o+ Grony =

= A4’
Demostracién de la propiedad 3. Sean

bll b12 e bln
b21 b22 v bzn

Q11 Qa2 + -« Qin
@31 Q22 - -+ Qo A =
Qpy Qnz - -+ Qup baibuz + - buy
con

bij = a;; para toda l,] e i;ér, l#&

b,; = a,; para toda j

bsj = a,; para toda j.



6. MAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 123

En palabras, 4" es la matriz obtenida de 4 intercambiando los renglones
7y s (suponemos, desde luego, que 7 == 5). Para cada o €5, definimos v €Sy
como sigue:
‘ 7(i) = o(i) para toda izfr, izks

r(r) = o(s)

T(S) = o-(f).

Evidentemente, si o es una permutacién par (respectivamente, impar) en-
tonces 7 es una permutacién impar (respectivamente par) pues 7 se obtiene
de ¢ mediante una transposicién. Entonces

|[4] = S e(o)awocq) -+« @Gro(r) +++ Gso(s) -+ * Ano(m
= e(0)bio) +++ bsar) <+« brogs) -+ bnamy
= 2—8(") bl"’(l) v bsT(s) e brT(r) oo bn‘r(n)
= —|4'.

Demostracion de la propiedad 4. En la matriz

tenemos que

Por consiguiente todos los sumandos @;0(1)a20(2) -+ @non) SON cero excepto
@13 @s; -+ - Ayn que vale 1, Y como la permutacién correspondiente a ese
término es par, tenemos que |I| = 1.

6. MAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades 5, 6 y 7 y sus corolarios que a continuacién veremos,
se demostraran utilizando las propiedades bésicas demostradas en el parrafo
anterjor.

PropiEDAD 5: i una matriz cuadrada tiene dos renglones iguales entonces
su determinante es cero.

Demostracion. Sea A dicha matriz y 4’ la que se obtiene de 4 inter-
cambiando los dos renglones que son iguales. Entonces 4 = A’ por lo que
|4| = |4’|. Pero, segin la propiedad 3, tenemos también que [4’| = —|4],
de donde |4| = —|4|. Luego 2|4| = 0, por lo que |4} = 0.
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ProPIEDAD 6: 87 una matriz cuadrada tiene un renglén de ceros, entonces
su determinante es cero.

Demostracidn. Se sigue inmediatamente de la propiedad 2 tomando
A = 0y R’; arbitrario.

EJERCICIOS

8. Pruébese directamente la propiedad 5 para determinantes de matrices
de 2 X 2.

9. Lo mismo para matrices de 3 X 3 para el caso en que sean iguales el
segundo y el tercer renglones.

Antes de analizar la siguiente propiedad conviene ver el caso de 2 X 2
y de 3 X 3, lo que haremos en los siguientes ejercicios.

EJERCICIOS
10. Pruébese que
a b _|e b
c+ra d+Xb c d|°
11. Pruébese que
a, by A a b
a,+\a, b,+ b, c,tAcg | = | a; b, ¢,
as b, €3 as b; ¢4
12, Pruébese que
a, b, C1 a b o
a, b, Cy =|a, b, ¢,
a;+Aa,+pa, bs+Ab,+ pb, ¢yt e+ pe, ag b ¢

Los ejercicios anteriores pueden resolverse calculando directamente los
determinantes a partir de la definicién; pero es mejor resolverlos utilizando
propiedades demostradas antes. En efecto, por la propiedad 1, tenemos que

a, b, €y a; b, ¢ a, b, C1
a,+\a, b,+ b, CotAeg | = |a, by, |+ |Aa; Ab; Acs
a; bs Cs as by ¢ as b, C3

y, por la propiedad 2, el segundo sumando de esta expresién es

a b, (21
a; by ¢l
as b, Cs

a, b1 Cy
Aa; Ab; A,
as b, C3

= A
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Finalmente y segn la propiedad 5, este Gltimo determinante es cero pues
tiene dos renglones iguales, con lo que queda demostrada la propiedad.

EJERCICIO

13. Resuélvase nuevamente el ejercicio 1 utilizando ahora el razona-
miento que acabamos de exponer.

[Esta propiedad es valida en general.]

PropieDAD 7: 87 la matriz A’ se obtiene de la matriz cuadrada A suman-
do a un renglén un miltiplo de otro, entonces |A| = |4’).

Demostracion. Se hace como en los casos de 3 X 3 y de 2 X 2 que
acabamos de ver. En efecto, si al renglén R; le hemos sumado A veces el
renglén k, entonces, utilizando las propiedades 1 y 2 obtenemos

4] = |4] + \B|

en donde B es una matriz que tiene los renglones que ocupan los lugares
i y k iguales. Por lo tanto |B| = 0, de donde |4’| = |4].
Aplicando repetidas veces la propiedad 7 obtenemos el

CorovrariO 1: Sia un renglén de una matriz cuadrada A le sumamos una
combinacién lineal de los demds renglones, entonces el determinante de
la matriz obtenida es igual al determinante de A.

CoroLARIO 2: Si los renglones de una matriz cuadrada son linealmente
dependientes, entonces su determinante es cero.

Demostracién. Si los renglones de la matriz 4 son linealmente depen-
dientes entonces alguno de ellos es combinacién lineal de los demés. Restando
a dicho renglén la combinacién lineal obtenemos una matriz 4" que tiene
un renglén de ceros y tal que (por el corolario 1) |4’| = |4]|. Como [4’| =0
se obtiene el resultado.

Ejemplo

1. En la matriz
1 2 3
A=1|4 5 6
6 9 12

los renglones son linealmente dependientes pues, por ejemplo,

(6,9,12) = 2(1,2,3) + (4,5,6).
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Si a (6,9,12) le restamos esta combinacién lineal obtenemos

. f1 23
A'=]|4 5 6|
0 0O

Tenemos que |4] =|4’| y |4’| = 0, de donde, |4| = 0.
Recordemos que la transpuesta de una matriz 4 es la matriz 4* cuyos
renglones son (en el orden respectivo) las columnas de 4. Por ejemplo,

(20 =)

A= (a;;) (1=i=n, 1=j=n)

En general, si

entonces

en donde
b“ = ajj.

Veamos lo que pasa con los determinantes de 4 y de 4. En el caso
2 X 2 tenemos:

4] =% Z}=ad—bc
jarf = | & 2)=ad—bc

por lo que vemos que |4| = |4f|.

EJERCICIO
14. Calculando directamente demuéstrese que
a, b]_ ¢y a, a; 4ag
IA.[ =1 as b2 Ca | = b1 b2 bS = lAtl.
a; by ¢ ¢y €2 Cg

Propiepap 8: El determinante de una matriz cuadrada A es igual al deter-
minante de su matriz transpuesta A’

Demostracién. Sea, como escribimos antes, 4 = (a;;), 4* = (bi;) en

donde b;; = a;;. Tenemos que

IAI = Ensnc(ﬂ) Q10(1)@20(2) * * - Gno(n)

= qusne(a)bv(1)1b0<2)2 bé(n)n-
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Ahora bien, si o(Z) =j, entonces, por definicién de o7, tenemos que o~(7) =t.
Por lo tanto,
boiyi = bja'(p.

Ya que, ademés, por ser ¢ una permutacién
(o(1),0(2), - a(m)} = {1,2, -..,n},
podemos reordenar los factores en cada sumando y escribir
boyibo(zyz + -+ bomyn = bio~t(1)bao(2) - - - bac(n)-

Ya que si ¢ recorre S5, 07! recorre también S, (véase el final del parrafo 3) y
que e(o) = ¢(0™'), tenemos que

lAi = Eg_ws,e(“—l)b\m—l(.l)bazo'l(-z) corbpgtmy = IAtl,

con lo que queda demostrada la propiedad 8.

Esta propiedad permite enunciar el siguiente resultado:

Todas las propiedades que hemos demostrado para los renglones, valen
también para las columnas. En particular, las propiedades 1, 2, ..., 7.

Desarrollos por menores. Finalmente veremos una propiedad que per-
mite expresar un determinante de orden n como suma de n determinantes
de orden n—1. Esta puede servir para dar otra definicién, de tipo induc-
tivo, de determinante,

Si A es la matriz

Q11 Gy -+« Qyp
A=| P18z G2n

Qpy Apz * -+« Qun

con A;; denotaremos la submatriz de 4 que se obtiene omitiendo el renglén
ity la columna j en 4. Por ejemplo, si

1 2 3
A=}4 5 6],
7 8 9
5 1 3 1 2 1 2
Au:(g g), A32=(4 6)’ A23=(7 8)’ A3 = (4_ 5 , etc.

Al determinante |4;;| se le llama el menor del elemento a;;. Por ejemplo,
para el caso anterior, el menor de a,; es
5 6

|A11I=I8 9 = -3,
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y el de a;; es

1 2
IA33I=|4 5I=_3.
Sea
Q13 Q13 Qq3
A =] as axasy |
A3y Q32 Agg

Un simple calculo prueba que

IAI = au!Au[ _aleAlzl +013|A13|-
En efecto,
IAI = 041052033+ Q12023831 Q13021035 Q13022031 B12821033 — Q11823032 =
= ay (azzass - azaaaz) — Qa2 (‘1.210-33 - azaa:n) +ay, (021‘132 - azza31) =

= aulAuI _a12[A12[ + a13]A13]-

EJERCICIO

15. Demuéstrese que, para esa matriz,

]Al = _021IA2-1l+a22|A22]"‘azslAzal
= 431|A31|~432|A32|+433|A331
= a11|A11l "'a21§A21‘ + 431!A31I
= _alzlAle'azzlAzz[ "aszlAsz|
= 1113{/113] _azslAzsl +033|A33I.

A las expresiones del ejemplo y del ejercicio anteriores se les suele llamar
desarrollo del determinante con respecto al renglén o a la columna respectiva,

Para demostrar la validez de estos desarrollos en el caso general nos seran
utiles los dos lemas siguientes:

Lema 1:  Sien la matriz

Q11 Qy2 - -+ Qi
Aoy Qoo » -+

A =] % G2 Gzn
Qpy Anz [

Any = Guz = *** = Qpyy = 0, entonces

, |4] = ann|Ann|.
Por ejemplo,

[=-N&
NN
D W

O 00 L=
OION
OPO W
-R&; K. 30 8
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Demostracién del lema. Tenemos que
IAI =3 eSn e(0) @10(1)@20(2) + ++ Ano(ny.
Como anoy = 0 para o(n) % n, tenemos que
[4] = Zoesase(0) @10(1)820(2) *++ Gn-10(n-1)8nn = |Ann].

LEMA 2: Si en una matriz cuadrada A todos los elementos distintos de ay;
en el renglén i son cero, entonces

4] = (=1)"ay;|4y;

.

Demostracién. Observemos primero las matrices

A=
Yy
Q11 Ay j1 41 .81
Qi-11 ++. Qi1 j-185-1 41 .. - Qian
[ —
4 = v Qi1 j-1 Qi1 41 - - Giam
\

Es facil ver que podemos obtener A’ de A intercambiando el renglén i por
el i+1, después por el i+2, etc,, hasta intercambiarlo con el renglén n vy,
después, la columna j por la j+1, luego por la j+2, etc., hasta intercam-
biarla con la columna n. Habremos hecho, en total (n—i) + (n—j) inter-
cambios de renglones o columnas. Como en cada intercambio, los determi-
nantes de las matrices correspondientes difieren sélo en el factor (—1),
tendremos que

N
y como

(_.l)n_i+n-j — (_l)i*j
resulta que

4] = (=1)"7 4],
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Ahora bien, segtin la hipdtesis, en el Gltimo renglén hay ceros excepto, posi-
blemente, a;;. Por lo tanto, por el lema anterior tenemos que

|[4’] = aij]4i;]

(obsérvese que los menores del elemento a;; en 4 y en 4’ son iguales). Por
consiguiente sustituyendo la Gltima igualdad en la pendltima, se obtiene

4] = (—1)% a;;14;4).

Ejemplos:

a b ¢

0 0 ¢ = ('—1)2+3 a’ b// = al brl

a b a’ b a’ b
0100 13 2 1
25035 1|=(-D"5/0 10 =5(—1)2+2-1‘ ’=—5
100 1 101

PropiEDAD 9. Si A es una matriz de nXn, entonces

,A[ = (_l)hlaillAili + (_1)i+2a’i2|A521 G oo (_l)imainlAi»I.
= (—=1)"ayj|dyy| + (= 1) ayjldoy] + -+ + (—1)™ anj|4nj|.

En palabras, podemos encontrar el determinante de una matriz 4 desa-
rrollindolo con respecto a cualquier renglén : o también con respecto a
cualquier columna j.

Demostracién. La segunda parte es consecuencia de la primera debido
a que el determinante de una matriz es igual al de su transpuesta.

La demostracién de la primera parte quedara clara si examinamos, por
ejemplo, el desarrollo de un determinante de orden 3 con respecto a un
renglén, digamos el segundo. Tenemos, debido a la propiedad bésica 1, que

Q31 G132 Q43 Q13 Q12 13 @1y Qy3 Q13 Q13 @32 Q13
lAl = | Qg1 Qg3 Qg = asy O 0 -+ 0 a1 0 + 0 0 as3 ,
A3y A3z A33 A3y Q32 Q33 A3y Q32 A33 Q31 Q32 Q33

de donde, tomando en cuenta el lema anterior, resulta que
|A| = (—1)= ‘121|A21| + (—1)%2 azz!Azzl + (—1)=s azs|A23|-

La demostracién del caso general sigue, paso a paso, la del ejemplo an-
terior,
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7. CALCULO DE DETERMINANTES

Para calcular el determinante de una matriz de nXn, utilizando la ex-
presién que dimos en la definicién, hay que encontrar n! productos de n
factores cada uno y después su suma, con el signo correspondiente. Para los
casos de 2X2 y 3X3, e incluso de 4X4, esto no presenta serios problemas.
En efecto, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. Pero para valores mayores de n este
método es totalmente impracticable. Por ejemplo, si quisiéramos calcular asi
el determinante de una matriz de 7X7 deberiamos efectuar 5 040 productos
de 7 factores cada uno. Para matrices de 11X 11, casi 40 millones de pro-
ductos.

Los desarrollos por menores son igualmente largos. Por ejemplo, para un
determinante de 11X 11 hay que calcular 11 determinantes de 10X 10, cada
uno de los cuales conduce a 10 de 9X9, etc.

Sin embargo, el uso apropiado de algunas propiedades de los determi-
nantes puede abreviar enormemente los clculos. Daremos a continuacién
unos cuantos ejemplos. Las propiedades que se usan son, principalmente,
las que permiten agregar a un renglén (o columna) un miltiplo de otro
renglén (o columna), o bien el intercambio de renglones (o columnas)
cambiando el signo convenientemente o, finalmente, “sacar” un factor de
un renglén (o columna).

Ejemplos:
1.
1111 1111
11 -1 -1 _fo o —2 -2 |9 LT
2 -1 2 -1|T|o -3 o -3/ =61 0 )=
1 2 -1 =2 0 1 -2 -3
10 1 10 1
=—6/0 1 1|=-6{0 1 1|=12
0 -2 —4 0 0 -2
2,
1111 1111
t 2 3 4(_Jo 1 2 3|_[2 2 3
1 3 6 10/=/0o 2 5 9 : 9 19
1 4 10 20 0 3 9 19
1 2 3
=0 1 3=|1 ﬂ=1
0 3 10
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3.
1 2 3 4 10 2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1{_ {10 3 4 1) _ 10 0 1 1 -3
3 4 1 2 |10 4 1 2 0 2 -2 -2
4 1 2 3 10 1 2 3 0 -1 -1 -1
1 1 -3 1 1 -3
= 20 1 -1 —-1|=20{0 -2 2 1 = 160.
-1 -1 -1 0 0o —4 .
4,
1 a a 1 0 0
1 b . =1 b—a 2ab | =
1 c c? 1 c-a c*-ac
1 b
= (ba)(c-a) || | = (b=a) (c-a) (c-b)
5.
1 a az ad 1 0 0 0
1 b b2 b3 | _ |1 b-a b%*—ab b3-ab?
1 c ¢z ¢t |1 c—a c—ac cd—ac® |
1 d d? d? 1 d-a d?—ad d3-ad?
1 b b?
= (b-a) (¢c-a) (d-a) | 1 c c?
1 d dz
= (b-a) (c~a) (d-a) (c-b) (d-b) (d-¢).
EJERCICIOS
1. 2.
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 1 2 3
1 3 6 10 15 2 1 3
1 4 10 20 35 3 1 2
1 5 15 3 70
3. 4,
1 2 3 4 5
a b ¢ 2 3 4 5 1
b ¢ a 3 4 5 1 2
c a b 4 5 1 2 3
5 1 2 3 4
5. 6.
a b c d 1 -3 4 6
b c d a -2 4 1 7
c d a b 3 -1 2 5
d a b c -1 2 3 7
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7. 8.
1 3 0 0 0
L300 A S
0 9 1 3 0 2 1 3 0
0 0 2 ! 0 0 2 1 3
0 0 0 2 1
9. 10.
0 0 1 0 0 0
o Y0 v 2 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 1 0 0 0 4 0 0
0 0 0 1 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 6
11. Pruébese que si
1 a; ai a';_l }
1 a a? a™!
M”= 2 2
i....‘.z;....éz..:,:.a.n._l.

entonces
M, = (an—a,) (@n-1—ay) *** (az—a,) My_,.

M, se llama el determinante de Van der Monde. Utilizando lo anterior
pruébese, por induccién que

Mo =Tisi (a~a) (1<i, j<n).

8. CARACTERIZACION DEL RANGO DE UNA MATRIZ
MEDIANTE DETERMINANTES

£in el segundo parrafo de este capitulo definimos el rango de una matriz
como la dimensién del espacio vectorial generado por los renglones. Demos-
traremos ahora que el rango es igual también a la dimensién del espacio
vectorial generado por las columnas. Esto serd consecuencia del teorema 2.
Empecemos demostrando lo siguiente:

TeoreMA 1:  Un conjunto {4, 4., ---, As} de vectores de R* (s = n) es
linealmente dependiente si y solamente si todos los determinantes de sXs
formados con las coordenadas de los vectores son cero.

(Durante la demostracién se precisa el significado de la expresién “for-
mado con las coordenadas”).
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Consideremos primero el caso s = 2. Sean

4 = (ai, 8505 .-, an)

B = (b], bz, b3, caey bn).
Supongamos que son linealmente dependientes es decir, que
ad + BB=0

con « o B distintos de cero. Digamos que 85£0. Para cadai=1,2,...,n
tenemos que

ad; + ﬂb, = 0.
Entonces
0 = a;, aj a; a; - a; aj
0 0 aai+ﬁbi aa,-+Bb,- bi bj

y como B ==0, tenemos que

a;, aj

b b |~

es decir, todos los determinantes de 2X2 formados con las coordenadas de
4 y B son cero.
Inversamente, supongamos que para toda pareja

a;, aj

b b |70

Veremos que entonces A y B son linealmente dependientes. Si 4 = 0, no hay
nada que demostrar. Supongamos pues que 4 5= 0, por lo que alguna coor-
denada de 4 es distinta de cero. Supongamos, para facilitar la escritura que
a; 5= 0. Entonces

(_bl)A+alB = (_bl) (al, az, -~',a") + al(bb bz, “eey, b”) = 0

pues, por hipétesis a;b;—a;b; = 0. Ahora bien, ya que a; =0, la relacién
(—by)A+a,B = 0 prueba la dependencia lineal.

La demostracién del teorema se hace por induccién. Para evitar una
notacién complicada, solamente sefialaremos cémo del caso s = 2 se deduce
el caso s = 3.

Sean

4= (aya, -, a)
B = (bl, bZ’ S bﬂ)
C

= (€1, €25+ .5 Cn)-
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Supongamos primero que {4, B, C} es linealmente dependiente. Entonces
hay una combinacién lineal

ed + BB+ 4C =0

con algn coeficiente distinto de cero. Supongamos que y 0. Tenemos
entonces que, para toda i,

aa; + Bb; + yc; = 0.
Por lo tanto,

a; a; ay
0= b; bj bk =
aa;+Bb;+ye; aaj+PBbijtyc; aar+ Bbr+ycy
a; a; ag
=v bi bj bk
C; Cj Cx

y como y =0 resulta que todos los determinantes de 3 X 3 formados con
las coordenadas de 4, By C son cero.

Inversamente, supongamos ahora que todos esos:determinantes son cero.
Si {4, B} es linealmente dependiente, también {4,B,C} lo es y no hay
nada que probar. Supondremos pues que {4, B} es linealmente indepen-
diente. Entonces por hipétesis de induccién, algin determinante

a;, aj

bi bj

es distinto de cero. Sin pérdida de generalidad supondremos que

a, a,
v = b, b, 0.
Llamemos
_ _|a a _ }bl b,
B [ Ca @ | Cq C2
Tenemos que, para toda £,
a, a, a;
0= bl b2 bk = adg + Bb]g + YCks
€1 Co Ck

de donde
ad + BB+ yC =0

y como y =~ 0, {4, B, C} es linealmente dependiente, con lo que queda pro-
bado el teorema.
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TEOREMA 2: El rango de una matriz A es r si y solo st existe una submatriz
de rXr de A cuyo determinante es distinto de cero vy, ademds, los deter-
minantes de todas las submatrices de sXs con s>r son cero.

Demostracién. Si r es el rango de 4, por definicién existen r renglones
linealmente independientes. Por el teorema anterior hay una submatriz de
rXr7 cuyo determinante es distinto de cero. Ahora bien, si s>r, s renglones
son siempre linealmente dependientes. Luego, segin el teorema anterior to-
dos los determinantes de las submatrices de sXs son cero.

Cororario 1:  El rango de una matriz es igual a la dimensién del sub-
espacio vectorial generado por las columnas.

Cororario 2: Una matriz de nXn es de rango n si y solo si su determi-
nante es distinto de cero.



CAPITULO

Sistemas de
ecuaciones lineales

1. DEFINICIONES

SE estudiaran ahora sistemas de m ecuaciones lineales con n incégnitas, es
decir, sistemas del tipo

11X F QX b oo F aynx, = ky
Ay1X1 + Aooxz + 0+ Gopxn = ks

Los coeficientes a;; de las incognitas x; y los términos libres k; se supon-
dri que son nimeros reales aunque todo lo que se diga valdra para el caso
en que dichos niimeros se tomen del campo de los nlimeros complejos o, en
general, de un campo arbitrario.

Al sistema anterior se le asocian dos matrices, la matriz del sistema, de
m renglones y n columnas

[SPRLP Qi

Gz g2 QAon
A

Qm1 Qmz -+ Apn

137
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y la matriz aumentada con los términos libres, de m por n+1

Ay, iz -+ Qi ky
Q31 Gzp -+ Gon ko

4=

Qm1 Gmz « - . Gmn Km
Denotaremos con By, B, ---, B, a las columnas de 4:

B, = (flu, Q21 + vy aml)
B, = (412, Aogy + v 0y amz)

B, = (axm Aopy * 00y amn) .
Con K denotaremos la columna de los términos libres:
K = (kls k'b ) k7n) .

Las B; y K son vectores de R™, Entonces el sistema puede escribirse, en
forma vectorial, con una sola ecuacién:

xB, + x:B, + +++ + x,B,, = K.

Diremos que un vector § = (sy, 52, - -+, 54) de R” es solucion del sistema
si § es solucién de cada una de las ecuaciones del sistema, es decir, si

Q1181 F Qypsy * oo+ ause =k
@218y + AooSy + 0t GanSn = ko

En otras palabras, S = (s, sz, - -+, 5s) €s solucién si y solo si

1By + $.By + - + 5,By = K,

y en este caso K pertenece al subespacio vectorial de R™ generado por
{By, B, .., B,}.

Un sistema se llama homogéneo si K = 0, es decir, siky = ks = +++ =
kn = 0.

Como sabemos de cursos elementales de matematicas hay sistemas que
tienen muchas soluciones, otros tienen una solucién Gnica y otros no tienen

solucién,
Por ejemplo, el sistema

x+y=3

{x —y=1
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tiene una sola solucién: (2, 1). El sistema de una sola ecuacién
{2x—y=0

tiene una infinidad de soluciones, a saber, todos los puntos (a, b) de la recta
que pasa por (0,0) y (1,2).

(a, b)

r—A(1,2)

|
|
I
|
|
.

(0,0)

Figura 5.1

El sistema

x+y=2
x+y=23

no tiene solucién.

EJERCICIOS

1. Diganse cuéles de los siguientes vectores son solucién del sistema:

Xy — 2%+ x5 — 3x, = —2
2%, + X2 — X3+ 2%, = —1
x1 4+ 3%, — 2x; + Bx, = 1
(11 ~1,1), § = (3,3,1,0),

S, = (1,7,8, ) Sy =
1,2,1,0), T = (2,9,14,0).

S'(

2. Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales siempre tiene solucién.
3. Dése un ejemplo de 3 ecuaciones con 3 incégnitas para cada uno de
los casos siguientes:

a) Que tenga una infinidad de soluciones.
b) Que tenga una sola solucién.
¢) Que no tenga soluciones.
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4, Pruébese que S = (1,2, 3) es solucién del sistema
xB; + x,B, + x,B; = K,

en donde
B, =(—-21,3,-1) B, = (2,1,1,—-1)
B, = (2,0, —1,0) K = (8,4,4, —4)
5. Pruébese que S = (51,82 +-+,50) = (1,1,...,1) es solucién del
sistema

Xyt X+ o xg=n _
Xy =%+ <o+ —x,=0. (npar)

6. Pruébese que (1,2, ...,n) es solucién de

2%, + 2%, + o + 2x, =n2 41
—2x, + 2%, — v + 2x, = n. (n par)

7. Demuéstrese que S = (—1,2,1) es solucién de

X1 + X2 + 4x3 =5
2x1 + x; + 3x3 =3
3x1 + Xo + 2x3 =1
4‘.’("1 + x5 + Xg = — 1.
Usando esto, exprésese K como combinacién lineal de B,, B, y B;, en donde
B, =(1,2,3,4) B, = (4,3,2,1)
B, = (1,1,1,1) K = (5,3,1, —1).
8. Encuéntrese la solucién del sistema
Xyt X+ X3+ 0 F X, =0

Xp+ X3+ oo+ xy=n—1
X3+ e+ ox, =

Usando esto, exprésese K = (n,n—1,n—2,...,1) como combinacién li-
neal de los vectores

D1= (13050: ‘:0)
D2=(1’l:0, ’:0)
D3=(1’131> :0)

2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Lo que hemos estudiado acerca del rango nos permite dar un criterio
sobre cuando un sistema tiene o no soluciones.

TeorEMA: Un sistema de ecuaciones lineales tiene solucidén si y solo si el
rango de la matriz del sistema es igual al rango de la matriz aumentada.
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Demostracion. Que el sistema

x1B1+szz+ M +x”.Bn=K

tenga solucién significa que existe § = (s1, 83, -+, 5,) tal que

SIBI + SngB + e + San = K.

Esto equivale a decir que K pertenece al subespacio V' de R™ generado por
{B, B, - .-, B,}, lo cual ocurre si y solo si V es igual al subespacio generado
por {By, -+, By, K}. Y como VCU, esto ocurre si y solo si V y U tienen
la misma dimensién, o sea, si y solo si los rangos de la matriz del sistema y
de la matriz aumentada son iguales.

Asi pues, usando el método descrito en el capitulo anterior para calcular
el rango de una matriz resulta facil conocer cuindo un sistema tiene o no
solucién.

Ejemplos:

1. Consideremos el sistema

x+y -—w= 0
x + z—~w=—1
—x+y—-224+w= 3.

Su matriz aumentada es

1 1 0 -1 0
1 0 1 -1 -—1}
-1 1 -2 1 3

la cual es equivalente a
1 1 0 -1 0 1 1 0 -1 0
0 -1 1 0 —-1|~ 10 -1 1 0 -1}
0 2 =2 0 3 0 0 0 0 1

Esta Gltima es escalonada y tiene los 3 renglones distintos de cero. Por lo
tanto su rango r* = 3. La matriz del sistema, como submatriz de la aumen-
tada, es equivalente, segin podemos observar, a

1 1 0 -1
0 -1 1 0
0 0 0 0

la cual es de rango r = 2. Como 7 =% 7/, segin el teorema el sistema no tiene
solucién.
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2. Analicemos el sistema

x—9y+2z=1
y— z2=1
3Jx+y—~ z=0
4x + 9 =2,
Su matriz aumentada es
1 -1 2 1
0 1 -1 1
3 1 -1 0
4 1 0 2
que es equivalente a
1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
0 1 =1 1 0 1 -1 1 0 1 -1 1
0 4 -7 =-3|7]0 0 -3 =770 0 -3 -7|
0 5 -8 =2 0 60 -3 -7 0 0 0 0

Vemos que la matriz del sistema es equivalente a

1 -1 2
0 1 -1
0 0 =37
0 0 0

Asi pues, las dos matrices son de rango 3, por lo que el sistema tiene solucién.

3. Un sisterna de n ecuaciones con n incdgnitas tal que el determinante
sea distinto de cero tiene solucién. En efecto, la matriz aumentada es de
nX (n+1) y su rango no puede ser mayor que n. Ademas es n porque con-
tiene como submatriz a la matriz del sistema que es de rango n pues su deter-
minante es distinto de cero.

4. Todo sistema homogéneo tiene solucién, pues el rango de la matriz
aumentada es igual al rango de la matriz del sistema. [Es claro que este
resultado es més facil de ver observando simplemente que (0,0, --+,0) es
solucién.]

5. Un sistema de m ecuaciones con n incégnitas con m < n y rango
r = m tiene siempre solucién. En efecto, el rango de la matriz aumentada
no puede ser mayor que m pues esta es de mX (n+1).

EJERCICIOS

1. Llevando las matrices a la forma escalonada diganse si los sistemas
siguientes tienen o no solucién:

x—y=1 —x+2y—3z=—-10
x+y=1 2r— 4y +6z= 15
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x+y+z—‘ 1 x + z =1
z—-—l 2c+y+ 32+t =2
x =y 1 4x+y+5z+¢t=4
=c (a£0, a=£b)

(a+1)x+ (b+1)y=c+1
x+ y+ z=1
ax + by + cz=1

(a5t b, astc, bc).
atx + by + 2z =1

¥
(o
{

2. ;Para qué valores de k tienen solucién los siguientes sistemas?

x1+xn+x3+x4=1
+ x4 =1
X5 + x, =k
x+y —w= 0
x + z—w= k
—x+y—2z2+w= —4.

3. Para los siguientes vectores K y By, B, - -+, B, digase si K pertenece

o no al subespacio vectorial generado por {B, B,, .-

*>

rfe

a) By=(1,2,1,1)
B, = (1.1,1.2)
3=(—3,—2,1,—3) K= (-1,131)
b) Bl= (2: 151’2)
B2= (1:3: 1,3)
B, = (1,1,5, ~3) K = (2,5, —-7,14)
C) Bl = (13 2; 3;4}5)
2 = (253,41511)
B, = (3.4,5,1,2)
B, = (4,5,1,2,3)
B5= (5) 1:2’3’4) K= (33—1,5: 1: 7)
d) B, = (1,1,1,0,2)
B, = (=2,2,-1,0,3)
B3= (35_1>2: la—l)
B4=(—4,0, , 1, 1)
B; = (2, — -2,4) K= (-2,-3,10,-5,1)
4. :Es K combinacién lineal de {By, Bs, -+, B;}?
a) B, = (2,3,5,2)
Bz= (1, —2,1, 1
=( -1L1)
= (13“3’2’_3) K= (132;_1:4)
b) = (1,1,2,2)
= (3,131
= (l: 53 3)1 K = (5, "7, 14‘, 2)

5. Un sistema de n ecuaciones y de rango n tiene solucién,



144

3. SISTEMAS DE n ECUACIONES CON
n INCOGNITAS

En este parrafo estudiaremos los sistemas en los cuales el niimero de
incégnitas es igual al niimero de ecuaciones:

Ayx1 F @axz + 000t Gipxn = ky
@n%z + AzeXp + 00+ Gonxy = ks

En este caso la matriz del sistema es cuadrada y podemos hablar de su deter-
minante
Q11 Gy2 -+ G1g

a3y Qg2 -+ Gon

(*)

el cual supondremos que es distinto de cero. Segun el teorema 2 del parrafo
8 del capitulo anterior esto equivale a suponer que el rango de la matriz del
sistema (y también de la matriz aumentada) es también n. Lo demostrado
en el parrafo 2 de este capitulo nos asegura que el sistema tiene solucién.

Nos seran dtiles los determinantes d; (1 = i==n) que se obtienen susti-
tuyendo en (*) la columna formada con los términos libres, en lugar de la
columna . Por ejemplo,

kiay - ay, ayn kiay c an
k Aap **° a k Aoz *** Q.

d, = | 2 %z Gan o d, = | %2120 m | etc.
kn@ns *** ang An1 kn Gng *** Gnn

Supongamos que § = (sy, 53 ***,$n) es una solucién del sistema, es de-
cir, que

Ay35; + Agesz + 000+ asn = ks
Ay151 t Agasy + 000+ GonSn =k, (**)
Ap3S1 T+ Aoy + 00 A QunSy k,.
Encontremos d;:
kiap o0 an, a1151 + Q252 + oo+ QinSn Q12 - - Ay
d, = ky @zt aoy Q5151 + A2pSy + ooo F @onSp Gop .- Aoy _
L = =
kn@no *** Qun | — | @m1S1 + @uoSo + -+ o+ QunSn Gnz o+ ¢ Qun
Q1151 Qa2 ++- Qip Q11 Q12 + -+ Q1n
asS dgo « a Qo1 Qoo «++ Q4
— 2151 22 2n =5 21 Q22 | = 5d.
An1S1 Qpz < -+ Qpn Qn1 Qn2 Ann




3. SISTEMAS DE n ECUACIONES CON n INCOGNITAS 145

[En el primer paso simplemente hemos sustituido k; por su valor segin (*¥).
Después hemos restado de la primera columna la segunda multiplicada por
sz, la tercera multiplicada por s, etc., y la Gltima multiplicada por s,. Final-
mente hemos “sacado” s, de la primera columna.]

Un razonamiento completamente anilogo demuestra que d, = sud,
d; = s3d, ..., d, = s,d. Ya que hemos supuesto que d =% 0, podemos escribir

_d _ da
5 = —*d—',Sz = -:i—’ ceey,Sp T -‘—i‘.

Con esto hemos demostrado que hay una sola solucién, pues toda solu-
cién (sq, Sz, +-+,5,) debe ser igual a esta Gltima. Tal resultado se conoce
como la regla de Cramer o las férmulas de Cramer. Lo enunciaremos como
un teorema.

TeorEMA: Un sistema de n ecuaciones lineales en n incégnitas con el de-
terminante distinto de cero tiene una y sélo una solucién, la cual estd
dada por S = (51,852, +++,5n) CON

dy d, dn
w=pET e T
CoroLARIO.  §i un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas tiene
el determinante distinto de cero, entonces la iinica solucién es (0,0, --,0).
Demostracién. Por el teorema, sabemos que hay una sola solucién, dada

dy dn .
por s; = 7 ceeySp = = Pero d, = d; = ... = d, = 0, pues las matrices

correspondientes tienen una columna de ceros (la de los términos libres).

Ejemplos:
x+ty=a 1 1 a 1

1. = = —/2 == — ] —
{x—y=b d ll—ll 2 b—l] a=b;
1 a at+b a—b

d2=)1 b b—a; x= 5 y = 5
La solucién es (ﬂ, a—b).
2 2

{xsena+ycos‘a=sen2a _|sena cosal _ _,
X cosa — ysen o = cos 2a cose —sena|
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sen 2« cosa
d, = = — (sen 2asena + cos 2a cosa) =
cos2a —sena
= —(2sen?acosa + cos®a — sen*acosa) =
= —(cos’a + sen?acosa) = —cosa
sena sen 2«
d, = = sen a cos 2a — cos @ sen 2a =
cosa Cos2a
= sena cos®? a—sen® a—2 sen ¢ cos’ « = — (sen®a + sen « cos? a)

= —stna.

Por lo tanto, x = cos a, y = sen a, es decir, la solucién es (cos e, sena).

B (atb, azie, beko)

1 1 1 1 1 1 _ _
d=l|la b ¢| =10 b—a c—a —.=‘ b—a c—a
at b* 2 0 b%2—ba c?—ca b(b—a) ¢(c—a)
= (b—a)(c—a) 117 il = (b—a)(c—a) (c—b) 5£0.

d,, d, y ds se encuentran sustituyendo en esta ultima expresién k en lugar de
a, by ¢ respectivamente. Por lo tanto la solucién es

((b—k)(e—k)(a—b) (k—a) (c=a) (c—k) <b—a><k—a>(k—b>)
(b—a)(¢c—a)(c—b)’ (b—a)(c—a)(c—b)’ (b—a)(c—a){c—b)

o bien,

((b—k)(c—k) (k=a) (c—k) <k—a><k—b>)
(b—a)(c—a)’ (b—a)(c—b)’ (¢c—a)(c—b) )"

4. Exprésese K = (5,1,11) como combinacién lineal de B, = (3,2,2),
B, = (2,3,1) y B, = (1, 1,3).

Queremos encontrar ndmeros si, sz, 53 tales que
JlBl + 5282 + Sng = K,

es decir, se trata de resolver el sistema

x1By + %,B, + x3B; = K,
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o bien,
3x1 + 2xz + X3 =

2%, 4+ 3x, + x5 =
2x1+ x2+3x3= 11.

La solucién es (2, —2,3) y por consiguiente

K = 2B, — 2B, + 3B,.
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5. ¢Son linealmente independientes los vectores B, = (1,5,3), B, =

(23 1, _1), B, = (432; 1)?

Supongamos que una combinacién lineal de ellos es cero, es decir, que

SlBl + S-ng + 3333 = 0.
Entonces (s1, 52, 53) es solucién del sistema homogéneo

x:B, + x,B, + x3B; = 0

es decir, de
x1+ 2%, + 4x; =0
Sx1+ x,+2x,=0
3x; — x2+ x,=0.
Como
1 2 4
d=1|5 1 2| = —275£0,
3 ~-1 1

la Gnica solucién es (0,0,0). Por lo tanto

s:By + $:B, + 5;B; =0

implica s; = 5; = 53 = 0, por lo que los vectores son linealmente indepen-

dientes.
EJERCICIOS
1. Resuélvanse con las férmulas de Cramer los sistemas siguientes:
2;;33’12;:8 xsena + pcosa = sena
3y — ;—3z=4 Xcosa — ysena = —COS
x1+x2+x3+x4+x5=0 2x1 +3x3_5.X4
X, 4 xy + oxy F x5 =2 — 2%, + x3 + 3x,
X3+ xs + x5=3 3%, — Sx, + 4,
Xe+x;=3 X1 — 3x, — 4x,

x5 =2

T

L TLIEN
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2. Exprésese K como combinacién de By, B, -.., B, en los siguientes
€asos:

a) K=(_l’ —4, —2): B1=(1’2’4)’ B2=(l: -1, l)’ B;= (2’ 2)4)'
b) K=(—5’ ) 1275), Bl=(0> 1’3,4)a B2=(1: 0, 293)} BS:(_B’
—2,0, —5), B, = (4,3, —5,0).

3. ¢Son linealmente independientes {B,, B, ..., B,} en los siguientes
casos?

a) Bl= (1,1,1,1), BZ= (192,3)4), BS=(1;3>6:10)) B4= (1’4’:10520)

b) B,=(23,3),B,=(—1,4,—2),B;=(—1,—24),

¢) B,=(2,3,3,3), B.=(—13,-1,—1), B;=(3,3,—1,3),
B.=(2,22,—1).

SuGereNcIA. Demuéstrese que si A\B; + AB, + ... + AB, = 0, en-
tonces Ay = A, = ... = A, =0,

4. Desarrollando los determinantes

a1 852 833 ky
0= Q31 Az A3 k2
a3y Gy @3 kg
a;1 aiz @iz k; (i=1,23)

dése otra demostracién (para n = 3) de la parte del teorema que asegura

que
(_1 . "_’3_)
d’ d d

{anxx + axs + ay3xs =k

es solucién del sistema

Ay X1 + @y + az3xs = ks
asixy + A%, + ayex; = k. (d£0).

4. SISTEMAS HOMOGENEOS

Ahora estudiaremos los sistemas homogéneos, es decir, sistemas del tipo

@1%; + @pXs + ooo F @ypxn = 0
51X, + Ggoxe + <00+ Agpxy = 0

AmiXy t Qpaxs + .. F+ Qppin = 0.

Si, como antes, denotamos con By, B, - - -, B, a los vectores de R™ cuyas
coordenadas son las columnas de la matriz del sistema, este se puede escribir
en la forma

xB; + x,B, + ... + xp,B, = 0.
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Observemos antes que nada, que los sistemas homogéneos siempre tienen
a (0,0, ...,0) como solucién, pues

0B, + 0B, + -.. + 0B, = 0.

Denotemos con W el subconjunto de R* formado por todos los vectores
8§ = (51,82, +++,5a) que sean solucién del sistema. En simbolos,

SEW si ysolo si 5;B; + 5:B, + .. + 5,B, =0,

Es muy facil probar que:

ProrosicidN 1:  El conjunto W de todas las soluciones de un sistema ho-
mogéneo de ecuaciones lineales

x_181+x2B2+ RS +ann=0

es un subespacio vectorial de R™.

Demostracién. Veremos que W cumple las tres condiciones de la defi-
nicién de subespacio vectorial:
Sean § = (51,82, -+, 5n) EW y T = (t3, 12, ..., ts) € W. Entonces

5By + ;B + ... + 5,B, =0
t:B, + t.B, + ... + tyBa =0,
de dorde,
(s1+28) B+ (s2+8:)Be+ ..o + (satin) By = 0.

Luego S+T €W.
Evidentemente, como antes observamos, 0 € W,
Ademis, si S €W y A €R, tenemos que

1By + 5:Bs + ... + 54By =0,
de donde,
A.(SlBl + 5.B; + ... +5”B”) = 0,

por lo que
(M1)B]_ + (Mz)Bz + e + (M")Bn = 0.

Por consiguiente (Asy, Asz, -+, Asy) = AS €W, con lo que terminamos de
demostrar la proposicién.

El teorema que a continuacién demostraremos nos servira para relacionar
la dimensién del subespacio W de soluciones con el rango del sistema y con
el nimero de incégnitas. Analizaremos el caso no necesariamente homogéneo,
pues este mismo teorema nos servird para encontrar todas las soluciones de
un sistema arbitrario.
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Teorema 1: Sea {B,B,, ---,B;} una base del subespacio vectorial V
de R™ generado por las columnas {By, By, - - -, By} del sistema

x131 +szz+ oo +ann=K

que supondremos que tiene solucién. Entonces, dados n—r nimeros
Sri1y Srezy « + -y Sp €XISLEN T NUmeros, Unicos, sy, Sz, -« -, S, tales que

S = (51:52) sy Sry Srany ---,S,.)

es una solucidn del sistema.

Demostracién. Formemos el vector
C =S4 Br+1 + Sry2 Bn-z + ...+ san-

Ya que {B,, ..., B,} generan a V, lo anterior indica que C € V. Como tam-
bién K €V, pues suponemos que el sistema tiene solucién, resulta que
K—C €V. Por consiguiente K—C es combinacién lineal de {B,, ..., B,}, es
decir, existen nimeros s, - - -, 5, tales que

K_C=51B1+--- +Sr s
de donde,
siBi+ ..o + 5By + spaBra + oo + 5uBy =K,

lo cual demuestra que S = (53, + -+, Sy, Spy1, - - -, Sn) €s solucién.
Probaremos la unicidad de los nimeros s,, .-, s,. Si hubiera otros ni-
meros s'y, . - -, s, tales que

S = (5’1, ceny 5',’ Sya1s ¢ * .,,r,,)
fuera también solucién, entonces §—S5’ = K—K = 0, de donde,
(51=5"1)By + (s2—5"2)Be + «-. + (s5,—5's)B, =0

lo cual implica que s;—s3 =0, s:—5> =0, ...,5,—s', = 0, puesto que
{Bi, Bs, - - -, B;} es linealmente independiente por ser base. Luego

’ ’ ’

$1 = 851,82 = S gy ey Sy =S4
Segn la unicidad que acabamos de demostrar bajo las hipétesis ante-
riores, para que dos soluciones sean iguales, basta que tengan iguales las
ultimas n—r coordenadas.
Aplicaremos ahora este resultado a sistemas homogéneos.
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TeorEMA 2: SiV es el subespacio vectorial de R™ generado por las colum-
nas de la matriz de un sistema homogéneo

x1B1+x-sz+ con +ann=O

y W es el subespacio de R™ formado con todas las soluciones del sistema,

entonces
dm V + dm W = n.

Demostracion. Consideremos las siguientes n—r soluciones correspon-
dientes a los valores de sy.1, Srs2, . -+, $» que consten de un 1 y O los demés
(su existencia queda asegurada por el teorema 1) :

Sy = (S11,512, +++, 51r, 1,0, .. -, 0)
Sz = (.\'21,3’22, ceey Sopy 0, 1, ...’0)

Sp-r = (5»~r1,5n—r2, "‘,Sn-rros{): “cey 1)

Demostraremos que {83, Sz, -+, Ss—r} €s una base de W. En primer lu-
gar, es linealmente independiente, pues uno de los determinantes formados
con sus coordenadas es distinto de cero:

100
0 1--0f_,
00---1

Veremos ahora que {S§,,S,, .-.,8,,} genera a W. Sea § = (sy, - - -, Sy, Sraas
.-+, 5») una solucién cualquiera. El vector

8 = 5181+ 5282 + oo+ 5uSns

(construido usando las tltimas n—r coordenadas de §) pertenece a W, pues
81, -+, Snr EW. Un célculo directo prueba que S’ es de la forma

’ . ’
§ = (3'1,52, ooy ry Srety Srizs '“,51»).

Asi pues, S y § tienen sus ultimas n—r coordenadas iguales, por lo que
(véase la unicidad en el teorema 1) § = 8§ y § €W, con lo que queda pro-
bado el teorema.

En el parrafo 6 se ilustrara este teorema.

Cororario: La dimension del subespacio W de soluciones de un sistema
homogéneo de ecuaciones lineales es

dm W = n—r

en donde n es el nimero de incognitas y r el rango.
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‘5. SISTEMA HOMOGENEO ASOCIADO

Dado un sistema de ecuaciones lineales

anx1 + a12X2 + ... + AynXn = kl
1%y + AzoXz + oot Gonkn = ke

amixy + amaxe + oo+ Gpakn = km
podemos asociarle el sistema homogéneo

@yXy t @pxs + oo+ aipxa =0
a1 X1 -+ Ay0X2 + ... + AopXy = 0

..............................

AmiXy T Qgpxz + -0 + agaxn = 0.

En notacién vectorial, al sistema
xBy + x,B, + ... + x,B, = K
se le asocia el sistema homogéneo

x]_B]_ + szg + ... +x”B" = 0.

(1)

(1)

(2)

Supondremos que (1), tiene solucién. Sea § una solucién de (1). En el
siguiente teorema se describen todas las soluciones de (1) a partir de § y

del subespacio de soluciones de (2).

TeoreEMA: Toda solucién T del sistema (1) es de la forma

T =S5+,

en donde § es una solucién fija de (1) y S recorre todas las soluciones

de (2).

Demostracion. Sea § = (sy,52, +++,55) una solucién de (2) y
(51,32 - ++,3a) la solucién dada de (1). Entonces § + § es solucién de

pues
(51 -+ ?1)B1 + (3'2 + 32)82 + ...+ (S% + En)Bn =

= (SlBl“l'Ssz + ... + SﬂBn) + (§1B1+§2Bg + ... + \?-",Bn) =

=0+ K =K.

S‘:
(1),

)
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Inversamente, si T = (t5,%5, .-+, %,) es solucién de (1), tenemos que
t,By + t;B; + ... + t,B, = K, de donde,
(tl—fl)Bl + (tz'—fz)BZ + e + (tn_E“)B” =
= (t:Bi+£:By + o + tuBy) — (3iBy+5By + ... + 5,B,) =
=K—K =0
o sea, T—S es solucién de (2). Si llamamos § = T—S§ a esta solucién, tene-

mos que T = § + S, con lo que queda probado el teorema.
Este teorema sirve para describir convenientemente al conjunto de solu-

ciones de un sistema. En efecto, basta dar un vector § [una solucién par-
ticular de (1)] y un subespacio vectorial W [el de las soluciones de (2)].

Todas las soluciones del sistema son entonces de la forma S + S con § EW.
Ejemplo. Consideremos el sistema

xt+y=2 (3)

de una sola ecuacién con dos incégnitas. El sistema homogéneo asociado es

x+y=0, (4)

Una solucién particular de (3) es, por ejemplo, § = (1, 1). La solucién
de (4) es el subespacio vectorial W:

\

Figura 5.2
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Segin el teorema, toda solucién de (1) es de la forma T =S + § con
S €W. Es decir, el conjunto de soluciones de (3) es una “traslacién” de W,
a saber, la recta L:

Figura 5.3

El teorema de este parrafo se ilustrard ampliamente en los ejemplos y
ejercicios del parrafo siguiente.

6. RESOLUCION DE SISTEMAS

Las operaciones elementales (por renglones) que se definieron para ma-
trices, pueden efectuarse también en sistemas de ecuaciones lineales. Por
ejemplo, consideremos un sistema de ecuaciones lineales y la matriz aumen-

tada del sistema:
x—2y+ 3z 1 -2 3 2

2x + 3y — 4z 2 3 —4 11. (1)
3 1 -1 3

x+ y— z

2
1
3

Analicemos las tres operaciones elementales.
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1. Intercambiar dos renglones en la matriz se traduce en el intercambio
de dos ecuaciones del sistema. Por ejemplo, intercambiemos el primer ren-
glén con el tercero (respectivamente, la primera ecuacién con la tercera) :

3x+ y— z=3 3 1 -1 3
2% + 3y — 4z = 1 2 3 —4 1},
x— 2+ 32=2 1 -2 3 2

Es evidente que al hacer esta operacién elemental no alteramos las solu-
ciones, es decir, obtenemos un sistema que tiene las mismas soluciones
que (1).

2. Multiplicar un renglén de la matriz por un nimero distinto de cero
se traduce en multiplicar una ecuacién por dicho nimero. Por ejemplo, en
(1) multipliquemos por —2 el segundo renglén (respectivamente, la segun-
da ecuacibn):

x—2y+3z2= 2 1 -2 3 2
—4x — 6y + 8= —2 -4 -6 8 -2l
x+ y— z= 3 1 -1 3

Observernos que al hacer esta operacién elemental no cambiamos las
soluciones, es decir, obtenemos otro sistema que tiene las mmismas soluciones
que el sistema inicial, Esto se debe a que el nfimero por €l que multiplicamos
es distinto de cero.

3. Sumar a un renglén otro renglén significa sumar a una ecuacién,
otra. Por ejemplo, sumemos al tercer renglén el primero [en (1)] (respec-
tivamente, sumemos a la tercera, la primera ecuacién) :

x—2y+32=2 1 -2 3 2
2+ 3y —4z=1 2 3 -4 1]. (2)
4x — y+2z2=5 4 -1 2 5

Observemos que, tampoco en este caso, se alteran las soluciones. Veamos
los detalles. Si (a, b, ¢) es solucién de (1), tenemos que

a—2b+3c=2
2¢ + 3b —4c =1
3a+ b— ¢=3.

Entonces (a, b, ¢) satisface las dos primeras ecuaciones de (2), pues son

las mismas. Ya que
dx—y+2:=5

se obtuvo sumando x — 2y + 3z =2 y 3x +y — 2z = 3, vemos que
4a — b + 2¢ = (a—2b+3¢) + (3a+b—¢) =2+ 3 =5,

con lo que probamos que (a, b, c) es solucién de (2).
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EJERCICIO

Pruébese que si (a,b,¢) es solucién de (2) entonces es también solu-
cién de (1).

Con esto queda probada la observacién.

Lo que aqui hemos ilustrado en un ejemplo es cierto en general (y las
demostraciones son las mismas).

Siguiendo la misma terminologia que en matrices diremos que dos sis-
temas de ecuaciones son equivalentes si puede obtenerse uno del otro me-
diante transformaciones elementales. Segiin lo observado, tenemos que

ProrosICION 1: 8% un sistema de ecuaciones lineales se obtiene de otro
mediante transformaciones elementales, entonces ambos sistemas tienen
las mismas soluciones.

Es decir, i dos sistemas son equivalentes, entonces tienen las mismas
soluciones. (El inverso es también cierto, es decir, si dos sistemas tienen las
mismas soluciones, entonces son equivalentes. Este resultado no lo necesita-
remos por lo que omitimos su demostracién.)

- El método que estudiamos en el parrafo 2 de este capitulo para ver si
el sistema tiene o no solucién demuestra que:

ProrosicidOn 2:  Si el sistema

ApaXs F Aoz + oo+ Gpuxn = ki

tiene solucidn, entonces es equivalente a un sistema

................... e et e e v e

bpxy + bpoxs + oo 4+ byx, =1,

con r ecuaciones (y, ademds, escalonado), en donde r = m es el rango
de la matriz del sistema (y de la matriz aumentada).

Ejemplos:

1. Consideremos el siguiente sistema y su matriz aumentada:

1 -2 0 1

x+ y—2 1
2 -1 -1 -3 -4
1
2

2— y— z— 3t
x+29—3z2+ ¢
2+ y—3z2— ¢

2 -3 1 3

1
-4
3
0 1 -3 -1 0
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Llevemos la matriz a la forma escalonada:

(11 -2 0 1 1 1 -2 0 1
|0 -3 38 -3 -6/ [0 1 -1 1 2
LOI_IIQ 0 1 -1 1 2
0 -1 1 -1 —2J 0 -1 1 -1 =2
r1 1 -2 0 1
0o 1 -1 1 2
~lo o 0 0 of
O 0 0 0 o0J

Aqui vemos que la matriz del sistema y la matriz aumentada tienen ambas
rango 2, por lo que el sistema tiene solucién. Ademas el sistema es equiva-
lente al sistema

1

{x+y—-2z
2

y— z+1¢

que, como se dijo en la proposicién 2, consta de 2 ecuaciones. Por lo tanto,
para resolver el sistema original, bastari resolver este sistema con 2 ecua-
ciones.

2. Analicemos el sistema

x— 9+ z4+2t= 0
2+ y— z—5t= —6
x—2y+ z+ 4t = —1
x+ y+22— t= 5.

Calculemos los rangos:

(1o—1 1 2 0 1 —1 1 2 0
2 1 -1 -5 -6/ _|0 3 -3 -9 -6
1 -2 1 4 -1 0 -1 0 2 -1
L1 1 2 —1 5J 0 2 1 -3 5J
(1 —1 1 2 O 1 -1 1 2 0
~]0o -1 o 2 —1f 0 -1 0 2 -1
0 3 -3 -9 -6 0 0 -3 -3 -9
0o 2 1 -3 5] 0o 0 1 1 3J
1 -1 1 2 0 1 -1 1 2 0
0 -1 0 2 —1f {0 -1 0 2 -1
~1l0o 0 1 1 3 0 0 1 1 3|
0o 0 1 1 3 O 0 0 0 0J

Los dos rangos son 3 y el sistema original es equivalente al sistema con tres
ecuaciones
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x—y+z+2t= 0
-y + 2t = —1
z+ t= 3

el cual es ya fAcil de resolver.

Veremos ahora cémo encontrar todas las soluciones de un sistema. Po-
demos suponer que, si el sistema tiene solucién y es de rango 7, tiene r ecua-
ciones (segin la proposicién anterior). Ademads, si es necesario podemos
intercalar la numeracién de las incognitas de tal forma que {By, B, -+, B}
sea linealmente independiente. El sistema sera de la forma

a11x1+ s +a1rx,.+ e +a1nxn=k1
apixy + oo+ apexy oo+ Gonxn = ks

Con las hipétesis de que {By, B,, ---, B,} es linealmente independiente
podemos, segin el teorema 2 del parrafo 4, dar arbitrariamente n—7 na-
meros reales s.,, ..., 5, y asegurar que existen sy, ..., s, Unicos, tales que

(815 +++5 Sry Srazy = o+, Sn)

es solucién. Para encontrar s, ..., s, sustituimos en el sistema, X,y = Sp.1,
-++, Xn = S, y obtenemos un sistema de r ecuaciones en r incégnitas:

auxy + oot Qexr = ki — ay ritSrer T v T QinSp
Apxy + oo F Aoy = ko — Qs paSpy1 — o0 = G2nSn
Qpxy + oot apxy =ky — Qp Sy — -0 — QS
Al resolver éste obtenemos sy, - .-, s,. Este sistema puede resolverse, en par-

ticular, con las férmulas de Cramer, pues el determinante es distinto de
cero.

Ejemplos:

3. Reconsideremos el ejemplo 1 anterior:

I
—

x+y—2z
y— z-+t

Il
i

Como B, = (1,0), B; = (1,1), {By, B:} es linealmente independiente, o,
lo que es lo mismo,

0.
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Luego, podemos escribir z = s, t = ¢, y
{x +yp=1+2s

en donde s y s’ son nGmeros arbitrarios.
Tenemos entonces que

1 1
d= =1,
0 1
1425 1
d, = =14+2s—2—s5+5 = —14s4+5,
2+4s5s—¢ 1
1 14+ 2s
dz = = 2 + .Y'_.S".
0 24s—4

Por lo tanto,

’

x=dfd=—-1+s+s;y=2+s—s,2z=5t=74

b

O sea, las soluciones son
(1 +s+s,2+s—4,55)

con s y s’ nimeros arbitrarios.

En relacién con el teorema del parrafo 5 podemos observar que S = (—1,
2, 0, 0) es una solucién particular del sistema y que el espacio W de solucio-
nes del sistema homogéneo asociado consta de los vectores de la forma
(s +s,5s— 5,5 s). Sillamamos $ = (1,1, 1,0) y &= (1, —1,0, 1)
entonces {S,5"} es una base de W, pues son independientes y

(s+s5,5s—5,55) =55+ 5.
Asi pues, el conjunto de soluciones del sistema es
(S +sS+ 58" | 5,5 €ER)
con § = (—1,2,0,0), § = (1,1,1,0) y 8 = (1, —1,0,1).

4. Revisemos ahora el sistema del ejemplo 2. Vimos que el sistema es
equivalente a

x—y+z+2t= 0
-9 + 2t = —1
z+ t= 3
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Como
1 -1 1
0 -1 0|40,
0 0 1

las primeras 3 columnas de coeficientes son linealmente independientes.
Entonces podemos tomar ¢ = s, un niimero arbitrario, y escribir

x—y+tz=—2s
-9 =—1-=2

z=3—s.

Y aqui podriamos usar las férmulas de Cramer para acabar de resolver el
sistema, pero resulta mds practico simplemente sustituir.
Las soluciones son

(=245, 14+ 25, 3—35,5),

con s un namero cualquiera.

Aqui podemos ilustrar nuevamente el teorema del parrafo 5. En efecto,
§ = (—2,1,3,0) es una solucién particular [también lo son (—1, 3, 2, 1),
(=3, —1, 4, —1), etc.]. El espacio W de soluciones del sistema homogé-
neo asociado esti generado por § = (1, 2, —1, 1), Por lo tanto el conjunto
de soluciones del sistema es

{§+sS|s€R, §=(-21,3,0), §= (1,2, -1, 1)}.

5. Analicemos finalmente el ejemplo 2 del parrafo 2. Se vio que el
sistema

x—y+2z2=1

y— z=1

3x+y— 2z=0

4x +y =2

es equivalente a

x—y+2z=1

y— z=1

3z2=17.

Como r = n hay una sola solucién, la cual se obtiene ficilmente sustitu-

yendo:

7 1
 y=ldz=ldc=—) x=1dy—2=——,
Y 3 37 ymeE= Ty

z =

[SSRRREN |
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7 10 1 . ]

La solucién es (§ g - ) (En este caso, el subespacio de soluciones W

del sisterna homogéneo asociado consta tnicamente del vector 0.)

OsservacION.  En los ejemplos anteriores hemos visto que no es necesa-
rio utilizar las férmulas de Cramer al llegar al sistema de r ecuaciones
con r incégnitas, pues el hecho de que la matriz esté en forma escalo-
nada permite despejar muy facilmente las incégnitas,

De hecho, el método de Cramer es muy poco prictico, pues exige el
célculo de n + 1 determinantes de matrices de n X n. Se ve que el cilculo
de uno de ellos es més o menos igual de laborioso que llevar una matriz a la
forma escalonada. Veremos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplos:

6. Consideremos el sistema

x+ y+ z+ t=10
x+ y— z— t= —4
2x— y+ 22— t=2
x+ 29— z—2t= —6.
Escribimos
rl 1 1 1 107 (1 1 1 1 10
1 1 -1 -1 -4 _ 0 60 -2 -2 -—14 _
2 -1 2 -1 2 0 -3 0 -3 -—18
L1 2 -1 -2 -6 L0 1 -2 -3 -16)
(1 1 1 1 107 (1 1 1 1 107
10 1 0 1 6 10 1 0 1 6
0 0 1 1 7 0 0 1 1 717
LO 1 -2 -3 —16) LO 0 ~2 —4 -22)
rl 1 1 1 101 (1 1 1 1 10 3
0 1 0 1 6 0 1 0 1 6 _
~lo 0 1 1 71710 o0 1 1 7
L0 0 0 -2 -8 LO 0 0 1 4

El sistema original es equivalente a

x+y+z+t=10

y +t=6
z+t=17
t =4,

de donde, la solucién (Gnica) es (1, 2, 3, 4).
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Con el método de Cramer se hubiera necesitado el calculo de 5 deter-

minantes de 4 X 4.

EJERCICIOS
Resuélvanse los siguientes sistemas de ecuaciones:
1. 2.
x— y—2z2=0
2x— y—32=1
y— z=1
X - z=1
x+2y+ z=3
3. 4,
x1+ x2+ x3=3
X1 + Xo — 3x_3 = '_1
2x1+ x2—3x3=1
X+ 2x, — 2x3 = 1
S. 6.
[ x+ y+ z+ t=0
x— 9+ z— t=0
S x+ y— z— t=0
x+2y+224 t=3
2x+ y+ 2+ 2t= -3
7.
(2%, + X2 — x3+ x,=3
x1+2x2+ X3 — x4=3
PR - x5+ x,=0
X+ x3— x,=0
3x1+ x2_2x3+ x4=4
\x1+3x2+2x3_2x4=4’
8.
xy+ x+ 3x; — 2%, — x; =
5x, = 2%, + 3x3 + Tx, + 8x5 =
—3x1_ xz+2x3+7x4+5x5=
52, + 3x, + X3 — 2%, — x5 =3
9,
X3 — X+ x3+ xg+ 2x5 =
—x+ Xt xgt x,—4dx =
—X — Xo+ x4+ x,— 2x; =
x1_2x2+ x3+2x4+3x§=
—4x, + x3 + 5x, + 3x; =

1
3
2

—

OO|OO

x1 + X, + x3 — 2x, — 2x5
2x1 - X2
2x,

oS o

— X3 — 2x4 —

x; — 3x, + 4x; + 6x,
-2x1 + 4'x;2 + X3 + 7x4
Xg 2X3 + 5x4
—x, + 2x, + 3x, + 7x,

x5 =0
x4+ x5=0



COArPITULO

El anillode
los numeros enteros

Topos estamos bien familiarizados con los niimeros enteros. En este capi-
tulo empezaremos destacando las propiedades bésicas de las operaciones
de adicién y multiplicacién de nimeros enteros y veremos cémo a partir de
ellas se demuestran otras propiedades que ya conocemos. Después estudia-

remos la relacién de orden y el principio de induccién.
Como es costumbre Z denotara el conjunto de los nimeros enteros:

Z={.,-2-10,1,23,...).

1. PROPIEDADES BASICAS DE LAS OPERACIONES EN Z

Los niimeros enteros constan del conjunto Z y dos operaciones binarias,
la adicién y la multiplicacién que satisfacen los siguientes axiomas:
AxioMma 1. La suma de nimeros enteros es conmutativa, es decir, si a, b €Z,

entonces
a+b=1>b+ a.

Axioma 2. La suma de nimeros enteros es asociativa, es decir, si a, b, c €Z,

entonces
(a+b) +ec=a+ (b+c).

163
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Axioma 3. Existe en Z un elemento neutro para la suma, el 0. Es decir,
sia€l,
a+0=0+a=a

AxioMA 4. Para cada a en Z existe en Z su inverso aditivo que se denota
por —a. Esto es,
a+ (—a) = (—a) +a=0.

Axioma 5. El producto de niimeros enteros es conmutativo, es decir, si
a, b € Z entonces
ab = ba.

AxioMa 6. El producto en Z es asociativo, es decir, si a, b, c € Z entonces
(ab)ec = a(bc).

AxioMA 7. Existe en Z un elemento neutro para la multiplicacion, el 1. Es
decir, sia € Z

AxioMA 8. En Z el producto distribuye a la suma, es decir, si a,b,c € Z
entonces
a(b+¢) =ab + ac
(a + b)ec = ac + be.

2. ANILLOS

En matematicas aparecen con mucha frecuencia conjuntos en los cuales
se tienen dos operaciones que cumplen los axiomas 1, 2, ..., 8 que acaba-
mos de mencionar. En estos casos se dice que dichos conjuntos, con las
operaciones respectivas, constituyen un anillo conmutativo, con elemento
unitario (el 1).

Asi pues, podemos decir que el conjunto Z de los niimeros enteros, con
las operaciones + y X forman un anillo,

Cuando valen todos los axiomas menos (posiblemente) el 5 y el 7, a
dichas estructuras se les llama simplemente anillos.

A continuacién daremos varios ejemplos de anillos.

Sea A un conjunto con dos elementos:

A = {a,b}

y definamos dos operaciones, que por comodidad seguiremos llamando
suma y producto y denotandolas con + y X, mediante las tablas siguientes:
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+ ja b Xlab

ala b ala a
b|b a bla b

Seglin vemos en la tabla
at+b=b y b+a=hb,

de donde a + b = b + a, es decir, la suma es conmutativa.

Para ver que la suma es asociativa, debemos considerar todas las ternas
posibles de elementos de A y probar que al sumarlos en las dos formas
indicadas en el axioma 2 obtenemos el mismo elemento. Algunas de las
posibles ternas son

a,a,a
a,a,b
a,b,a
a,b,b.

En el ejercicio 1 se pide encontrar las ternas restantes. Ahora bien, para
la primera terna tenemos

(ea+a) +a=a+a=a
a+ (a+a) =a+a=a

Para la segunda, tenemos

(at+a) +b=a+b=0b
a+ (a+b) =a+b=0b.

Una vez resuelto el ejercicio 1 quedara probado que la suma en A4 es aso-
ciativa.

Es facil ver que en 4 hay un elemento que es neutro con respecto a la
adicién. En efecto, ya que

a+a=a y a+b=2b,

resulta que a es dicho elemento.
Vemos en la tabla que @ + a = a, de donde el inverso aditivo de a es a.
Es decir, —a = a. Analogamente, ya que b + b = 0, tenemos que —b = b.
O sea, los dos elementos tienen inverso aditivo y se cumple el axioma 4.
En el ejercicio 2 se pide probar que en 4 se cumplen los axiomas 5, 6
y 7 para la multiplicacién y en el 3 se pide probar la asociatividad.
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De esta manera, quedara demostrado que 4 es un anillo.
Podemos dar ahora un ejemplo de anillo con 3 elementos. Sea

B={0,1,2}

con las operaciones siguientes:

+ | 0173 x | 013
7 |012 0 |00 0
I |120 T 0712
2 2071 30021

Segiin se vera en el ejercicio 4, B es un anillo, Consideremos finalmente
un ejemplo mas. Denotemos con P al conjunto de todos los enteros pares:

P={...,~4,-2,0,24,...}.

Este conjunto, con las operaciones usuales de adicién y multiplicacién satis-
face todos los axiomas menos uno. ¢Cudl es?

Mas adelante, en este mismo curso, veremos muchos ejemplos de ani-
llos. En particular, estudiaremos con detalle el anillo de los polinomios en
una indeterminada. También estudiaremos los niimeros racionales, los nii-
meros reales y los niimeros complejos; estos son anillos con ciertas propie-
dades adicionales por lo que reciben el nombre de campos.

EJERCICIOS

1. Encuéntrense todas las ternas posibles de elementos de 4 = {a, b}
y pruebe que la adicién antes definida en este conjunto es asociativa.

2. Pruébese que en A4 valen los axiomas 5, 6 y 7. (El elemento unitario
es b.) Para la asociatividad aprovéchense las ternas encontradas en el ejer-
cicio anterior.

3. Pruébese que en A4 vale la ley distributiva.

4. Pruébese que B = {0, 1,2} con las operaciones antes definidas es un
anillo conmutativo con elemento unitario (el 1).

5. Elconjunto C = {0, 1, 2, 3} con las operaciones definidas en las tablas
siguientes,

WM =l ol +
wWIN=lCl| ol
Ol I N — || =]
= Ol WINIT NI
N =] Of G2l 1
wiol=lcll X
ololol ool
QLR =] Olf =1
Nlol Nl ol sl
—| Mol Wl Off vl
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es un anillo, Encuéntrese el neutro para la adicién, el neutro para la mul-
tiplicacién y el inverso aditivo de cada elemento de C.

6. Encuéntrense dos elementos en el anillo C del ejercicio anterior que
sean distintos de 0 y cuyo producto sea 0.

3. PROPIEDADES DE ANILLO DE LOS ENTEROS

Veremos ahora cémo, a partir de las propiedades basicas de las opera-
ciones con los niimeros _.iteros, pueden demostrarse otras muchas de las que
conocemos. La importancia de proceder en esta forma es que estas propie-
dades no solo seran vélidas en los enteros, sino en cualquier conjunto con
dos operaciones que cumplan los axiomas 1, 2, ..., 8, es decir en cualquier
anillo conmutativo con elemento unitario.

Asi, cuando nos encontremos con un anillo de esos, no habri necesidad
de demostrar nuevamente para él dichas propiedades pues, debido a que
para la demostracién de estas inicamente se usan los axiomas mencionados,
podemos asegurar que todas ellas seran validas en él.

ProrosicioN 1: (Ley de cancelacién.) Sia, b y ¢ son enterosya + b =
a + ¢, entonces b = c.

Demostracion. Supongamos que a + b = a+ ¢. Seglin el axioma 4
existe un entero, —a, tal que (—a) + a = 0. Tenemos entonces que

(—a) + (a+b) = (—a) + (a+c).
Por la propiedad asociativa (axioma 2), podemos escribir

((—a)+a)+b= ((—a)+a) +c,
de donde,
O+b=0+¢

y como O es el elemento neutro aditivo (axioma 3), obtenemos que b = ¢.

Esta propiedad podriamos llamarla, con mas precisién, ley de cancela-
cién por la izquierda.

No todas las propiedades se demostrarin utilizando directamente los
axiomas 1, 2, ..., 8. En ocasiones utilizaremos propiedades ya demostradas
anteriormente a partir de ellos. (Asi, de todas formas, las propiedades que
demostremos seran consecuencia de los axiomas.)

Por ejemplo, utilizando la ley de cancelacién por la izquierda y la pro-
piedad conmutativa para la adicién podemos demostrar facilmente la ley
de cancelacién por la derecha.

CoroLARIO 1: Sia, b, yc son enterosya + ¢ = b + ¢, entonces a = b.
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Demostraciéon. Ya que a+ ¢ = b + ¢, por el axioma 1 obtenemos
¢+a=c+byporlaley de cancelacién demostrada anteriormente, re-
sulta que a = b.

CoroLARIO 2: Si a y b son enteros y a + b = a, entonces b = 0,

Demostracién. Por hipétesis, ya que a = a + 0, tenemos que
a+b=a+0,

de donde, por la ley de cancelacién, obtenemos b = 0.
ProrosiciON 2: Para todo entero a, se tiene que Oa = 0.

Demostracién. Ya que 0 =0 + 0 (segiin el axioma 3) tenemos, por
la propiedad asociativa; que

0a = (0+0)a = Oa + Oa.

Por lo tanto, segiin el corolario anterior, resulta que Oa = 0.
Usando la ley de cancelacién podemos demostrar facilmente que

CoroLARIO 2: El inverso aditivo del inverso aditivo de un nimero entero

a es a. Es decir,
—(—a) =a.

Demostracién. Por definicién de inverso aditivo de un entero sabemos
que
(—a) +a=0 (1)
y también que
—(—a) + (—a) =0. (2)

Por la propiedad conmutativa, (1) nos da
a+ (—a) =0, (3)
por lo que, de (2) y (3) obtenemos
at+ (—a) = — (—a) + (—a).

Ahora bien, usando la propiedad de cancelacién obtenemos que a= — (—a)
que es lo que se queria demostrar.
Podemos ahora demostrar las a veces llamadas “reglas de los signos”.

ProrosiciON 3: Si a,b €Z, entonces
(—a)b = —(ab)
(—a)(—b) = ab.
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Demostracion. Tenemos que
(—a)b+ ab= ((—a) +a)b=0b=0,
y también, por definicién de inverso aditivo,
—(ab) + ab = 0.
Por consiguiente
(—a)b + ab = — (ab) + ab
y por la ley de cancelacién resulta que
(—a)b = — (ab)

con lo que queda demostrada la primera parte.
Se tiene que

(ma)b + (—a)(=b) = (—a)(b+(—b)) = (-2)0=0
y también, como vimos antes,

(—a)b + ab =0,
Por consiguiente,

(—a)b+ (—a)(—b) = (—a)b + ab

y, cancelando, obtenemos
(—a)(—b) =ab

con lo que queda probada la segunda parte.

CoroLArIO 3:
(—l)a= —a (a€Z)
(=1)(-1) =1

La diferencia de dos nimeros enteros se puede definir utilizando la adi-
cién y los inversos aditivos.

DEFINICION: 87 a, b €Z la diferencia a—b es el entero
a—b=a+ (-b).
ProrosiciON 4: Si a,b,c €Z, entonces

a(b—¢) = ab—ac.
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En efecto,
a(b+ (—¢)) = ab+a(—c¢) = ab+ (—ac) = ab—ac.

Como caso particular resulta que:

CororariO 4: —(a+b) = —a —b.
En efecto

—(a+b) = (—1) (a+b) = (—1)a+(—=1)b= —a+(—b) = —a —b.

EJERCICIOS

1. Demuéstrese que sia + b = ¢ (a, b, ¢ enteros), entonces a = ¢ — b.
2. Demuéstrese que si a — b = ¢, entonces a = ¢ + b.

No todas las propiedades de las operaciones en los enteros son conse-
cuencia de los axiomas de anillo. Por ejemplo, en Z se tiene la propiedad
siguiente:

AxioMA 9: Si a,b son nidmeros enteros diferentes de cero, entonces su

producto ab es diferente de cero.

Es facil ver que esta propiedad no es consecuencia de los axiomas 1,
2, ..., 8. La forma de hacerlo es exhibir un anillo conmutativo, con 1 en
donde podamos encontrar dos elementos distintos de cero, cuyo producto sea
cero. Pero esto ya lo hicimos en los ejercicios 5 y 6. En efecto, en el anillo
C = {0, 1,2, ?:} que ahi se construyé se tiene que 2 =<0 y 2.2 =0.

A los elementos a, b cuyo producto es cero se les llama divisores de cero.
Con esta terminologia, el axioma 9 dice que en Z no hay divisores de
cero distintos de cero.

4. DOMINIOS ENTEROS

DEFINICION: St A es un anillo conmutativo con 1 en el cual se cumple el
axioma 9 se dird que A es un dominio entero.
Asl pues, podemos decir que Z es un dominio entero. Mas adelante estu-
diaremos otros dominios enteros que juegan un importante papel en mate-
maticas, en particular los anillos de polinomios.

ProPosICION: En un dominio entero vale la ley de cancelacién para la
maultiplicacién. Es decir, si a,b,c €Z y a5~ 0 entonces ab = ac implica
b=c.

Demostracién. Ya que ab = ac tenemos que ab—ac = 0, de donde
a(b—c) = 0 y como a0 forzosamente b—c¢ = 0, es decir, b = c.
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La conveniencia de demostrar esta y otras propiedades para dominios
enteros en general es que cada vez que tengamos un dominio entero podre-
mos asegurar que en €] valen estas propiedades. Por ejemplo, ya que Z es un
dominio entero, en Z vale la ley de cancelacidn.

Es necesario observar que en esta propiedad el factor que podemos can-
celar debe ser distinto de cero. En efecto, si @ = 0 puede ser que ab = ac
sin que b y ¢ sean iguales.

EJERCICIOS

1. Demuéstrese que el anillo que consta de dos elementos y las opera-
ciones definidas en la seccién 1 de este capitulo es un dominio entero.

2. Lo mismo para el anillo con 3 elementos de dicha seccién.

3. El anillo del ejercicio 5 de la seccién 1 no es un dominio entero. .
¢Por qué?

4. Pruébese que si en un anillo conmutativo con elemento unitario vale
la ley de cancelacién para la multiplicacién, entonces es un dominio entero.

Segtin el ejercicio 4, podemos decir que un dominio entero es un anillo
conmutativo con elemento unitario en el cual no hay divisores de cero dis-
tintos de cero.

5. EL ORDEN EN z

Otro aspecto muy importante en el anillo de los nimeros enteros es el
orden. Sabemos cuindo un nimero es mayor que otro, Ahora precisaremos
este concepto.

Los niimeros naturales N forman un subconjunto de los niimeros enteros:

N={1,23, ...} CZ
Destacaremos las tres propiedades basicas siguientes:

AxiomA 10: La suma de dos nimeros naturales es un nimero natural.

Axioma 11: El producto de dos nimeros naturales es un nimero natural,

AxioMa 12: Si a es un nimero entero se cumple una y solamente una de
las tres condiciones siguientes:

i) a es un ndmero natural;
ii) a = 0;
iil) —a es un numero natural.

Dicho de otra manera, un entero puede ser o bien natural, o bien cero,
o bien su inverso aditivo es natural.
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Usando el subconjunto N de Z y estas tres propiedades, podemos definir
el orden y demostrar las propiedades basicas del orden y las que de ellas se
deduzcan.

DEFINICION:  Si a y b son nidmeros enteros, decimos que a es mayor que b
si a—b es un nimero natural.
En simbolos,

a>b (=) a—-bgN.
Observemos que, de esta definicién se sigue que

a>0 (=) a€N,
pues a—0 = a.
A los niimeros @ tales que @ > 0 se les llama positivos. Asi pues, los
numeros naturales son los enteros positivos,
Demostraremos ahora, usando los axiomas 10, 11 y 12 las propiedades
de la relacién de orden “mayor que”.

ProposiciON 1 (propiedad transitiva): Si a, b y ¢ son enteros tales que

a>byb>centonces a> c.

Demostracion. a > b significa, segin la definicién, que a—b €N. Ana-
logamente, como b > ¢, sabemos que b—c¢ €N. Por el axioma 10, como
a—b €N y b—c€EN tenemos que su suma (a—b)+(b—c) EN. Pero
(a—b)+ (b—c¢) = a—c. Por lo tanto a—c €N, lo que, segin la definicién
significa que a > c.

Como es costumbre, la notacién a < b equivale a b > a y a = b signi-
fica que @ > b o que a = b. Anéilogamente a =< b significa a < b, o bien

= b.
El axioma 12 podemos enunciarlo ahora como sigue:

ProposicION 2: 87 a es un nimero entero, se cumple una y solamente una
de las condiciones siguientes:

i) a > 0;
i) a=0;
iil) a < 0.
ProposicioN 3: Sia, b y ¢ son enteros y a > b, entonces a + ¢ > b + c.

Demostracién. Puesto que a > b, sabemos que a—b EN. Yaquea—b =
(a+c¢)—(b+¢) tenemos que (a+c)— (b+¢) €N,

EJERCICIOS

1. Demuéstrese que el cuadrado de cualquier entero distinto de cero es
positivo.
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2. Demuéstrese que si @, b €Z, a* + b2=0.

3. Demuéstress que si a < b, entonces —a > —b. (Esto serd conse-
cuencia del ejercicio 4, pero aqui se pide probarlo directamente a partir de
las definiciones.)

ProrosICION 4: Sia, b y ¢ son enteros tales que a > b y ¢ > 0, entonces
ac > be.

Demostracién. Por hipétesis a—b €N y ¢ €N. Luego, por el axioma 11,
(a—b)c¢ EN, es decir, ac—bc es natural, de donde, ac > bec.

4. Demuéstrese que si a > b y ¢ < 0 entonces ac < be.

ProprosiciON 5: Si a y b son enteros positivos y b > 1, entonces ab > a.

En efecto, b > 1 y a > 0. Por lo tanto, segiin la proposicién 6, tenemos
que ba > la, es decir, ab > a.

EJERCICIOS

5. Demuéstrese que si @ y b son naturales y a < b, entonces a? < b2,

6. Encuéntrense ejemplos de nimeros enteros tales que a < by a? > b?
(lo cual indica que es necesario suponer en el ejercicio 5 que a y b son
positivos) .

7. Demuéstrese que si a y b son enteros positivos entonces a?-< b? im-
plica que a < b.

8. Con ejemplos, pruébese que la condicién de que los enteros del
ejercicio anterior sean positivos no se puede omitir,

9. Demuéstrese que si @ > b y ¢ > d, entonces a + ¢ > b + d. (Utili-
cese dos veces la proposiciéon 3.)

6. UNIDADES EN Z

Uno de los axiomas que se cumplen para los enteros (el que hemos nu-
merado con 4), asegura la existencia de un inverso aditivo para cada ele-
mento de Z. Podriamos ahora preguntarnos qué ocurre con los inversos
multiplicativos de los nimeros enteros.

ProposIciON:  Los dnicos elementos de Z que tienen inverso multiplicativo

(en Z) son 1y —1.

Demostracisn. 0 no tiene inverso multiplicativo pues 0z = 04 1 para
cualquier a:

1 tiene a 1 por inverso multiplicativo, pues 1 . 1 = 1.
—1 tiene a —1 como inverso multiplicativo, pues (—1) (—1) = 1.

Supongamos ahora que a > 1. Si a tuviera inverso multiplicativo, diga-
mos a* €Z entonces, ya que aa’* = 1, @ no puede ser negativo. Por lo



174 Cap. 6 EL ANILLO DE LOS NUMEROS ENTEROS

tanto ! > 0. También a4 1, pues si @ = 1, a = 1 (porque aa?® = 1).
Por lo tanto @* > 1. Pero comoa > 1 y @ > 1, aa™* > 1 también, lo cual
contradice que aa™ = 1.

Para a < 0, véase el ejercicio 2.

En un anillo, a los elementos que tienen inverso multiplicativo se les
llama unidades.

Asi, en el anillo de los nimeros enteros, 1 y —1 son las tinicas unidades.

EJERCICIOS

1. Demuéstrese que a es unidad si y solamente si —a es una unidad.
2. Usando el ejercicio anterior complétese la demostracién de la pro-
posicién.

7. EL PRINCIPIO DE INDUCCION

En los nGmeros naturales vale la siguiente propiedad:

Principio de inducciéon. Sea M un subconjunto de N tal que se cum-
plen las condiciones

i) 1eEM;
ii) si n €M, luego n + 1 EM.

Entonces M = N.

En otras palabras, si un conjunto M de nimeros naturales contiene al 1
y contiene a n+1 cada vez que contenga a n, entonces M es el conjunto de
todos los nimeros naturales.

Esta propiedad sirve para demostrar muchas proposiciones. Veremos al-
gunos ejemplos.

Supongamos que queremos demostrar que para cualquier nimero natu-
ral n,

1+3+5+ -+ (2n—1) = n? *)

es decir, la suma de todos los niimeros impares desde 1 hasta 2n—1 es n®.
(Por ejemplo, 1 = 1%, 1 +3 =22 1+3+5=3%1+3+5+7=43
etcétera.)

Sea M el conjunto de nimeros naturales para los cuales la féormula (*)
es cierta.

Vemos que

1) 1 € M, pues, como ya dijimos, 1 = 1%;
il) si n €M, entonces n+1€M.
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En efecto, que n €M (lo que llamamos hipétesis de induccién) significa
que vale (*). Calculemos pues

14+3+54+ ... + (2(n+1)-1).
Tenemos que, segn la hipétesis de induccién,

1+3+5+ ... + 2n—1) + (2(n+1)—-1) =
n?+ (2n+1) = (n+1)2

es decir, vale la férmula para n+1, o sea n+1€M.

Luego, por el principio de induccién, podemos afirmar que M = N y
como M es el conjunto de n para los cuales vale (*) podemos asegurar que
dicha férmula vale para todo n €N, que es lo que queriamos demostrar.

Veamos otro ejemplo. Para demostrar que para todo ntmero natural =
vale la relacién

20+ 21 4 22 4 ... 420 =20 — | (**)

podemos proceder como sigue:

Sea M el conjunto de todos los nimeros naturales para los cuales (¥**)
es cierta. [Queremos demostrar que (**) es cierta para todo natural, es
decir, queremos demostrar que M = N/]

i) Si n =1, la férmula (**) es cierta, pues
20=21 —1;

ii) supongamos ahora que n € M, es decir, vale (**) para n. Vamos a
demostrar que (**) vale para n+1:

20 4 21 4 22 4 ... 4 2+ 4 20 =
2% — 1 4 2n = 2mi — |,

(En el primer paso usamos la hipétesis de induccién.)
Entonces, por el principio de induccién tenemos que M = N, es decir,
(*¥*) vale para cualquier nimero natural =.

EJERCICIOS

1. 1+2+3+ ... +n=

2. 1+5+5+ ... + 5" =
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n(n+1) (2n+1)
6 .

3. 12+22+324 ... +n?=

1 1 1 1 n

4. + + ot -
1-2 23 34 n(n+1) n+l

Podemos acortar un poco la escritura de estas demostraciones exami-
nando un caso general.

Sea Py, Py, -+, Py, --. una sucesién de proposiciones. Para demostrar
que son todas ciertas se puede proceder asi:

Sea M el conjunto de nimeros naturales n para los que sea cierta la
proposicién Py,

Si logramos demostrar que:

i) P, escierta (es decir, que 1 €M) ;

ii) si P, es cierta, entonces Py, es cierta (es decir, que sin € M entonces
n+l1€EM),

entonces podemos afirmar, por el principio de induccién, que M = N, es

decir, que P, es cierta para cualquier nimero entero n.
Por ejemplo, queremos demostrar que

13+23+33+...+n8=(n(n+1))2_ (***)

Esta férmula vale para n = 1 pues
1-2\2
13 =(—=%
(2)-
Supongamos que vale para n. Para n+1 obtenemos:
B4+24+ ... +n8+ (nt+1)% =

= (n_(nzi_l_)_)z + (n+1) = (n+1)2 (;—z +(n+l)> =

n*+4n+4  (n+1)*(n+2)2 (n+1) (n+2)\?
= (n+1)?2 = =|—7"7T"7"]),
22 2z 2
es decir, vale para n+1,
Por consiguiente la férmula es cierta para cualquier nimero natural z.
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EJERCICIOS
Demuéstrense por induccion las siguientes igualdades:
1
5 + 1 b 1 _ n(n+3) .
1-2-3  2-3-4 n(n+1)(n+2) 4(n+1)(n+2)
1 1 1
6. !

T3 s T T @@ ) At
7. 1:-4+47+ ... 4+ (3n—2) (3n+1) = n(3n*+3n—2).
xm—1
x—1
6n° + 15m* + 10n3—n
30 '

8 s+ + ...+ 1=

9. 1+ 20+ ... +mi=

Para ciertas demostraciones es a veces conveniente utilizar una modi-
ficacién del principio de induccién que es equivalente al principio de in-
duccién.

Principio de inducciéon (modificado). Si M es un subconjunto de
N tal que

i) 1€EM;
i) Si 1,2, ..., n €M entonces n+1EM,

entonces M = N.

EJERCICIO

10. Demuéstrese que los dos principios de induccién son equivalentes.

8. EL PRINCIPIO DE BUEN ORDEN

En los niimeros naturales se cumple también una propiedad que recibe
el nombre de principio de buen orden. Como veremos més adelante, esta
propiedad es equivalente al principio de induccién que acabamos de exa-
minar.

Principio de buen orden. Si A es un subconjunto no vacio de ni-
meros naturales entonces A tiene un elemento que es menor que todos los
demds elementos de A.

ProposiciON 1:  El principio de induccién implica el del buen orden.
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Demostracién. Sea A un subconjunto no vacio de N y supongamos que
4 no tiene ningin elemento menor que todos los demas de 4. Construya-
mos un conjunto B con todos los niimeros naturales b tales que b < a para
todo a en 4. Como ninglin elemento es menor que si mismo, B estid conte-
nido en el complemento A’ de A4:

123 bb+1

B (* elementos de 4).

Ahora bien, tenemos que:

i) 1€B. En efecto, 1 £ A pues de lo contrario en 4 habria un elemento,
el 1, menor que todos los demas de 4. Ademés 1 es menor que todos los
demas naturales, 1 es menor que todos los elementos de 4. Luego 1 €B.

ii) Supongamos que b €B (es decir b < a para toda a en 4). Entonces
b + 1 €B también. En efecto, si b + 1 €¢B, b + 1 ==4 para cierta a € 4.
Y como b < a, b +1=<gq, de donde b + 1 = a € A. Entonces b + 1 seria
un elemento de 4 menor que todos los demas de 4, contra lo supuesto.

Por lo anterior, segin el principio de induccién, B = N y como BCA4’,
resulta que 4’ = N, de donde 4 = ¢, contra la hipétesis, con lo que queda
demostrada la proposicién.

ProrosiciON 2: El principio del buen orden implica el principio de in-
duccién.

Demostracién. Sea M un subconjunto de N tal que 1 €M y sin€M
entonces n + 1 € M. Suponiendo el principio del buen orden demostraremos
que M = N. Sea M’ el complemento de M en N. Si M’ es no vacio, M’
tiene un elemento minimo m’. Por consiguiente ya que m’'—1 < m’, m’~
1€ M’, es decir, m’—1 € M. Pero por hipétesis (m’—1) +1 pertenece tam-
bién a M, es ducir, m’ €M, lo cual es una contradiccién. Luego M’ = ¢
y M=N.



CAPITULO

Divisibilidad

1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES ELEMENTALES

Hasta aqui hemos estudiado propiedades simples de los nimeros enteros.
Ahora analizaremos propiedades relativas a la divisibilidad, cuyo estudio es
parte de una rama de las mateméticas llamada Teoria de los niimeros.

Recordemos primero que si consideramos a los enteros como parte de los

. a
nimeros racionales, al formar el cociente 3 de dos enteros a y b, con b 540,

este cociente no es necesariamente un ntimero entero. Por ejemplo, si a = 5,

a . .
b=1, i que no es un entero. En otros casos este cociente si es un nd-

a 12 .
mero entero; por ejemplo, sia = 12, b = 6, T 2. Cuando el cociente
de dos enteros ay b (b5£0) es namero entero decimos que b divide a a.

Es conveniente, sin embargo, tener una definicién intrinseca de divisi-
bilidad, en la que no se haga referencia al concepto de cociente.

Para ello expresamos la definicién anterior en la forma siguiente:
DeFINICION:  Si a y b son nimeros enteros, decimos que b divide a a si

existe -un entero q tal que a = bq.

Es claro que si suponemos que b £0, esta definicién es equivalente a
la mencionada anteriormente.

179
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Otras formas de expresar que “b divide a a” son:

“b es un divisor de a”
“b es un factor de a”

“a es un miultiplo de b”
“a es divisible entre 5”.

Notacion. Para expresar que b divide a a utilizamos la notacién
bla

y b .|” a significa que b no divide a a. .
Demostraremos a continuacién algunas de las propiedades elementales
de la divisibilidad.
En lo sucesivo, aunque no se haga mencién explicita, se supondri que
las letras que usamos para representar niimeros denotan siempre nimeros
enteros.

ProposiciON 1 (propiedad reflexiva): Para todo nimero entero a, se
tiene que a divide a a.
Esto es claro, pues
a = al.

ProposiciON 2 (propiedad transitiva): Si a, b y ¢ son niimeros enteros
tales que a divide a b y b divide a c, entonces a divide a c.
Demostracién. De la definicién de divisibilidad y de las hipétesis se

sigue que existen enteros q y r tales que

b =agq, ¢ = br;
por lo tanto,
¢ = (ag)r = a(gr),

lo que indica que a divide a c.

En la primera parte vimos que las unidades del anillo de los enteros son
1, —1. Al estudiar la divisibilidad entre enteros veremos que ésta se pre-
serva al multiplicar estos por unidades. Mas precisamente:

ProprosIcION 3:  Siay b son nimeros enteros y u, u’ son unidades, enton-
ces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
i) a divide a b;
il) ua divide a u’b.

Demostracién. Veamos primero que i) implica ii). Supongamos, pues,
que
b= ag;
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ahora bien, ya que u es unidad, existe u, tal que uu, = 1; por consiguiente,
b = (uu,)b = (uu,)aq = ua(u,q),

lo que prueba que ua | b. Pero claramente b | u’b; por consiguiente, por la
transitividad tenemos ua | u’b.
Veamos ahora que ii) implica i). En este caso tenemos

u’b = uar;
’ : . ’ 2,0 ___ . . .
pero como u’ es unidad, existe u tal que u’u’ = 1; por consiguiente,
T4 ’ ’
= (u’u')b = u’ (uar) = a(u’ur
b= (u/w)b = u (uar) = a(uur)

lo que prueba que a | b.

Ahora bien, ya que las unidades de los enteros son 1, —1 la proposicién
anterior nos indica que al considerar la divisibilidad en los niimeros enteros
basta referirse a los enteros no negativos.

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente
COROLARIO: Si a y b son enteros, las condiciones siguientes son equivalentes:

1) a divide a b;
ii) |a] divide a |b).

Esto es claro, pues si a es un entero |¢| = ua en donde u es una unidad.
Otra proposicién relativa a la divisibilidad y las unidades es:

ProPOSICION 4 (propiedad de simetria) : Si a y b son dos enteros distintos
de cero tales que a | b y b | a entonces a = bu en donde u es una unidad.
Demostracién. Por hipétesis,

b=ar, a=bg;
por consiguiente,
a = (ar)q = arq.

Ya que @ =0, cancelando obtenemos
1 = 1q,
lo que prueba que q es unidad.

Otros resultados simples relativos a la divisibilidad aparecen en los
siguientes:
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EJERCICIOS

1. Demuéstrese que todo niimero entero divide a cero.

2. Demuéstrese que si 0 es divisor de 4, entonces a = 0.

3. Demuéstrese que las unidades de Z, es decir 1, —1, son divisores
de cualquier entero.

4. Demuéstrese que si 4 es un entero que divide a todos los enteros,
entonces u es una unidad.

5. Demuéstrese que las condiciones siguientes son equivalentes:

i) a divide a b;

ii) —a divide a b;
iii) a divide a —b;
iv) —a divide a —b.

Daremos ahora una propiedad que relaciona el orden y la divisibilidad
en Z.

ProPOSICION 5: Sia y b=£~0 son enteros y a| b entonces |a| = |b|.

Demostracién. Por el corolario de la proposicién 3 tenemos que |a] | |b],
es decir, |b| = |a|g, con ¢=1. Sig=1, |b| =|a|. Si g5~£1,q=1+ ¢
con ¢’ positivo. Por lo tanto,

6] = la|(1 + ¢") = |a] + |a|q",
de donde
8] = la| = lalg"=1,
es decir, 5| > |a.
Trataremos ahora algunas propiedades que relacionan la divisibilidad
con las operaciones en Z,

ProrosiciON 6: Sia|bya|c entoncesal| (b + c).

Demostracion. Las hipétesis implican que

b = ag, ¢ = ar.
Por lo tanto,
b+c=aq+ar=a(q+r),

es decir, a divide a b + ¢.

ProposiCION 7: Sial|b y c es un entero arbitrario, entonces a | be.
En efecto, ya que
b = aq,
se tiene que
bec = a(qgc).

Como consecuencia de las dos proposiciones anteriores tenemos el si-
guiente:
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CoroLARIO: i a, b y ¢ son enteros tales que ¢ |a y ¢ | b, entonces

¢|ar + bs

para enteros arbitrarios r y s.
Cuando se tienen, como en el corolario anterior, dos nimeros a y b, a

los enteros de la forma
ar + bs

con 7y s enteros, se les llama combinaciones lineales de a y b.
Utilizando esta nomenclatura tenemos el siguiente

CororArIO:  Un entero ¢ divide a los enteros a y b si y solo si ¢ divide a
cualquier combinacién lineal de a y b.

Demostracion. El corolario anterior asegura que si ¢ divide a a y b,
entonces ¢ divide a cualquier combinacién lineal de a y b.

Inversamente, ya que 2 = al + b0 y b = a0 + b1, a y b son combina-
ciones lineales de a y b; por lo tanto si ¢ divide a cualquier combinacién
lineal de ay b,c|ayc|b.

Es claro que, en general, dados dos enteros, no cualquier otro entero es
combinacién lineal de ellos. Por ejemplo, 6 no es combinacién lineal de

15 y 20, pues si
6 = 15r + 20s,

ya que 5|15 y 5|20 se tendria que 5|6, lo cual es falso,

El corolario anterior asegura que una condicién necesaria para que un
nlmero g sea combinacién lineal de a y b es que g sea divisible entre todo
divisor comin de a y b.

Dicho de otra manera, si hay un niimero ¢ tal que ¢ [a y ¢ | b pero ¢ |- g,
entonces g no es combinacién lineal de a y b.

EJERCICIOS

6. Pruébese que 52 no es combinacién lineal de 20 y 15.

7. Encuéntrese un nimero que no sea combinacién lineal de 30 y 70.

8. Pruébese que si ¢ es un entero impar, entonces ¢ no es combinacién
lineal de 98 y 102.

9. Pruébese que si ¢ = 3n £ 1 (n entero), entonces ¢ no es combina-
cién lineal de 45 y 1 251.

10. Pruébese que si ¢ = 30n + 6 (n entero), entonces ¢ no es combina-
cién lineal de 1020 y 210.

11. Pruébese que si ¢ es combinacién lineal de a y b, entonces r¢ lo es
también.

12, Pruébese que si d es combinacién lineal de a y b, y b es combina-
cién lineal de a y c, entonces d es combinacién lineal de a y ¢.
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Cuando se tiene una sucesién de enteros, by, be, - .-, bs, a los enteros de
la forma
Clb]_ + Czbz + oo+ C”b”

con ¢, €z, - - -, Cy, enteros, se les llama combinaciones lineales de by, by, « .., by,
Obsérvese que cada uno de los enteros b; es combinacién lineal de b,
bz, - .-, bs. Por ejemplo,

by = 1by + Oby + +++ + Oby,
EJERCICIO

13. Demuéstrese que si a divide a los enteros by, b, ..., b, entonces
a divide a cualquier combinacién lineal de b,, b,, ... b, e inversamente,

2. EL ALGORITMO DE LA DIVISION

Dados dos ntimeros enteros a y b 40, no siempre a es divisible entre b,
es decir, no siempre existe otro entero g tal que @ = bq. Sin embargo, en
todos los casos podemos “dividir” @ entre b y obtener un cociente y un
residuo. Este proceso ya lo conocemos desde la ensefianza elemental. Aqui
lo precisaremos y daremos una demostracién.

TeOREMA 1: Siay b son enteros y b =~ 0, existen dos enteros q y r, énicos,
tales que :
a=bg+r, con 0=r<|b]|.

Demostracién. Haremos primero la demostracién para el caso a > 0,
b>0. v

Consideremos el conjunto de ntmeros enteros no negativos que sean
de la forma

a — bs
con s entero. Este conjunto, segin las hipétesis hechas, no es vacio, pues
a—b-0>0.
Por el principio del buen orden dicho conjunto tiene un elemento me-
nor que todos los demas. Sea
r=a—bqg=0

dicho elemento. De aqui obtenemos que

a="bq+r,
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y lo tGnico que resta por demostrar es que r < |b] = b. Si r=b, ya que
r = a — bq obtenemos
r—b=a—b(q+1)

y puesto que r — b =0, resulta que
a—b(qg+1)=0,

lo cual contradice que r = @ — bg es menor que todas las expresiones no
negativas de la forma a — bs, pues

a—b(g+1l)=r—>b<r=a-—bq

con lo cual queda terminada la demostracién de este caso.
Sia>0ya<b, la expresién

a=b:-0+4+a

demuestra el teorema en este caso, pues a < |b| = b.

Los casos en que a o b o ambos sean negativos se deducen muy facil-
mente de los casos anteriores como se ver4 en los ejemplos que siguen y en
los ejercicios.

Por lo tanto nos ocuparemos solamente de demostrar la unicidad de

qyr.
Supongamos que

a=bg+r con 0=r<|b
a=bg"+7 con 0=y <|b.
Obtenemos

b(g—¢) = (" —1),

8] |g—¢’| = |r—7].

de donde

Pero |r — 7| < |b], de dondé la igualdad anterior implica (prop. 5)
lbllg = ¢'| =0 y |r=r|=0.
Como |b| 50, de aqui obtenemos
g=9q y r=7.

En los siguientes ejemplos veremos cémo pueden tratarse los casos en
que a o b sean negativos,
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Supongamos primero que, por ejemplo, @ = 436, b = 17. Tenemos que
436 = 17 X 25 + 11,

es decir, en este caso ¢ =25 y 0=r =11 < |17| = 17.
Si tuviéramos @ = —436, b = —17 podriamos aprovechar la igualdad

anterior y escribir
—436 = (—17) X 25 — 11.

Pero ~ 11 no sirve como residuo, pues es negativo. Luego,

—436 = (—17) X 25— 17 + 17 — 11
—436 = (—17) X 26 + 6.

Osea, g=26y0=r=6<|—17] =17
En el caso a = —436, b = 17 podemos, en forma aniloga, escribir

— 436 = 17 X (—25) — 11 = 17 X (—25) + 17 X (=1) + 17 —11
~ 436 = 17 X (—26) + 6,

osea, g = —26,0=r=6<|—17| =17.
Finalmente, en el caso @ = 436, b = —17, vemos que

436 = (—17) X (—25) + 11,

osea, g = —25, r =11,

EJERCICIOS

1. Encuéntrense q y r para las siguientes parejas de ntimeros a, b:
a) a=0,b= -3 f) a= =59, b= —12

b) a=12,b =139 g) a=28611, b = —37

¢c) a=>59,b=12 h) a= —8611, b= —37

d) a= —59,b =12 t) a= —37, b = 8611

e¢) a=>59 b= —12 j) a=p* 4+ 2p% + 2p + 2,

b=p+1(p>0).

2. Siguiendo el ejemplo del texto, terminese la demostracién del teo-
rema, considerando los casos

i) a<0,b<0, i) a<0,b>0; iil)) a>0,5<0.
Observemos finalmente que este proceso nos permite encontrar fodos

los divisores de un niimero dado. En efecto, para encontrar todos los divi-
sores de un ntimero a 5= 0, basta encontrar todos los divisores positivos de |a].
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Ahora bien, como cualquier divisor positivo de |a| es menor que |a]
y solamente hay un némero finito de enteros positives menores que |a|, en
un ndamero finito de pasos se pueden encontrar todos los divisores posi-
tivos de |a| y por lo dicho antes, de todos los divisores de a. (Claro estd
que éste no es el método conveniente de hacerlo. Esto simplemente de-
muestra que se puede hacer.)

OsgservaciON: Para una mayor comprensién hemos demostrado la pro-
posicién anterior en el caso en que a y b son positivos y después hemos
visto, con ejemplos, cémo puede adaptarse al caso general. Sin embargo,
utilizando la misma idea es posible hacer una demostracién que abarque
todos los casos. La tnica dificultad que se presenta es demostrar que el
conjunto de todos los enteros no negativos de la forma ¢ — bgq es no
vacio. Esto se puede analizar considerando los distintos casos a y b.

3. EL MAXIMO COMUN DIVISOR

Ya hemos visto que el conjunto de divisores de cualquier nimero entero
es finito. Por lo tanto, dados dos niimeros enteros a y b, el conjunto de
divisores comunes de @ y b es también un conjunto finito pues éste es la
interseccién del conjunto de divisores de a con el conjunto de divisores de
b. Por consiguiente, podemos hablar del maximo de los divisores comunes
de ay b. Al med de a y b lo denotaremos (a, b).

Por ejemplo, el conjunto de divisores comunes de 24 y 18 es

{=*1, £2, +3, 4, 46, 8, 12, +24} N {1, %2, 3, +6,+9} =
= {x1, =2, +3, +6},

por lo que el med de 24 y 18 es

(24, 18) = 6.
EJERCICIOS
1. Demuéstrese que
a) (a,0) = a [en particular (0,0) = 0].

b) (a,b) =0 implica a=0y b=0.

2. Demuéstrese que si @ y b son enteros, su maximo comiin divisor es
igual al méaximo comun divisor de sus valores absolutos |a| y |b]. En sim-

bolos,
(a,5) = (|a], B]).
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Debido a lo anterior, al hablar del mcd de dos niimeros a y b nos
podremos restringir al caso a >0y b > 0.

Con objeto de caracterizar de otra manera el mcd de dos enteros vere-
mos cémo se relaciona este concepto con el de combinacién lineal de dichos
enteros,

Recordemos que las combinaciones lineales de dos enteros @ y b son los
nimeros ¢ que se pueden expresar en la forma

¢ = ar+ bs
con r y s enteros.

En la seccién anterior vimos que una condicién necesaria para que un
ndmiero ¢ sea combinacién lineal de @ y b es que ¢ sea divisible entre cual-
quier divisor comtn de 4 y b; en particular, entre el mcd de a y 5. El
corolario 2 de la siguiente proposicién demostrari que esta condicién es
también suficiente.

ProPosICION 1: Si a y b son enteros positivos y d = as + bt es su com-
binacién lineal positiva minima, entonces todo divisor de d es divisor
también de a y b.

Demostracion. Por la transitividad de la divisibilidad basta demostrar
que d|ayd|b.
Segilin el algoritmo de la divisién, tenemos:

a=dg+r con 0=r<d.

Pero ya que d = as + bt, obtenemos @ = (as + bt)q + r, de donde se ve
que 7 es combinacién lineal de @ y b:

r=a(l — sq) — biq.

Pero como 0=1r < d y d es la combinacién lineal positiva minima de
ay b, resulta que r = 0, es decir, que d | a.
En forma semejante se prueba que d | b.

Cororario 1: El mcd de dos enteros a y b es la combinacion lineal posi-
tiva minima de a y b.

Demostracion. Sea d' = (a,b) eimcd de ay b yd = as + bt la com-
binacién lineal minima de a y b. Por la proposicién 1, d es un divisor
comin de a y b y como d’ es el mcd, resulta que d = d’. Ahora bien, como
d’|ay d’|b entonces d’|d por ser d combinacién lineal de a y b. Por
lo tanto, d’ == d. Las dos desigualdades implican que d = d’.

CoRroLARIO 2: Un entero ¢ es combinacién lineal de a y b si y solo si el
med (d) de a y b, divide a c.
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Demostracidn. Sabemos que si ¢ = am + bn, d|c. Inversamente, por
el corolario anterior el mecd de a y b es combinacién lineal de a y b:
d=as+ bt. Sid|c, ¢c=dk, de donde ¢ = ask + btk.

Lo anterior permite dar varias definiciones equivalentes de mcd.

TeOREMA 1: Sia, by d > 0 son enteros, las cuatro condiciones siguientes
son equivalentes:

i) d = (a,b)

i) d = as + bt es la combinacién lineal positiva minima de a y b.
iii) d|a,d|b,ysiclayc|b, entonces ¢|d.

iv) d|a, d| b, y d es combinacién lineal de a y b.

Demostracién, El corolario 1 de la proposicién 1 asegura que (i) y (ii)
son equivalentes,

Demostraremos ahora que (i) y (iii) son equivalentes. Sea d’ = (q, b)
y d entero que satisface la condicién (iii). Como d es divisor comin y d’
el méximo comin divisor tenemos que d = d’. Ademds, como 4’ |ay d’| b,
por (iii) d’|d y como d > 0, d’=d. Las dos desigualdades muestran que
d=d.

EJERCICIO

3. Demuéstrese que (iv) es equivalente a la condicién (ii).

Con esto queda probado el teorema.

Conviene observar que las definiciones de mecd dadas por las condicio-
nes (ili) y (iv) no utilizan el concepto de orden en Z. Por ello estas defi-
niciones seran Utiles en aquellas generalizaciones del concepto de mcd a
anillos en los que no se tenga el concepto de orden.

Cuando los Gnicos divisores comunes de dos ntimeros a y bson 1y —1,
los ntimeros se llaman primos entre si. Es decir,

DEFINICION: Se dice que dos enteros a y b son primos entre si (o primos
relativos) st su mdximo comin divisor es 1.
Como 1 es el menor entero positivo, resulta que

PrOPOSICION 2: a y b son primos entre si, st y solo si,
1 =as + bt.

Mencionaremos ahora algunos resultados relativos a némeros primos
entre s,
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Observemos primero que cuando un niimero a¢ divide a un producto
be, no necesariamente @ divide a alguno de los factores, Por ejemplo,
8|6 X 12y sin embargo 8 |6 y 8 .|~ 12. Pero en el caso en que a y b sean
primos relativos tenemos que:

ProposiciéN 3: Si a|bc y (a,b) = 1 entonces ac.

Demostracién. Por hipbtesis,

1 = as + bt,
de donde,
¢ = asc + bct.

Ahora bien, como a | a y a| bc (hipétesis), a divide a la combinacién lineal
a(sc) + (bc)t = ¢, lo que prueba la proposicién.
En los ejercicios siguientes, supondremos a 50, b <0,

EJERCICIOS

4. Pruébese quesi d = (a,b) y d = ar + bs, entonces 7 y s son primos
entre si.

5. Sid= (a,b) y a=a’d, b= >b'd pruébese que a’ y b’ son primos
entre si.

6. Pruébese que si c|ay (a,b) =1 entonces (b,¢c) = 1.

7. Sid|a, dcrbr:y (a,b) =1 pruébese que d|ec.

8. Sia vy b son primos entre si, pruébese que el mcd de a y be es igual
al mcd de a y ¢. (Pruébese que el conjunto de los divisores comunes de
a y bc es el mismo que el conjunto de divisores comunes de a y ¢. Usese
el ejercicio 7.)

Los conceptos y resultados anteriores permiten encontrar soluciones ente-
ras de ciertas ecuaciones lineales.

ProrosiciON 4: Las soluciones enteras de la ecuacién
ax + by =0 con (a,b) =1ya,bz£0
son x = —bt, y = at con t entero arbitrario,

Demostracién. Evidentemente x = —bt, y = at es solucién, cualquiera
que sea el entero £. Queda solamente probar que toda solucién es de esta
forma. En efecto, si (x, y) es una solucién de la ecuacién ax + by = 0,
tenemos que ax = —by, de donde, a | by. Como (a, b) = 1, por la propo-
sicién anterior tenemos que a |y, por lo que y = af para cierto entero ¢,
Por consiguiente, ax = —bat, de donde x = —bt.

Sean a y b dos enteros distintos de cero. El conjunto de multiplos comu-
nes positivos de a y b no es vacio pues, por ejemplo, el producto |ab| es un
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multiplo comiin positivo. Por el axioma del buen orden este conjunto tiene
un elemento minimo, el cual se llama el minimo comGn multiplo de a y b.
Lo denotaremos con {a, b].

Por ejemplo, si @ = 6, b = 10, los multiplos comunes positivos de 6 y
10 son

{6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66,...} N
n {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, ...} =
= {30, 60, 90, ...},
por lo que el minimo comin miltiplo es

[6, 10] = 30.

ProposiciON 5: Sean a y b enteros distintos de cero. El mem, m = [a, b]
divide a cualquier miltiplo comin de a y b. Inversamente st m’ > 0
es un multiplo comin de a y b que divide a todos los multiplos comunes
de a y b entonces m’ = m.

En otras palabras, el mcm de @ y b queda caracterizado como aquel
entero positivo m’ tal que:
i) a|m’, b|m’;
ii) sia|m” yb|m" entonces m’ | m".
Demostracién. Sea m” un miltiplo comin de a y b. Por el algoritmo
de la divisién,
m” =mq+r 0=r<m.

Como a|m” y a|m entonces a|r. Andlogamente, b |r. Por lo tanto 7 es
un miltiplo comin no negativo de a y by si r fuera distinto de cero se tendria
que m == 1 lo cual es falso. Por tanto r = 0. Es decir, m divide a cualquier
multiplo comin.

EJERCICIO
9. Pruébese la segunda parte de la proposicién 5.

Sia=12 y b =8 entonces (4,b) =4 y [a,b] = 24. Tenemos que
12 X 8 = 4 X 24, o sea, en este ejemplo, ab = (a, b) [a, b]. Esto es cierto
en general,

PROPOSICION 6: Si a y b son enteros positivos entonces su producto ab es
igual al producto de su med y mem. En simbolos,

ab = (a, b) [a, b].
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Demostracién. Sea m = [a, b]. Entonces, como ab es un miltiplo co-
min, m | ab. Sea d tal que
md = ab.

i) Dermostraremos primero que d es un divisor com(n de a y b. Ya que
m es multiplo comn, tenemos que

m = ar = bs,
de donde,
md = ard = bsd = ab.

Por lo tanto, como a 40 y b =0 obtenemos

rd =0b, sd=a,
lo cual prueba (i).
il) Veremos ahora que d es divisible entre cualquier divisor comin de
ayb.
Sea d’ tal que d’ | a y d’| b. Entonces

a=dd, b=4dV.
Tenemos que el entero m” definido como sigue
m’ = ab'd = ab = ba’
es un multiplo comtn de a y b. Por lo tanto m” = mt. Entonces
mtd’ = m’d’ = a’d’b’'d’ = md

y como m #£0, td’ = d, es decir, d’ | d.
Las condiciones (i) y (ii) implican (véase el teorema 1) que d = (g, b).
Por lo tanto ab = (a, b) [a, b].

EJERCICIOS

10. Pruébese que el mem de dos nimeros primos entre si es igual a su
producto.

Los dos siguientes ejercicios nos dan otra demostracién de la proposi-
cibén:

11. Si ay b son primos entre si y a|¢ y b|¢, entonces ab|c.

12, Sea d = (a,b) y a=4a'd, b =1b'd. Si a|c y b|c pruébese que
a’b’d | ¢. (Utilicese el ejercicio anterior.)

13. Utilizando los dos ejercicios anteriores dése una nueva demostra-
cién de la proposicion 6.
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14. Si k> 0 demuéstrese que

(ka, kb) = k(a, b)
[ka, kb] = k[a, b].

Los conceptos de mcd y mem se pueden extender a conjuntos de més de
dos enteros. Por ejemplo, el mem (a,, ag, - - -, as) de los enteros a, az, - -+, an
es la interseccién de los conjuntos de divisores de cada uno de los enteros a;.

15. Siaya; ..-,a,sonenterosy d; = (a1, 8, -+, a,) para 2=i=n,
demuéstrese que

di = (diy, ai).

16. Pruébese la afirmacién aniloga a la del ejercicio anterior para el
mcm para enteros a,, a,, - - -, 4, distintos de cero.

4. EL ALGORITMO DE EUCLIDES Y
ECUACIONES DIOFANTINAS

En el parrafo anterior definimos el mecd de dos nlimeros. Veremos ahora
un procedimiento, llamado algoritmo de Euclides que permite calcularlo.

Sean a, b dos enteros que supondremos positivos y tales que & no sea
multiplo de b. Podemos aplicar iteradamente el algoritmo de la divisién en
la forma siguiente:

a=bqg+r, 0<n<b
b=1‘1q»1+1'2, 0<T2<1'1
71 = 12qz + 73, 0<rn<rn,

..................

Tneo = r,,.lq,_;l + 1‘,,, 0 < n < Tn-1
Tn-1 = Ta(Qn.

Ya que 0 < 74 < 7py < +-- < 73 < 13 < b es claro que después de apli-
car el algoritmo de la divisién un ntmero finito de veces obtenemos un
residuo cero (como lo indica 7,y = ruqn).

Este proceso es el llamado algoritmo de Euclides.

PropPOSICION 1: Si a,b son enteros positivos y b.|"a, entonces el ultimo

residuo distinto de cero en el algoritmo de Euclides es el mecd de a y b.

Con la notacién anterior tenemos

™ = (a: b)-

Para la demostracién de esto basta aplicar el siguiente lema a cada
uno de los pasos del proceso.

LEmA 1: Si a = bq + r, entonces (a,b) = (b, 7).
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EJERCICIO

1. Pruébese el lema anterior.
SucereNcia: Demuéstrese que el conjunto de divisores comunes de ¢ y b
es el mismo que el conjunto de divisores comunes de b y r.

Ejemplo:
Calculemos el mcd de 60 y 42:

60 =42 X1+ 18
42=18X2+6
18=6X3

Por lo tanto, (60,42) = 6.

EJERCICIOS

2. Aplicando el algoritmo de Euclides encuéntrese el mcd de las si-
guientes parejas de ntimeros:

a) 329, 1005;

b) 1302, 1224;

c) 1816, —1 789;

d) —666, —12 309,

3. Encuéntrese el mcd de los siguientes conjuntos de enteros:

a) 2784, 4988, 8 444;
b) 103224, 31416, 3 432, 840.

(Recuérdese lo demostrado en el ejercicio 16 del parrafo 3.)

El algoritmo de Euclides no sélo permite calcular el med de dos niime-
ros enteros sino también nos da un procedimiento para expresar este como
combinaci6én lineal de ellos. Esto es consecuencia de un resultado demos-
trado anteriormente en un ejercicio y que aqui enunciamos nuevamente:

LeMA 2: Si ¢ es combinacidén lineal de a y b y ¢’ es combinacién lineal
de ¢ y b, entonces ¢’ es combinacidén lineal de a vy b.
Veamos un ejemplo; supongamos que « y b son tales que

a=bqg+rm, 0<n<b
b=f,q1+fz, 0<'2<fl
71 = 12qa.

tenemos que
T, = b— 71q1

nq: = aq, — bqq,
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de donde,
1, =b ~ (aq, — bqq.) =
=a(—q) + b(1 + qq4),

que expresa r, como combinacién lineal de a y b.

EJERCICIOS

4. Utilizando el algoritmo de Euclides exprésese el mcd como combi-
nacién lineal:

a) 228, 348;

b) 15, 21;

¢) 2n + 1, 4n;

d) 4n* 4+ 2n — 40, 2n + 7.

Los resultados de divisibilidad que hemos visto, pueden aplicarse para
encontrar las soluciones en nimeros enteros de ecuaciones como

ax + by =¢

en donde a, b y ¢ son numeros enteros. A este tipo de ecuaciones se les
llama ecuaciones diofantinas.

El corolario 2 de la proposicién 1 del parrafo anterior podemos enunciarlo
también como sigue:

ProrosiciON 2: Una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion
ax +by=¢ (a,b,c enteros)

tenga solucidn en enteros es que el mdximo comin divisor de a y b
divida a c.

EJERCICIOS

5. Determinense cuales de las siguientes ecuaciones tienen solucién en
enteros:

a) 35x + 17y = 14;

b) 1242x + 1476y = 49;

¢) 15x + 21y = 10.

El algoritmo de Euclides que permite expresar el mcd de dos niimeros
como combinacién lineal de estos nos da un procedimiento para encontrar
soluciones a ecuaciones diofantinas.

En efecto, consideremos la ecuacién

ax + by =¢ (a,b,c enteros),
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sea d = (a, b) y supongamos que d | ¢. Aplicando el algoritmo de Euclides

podemos escribir
ar + bs = d.

Sea ¢ = d¢’; entonces
’
arc’ + bs¢’ = dc’ = ¢

por consiguiente
X =1’y Yo = s¢’
es una solucién de la ecuacién.

EJERCICIOS

6. Aplicando el algoritmo de Euclides encuéntrese una solucién en ente-

ros para cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 696x + 408y = 48

b) (6n + 1)x + 3ny = 12,

Veamos ahora como conociendo una solucién entera se pueden encon-
trar todas las soluciones en enteros de una ecuacién diofantina.
El conjunto de soluciones enteras x, y de la ecuacién

ProrosiciON 3:
ax + by =¢ (a, b, ¢ enteros)

es de la forma
x=xotu;y=9,+v

en donde x,,y0 es una solucién particular de la ecuacién ax + by = ¢
y 4, v son soluciones arbitrarias de la ecuacién homogénea asociada

ax + by = 0.

Demostracién. Sea x,, Y, una solucién particular de ax + by =c¢ y
X1, ¥ otra solucién. Entonces

U=X1 = Xoy UV=91"D

es solucién de ax + by = 0. En efecto

au + bv = a(xy — %) + b(y1 — %)
ax; + by, — (axo + byo)

=¢—c=0.

Por lo tanto
X=X+ u yp=9%+v
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en donde u, v es solucién de
ax + by = 0.

Sea ahora u, v una solucién de

ax + by = 0.
Entonces
x1=xotu; y1=9 +v

es solucién de la ecuacién original. En efecto

ax; + by, = a(xo + u) + b(y, + v)
=axo+ by, +au+bv=c+0=c

Recordemos como encontramos todas las soluciones de la ecuacién

homogénea
ax + by =0 (a,b enteros).

Si a = 0, b = 0, entonces toda pareja de enteros es solucién.
Supongamos ahora que a0, o bien b#0. Sea d = (a, b); escribi-
mos
a=da’, b=db.

Ya que d 40, la ecuacién
adx+by=0

tiene las mismas soluciones que la anterior. Ahora bien, las soluciones de
esta ltima son, segin la proposicién 4 de la seccién anterior

x= —b't, y=a't (tentero arbitrario).

Combinando estos resultados con la proposicién anterior obtenemos el
CoOROLARIO: Sean a, b, ¢ enteros tales que a y b no son ambos ceros; su-

pongamos ademds que d = (a,b) divide a ¢. Sea a = da’, b = db’.

Entonces el conjunto x, y de soluciones enteras de la ecuacién

ax + by =c¢

es x = %o — b’'t, y =1y, + a’t en donde t es un entero arbitrario y

X0, Yo s una solucién particular entera de ax + by = c.

Es claro que el caso a =0, b = 0, ¢ %0 no tiene solucién. Si ¢ =0
entonces, evidentemente, toda pareja de enteros es solucién.
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EJERCICIOS

~ 7. Calclilense todas las soluciones enteras de las siguientes ecuaciones
diofantinas:

a) 15x + 21y = 300

b) 228x — 348y = 1368
¢) 1242x + 1476y = 90
d) (4n+ 1)x+2ny=mn
e) (2n+ 1)x + 4ny = n,

5. FACTORIZACION UNICA

Ya en la ensefianza elemental de las matematicas se ha tratado la des-
composicién de los ntmeros naturales en producto de primos. Por ejemplo,
escribimos

36 = 2232, 1400 = 23527, 187 = 11 X 17.

En esta seccién analizaremos este tema con mayor detalle.
Recordemos primero que

DEFINICION: Se dice que un niémero entero p distinto de 1 es primo
st sus dnicos divisores son =1 y *+p,
Evidentemente un nimero p es primo si y solo si —p lo es.
Los primeros nimeros primos positivos son

235711131719 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67
7173 79 83 89 97 101 103 107 109 113, ---

Observemos que si p es primo y a un entero entonces el med de p y a
puede ser o bien p o bien 1. Por tanto (p,a) = p si y solo si p divide a a.

PropPosiciON 1: St un nidmero primo p divide al producto ab de dos
enteros, entonces p divide a a o bien p divide a b.
En simbolos,

plab=)pla o bien p|b.

Demostracion. Si p | a no hay nada que demostrar. Si p.|"a entonces
(p,a) =1 y por lo tanto, segiin la proposicién 3 del parrafo 3 tenemos

que p | b.
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EJERCICIOS

1. Utilizando la expresién de 1 como combinacién lineal de p y a

demuéstrese la proposicién anterior directamente.

2. Sipyqson primos distintos entonces (p,q) =

3. Demuéstrese que si un primo p divide a un producto @82+ A
entonces p divide al menos a uno de los factores a;.

4. Demuéstrese que si un primo p divide a b*(n €N) entonces p divide

ab.

5. Mediante ejemplos pruébese que las afirmaciones de los ejercicios
3 y 4 son falsas si p no es primo.

6. Usando el principio de buen orden demuéstrese que todo entero
mayor que 1 es divisible entre un nimero primo.

SucereNcia: Considérese el conjunto M de enteros mayores que 1 que
no tienen un factor primo. Si M %%, M tiene un elemento minimo a,
el cual no puede ser primo. Al descomponer a como producto de dos
enteros positivos mayores que 1 estos si tienen factores primos.

7. Demuéstrese que hay una infinidad de nimeros primos. M4s pre-
cisamente, que dado un niimero natural n, hay mais de n primos,

SuGereNcIA: Supéngase que hay n primos, digamos p;, ps, ***, pu. De-

muéstrese que el nimero

Pripz " pat 1

tiene un factor primo distinto-de los n primos mencionados,

8. Pruébese que si @ es un entero positivo y @ no es primo, entonces
hay un divisor primo p de a tal que = =+/a.

9. Usando el ejercicio 8 encuéntrense los nGmeros primos positivos
menores que 150 y mayores que los mencionados en la lista del principio de
esta seccién.

Es conveniente observar, para futuras generalizaciones, que la propie-
dad de la proposicién 1 caracteriza a los niimeros primos. En efecto,

ProposiCION 2: Si p es un entero distinto de +1 con esta propiedad:
St a,b€Z y p|ab entonces pla o p|b,
entonces p = 0 o p es un nimero primo. ™)
Demostracion. Podemos, desde luego, suponer que p==0. Examine-
mos primero el caso p > 1. Si p no fuera primo entonces

p=ab con 1<a<p , 1<b<p.

La igualdad anterior prueba que p | ab y las desigualdades indican que p.|"a
y ¢ | b, es decir, p no cumpliria la propiedad (*). Luego, si p > 1 cumple
(*) entonces p es primo.

Observemos finalmente que O cumple la propiedad(*). En efecto, si
0 | ab entonces ab = 0, por lo que, segiin sabemos, @ = 0 0 b = 0. Esto equi-
valea 0|a 0 0]b.
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OBSERVACION: Debido a la propiedad de la proposicién 2 es conveniente
considerar que en Z, 0 es primo. Sin embargo, para facilitar los enun-
ciados, en lo que sigue hablaremos tnicamente de niimeros primos
distintos de 0.

Teorema de factorizacion unica. Todo nimero entero a, distinto de
+-1 se puede expresar en la forma

a=upp, ... pu (*)

endonde u = =1y p,, ps, - -, pp Son primos positivos.

Ademds, si a =0 la expresidn (*) es inica, excepto el orden de los fac-
tores.

Demostracién. Si a = 0, hacemos u = 1, h = 1, p;, = 0 y obtenemos
a= up;.

Por lo tanto, bastard demostrar que todo entero @ > 1 puede expresarse
en la forma (*).

Sea M el conjunto de enteros mayores que 1 que no se pueden expresar
en la forma (*). Nuestro propésito es demostrar que M = £.

Para ello, veremos que si suponemos que M £ se llega a una contra-
diccién, —

Supongamos pues que M =f. Por el principio de buen orden, M tiene
un elemento minimo a. Ahora bien, si a fuera primo, haciendo h = 1, u = 1
y @ = p, obtendriamos a = up, lo cual contradice que @ pertenezca a M. Por
consiguiente a no es primo, Entonces

a=bc, (1<b<a 1<c<a).

Por ser a elemento minimo de M, las desigualdades anteriores indican que
b y ¢ no pertenecen a M y, por lo tanto se pueden expresar en la forma (*):

b=1pips---pa; ¢=q:g2--- g
Pero como a = bc, obtenemos la descomposicién
a=pips ... 919z -+ G

en primos positivos, que es una expresién de la forma (*). Esto contradice
nuevamente el hecho de que @ esté en M, con lo que queda probada la
primera parte del teorema.

Demostraremos ahora la unicidad (excepto el orden de los factores) de
las descomposiciones en primos positivos. Supongamos que hay dos tales
descomposiciones para un nimero a # 0:

a=upps---

a=u'qgs .- qu.
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Desde luego, u = u’, por lo que

pipz oo P = G192 -+~ q1.

Como p, divide al miembro de la izquierda, p, debe dividir al producto
q192 -++ q¢ Yy como p, es primo, p; debe dividir a alguna de las g;, digamos
a ¢;. Pero como ¢, es también primo, resulta que p, = ¢,. Simplificando,
obtenemos la expresién

paps - ph = qogs -+ g1

Procediendo en forma aniloga, llegamos a que p, = ¢z, p3 = qs,--- . Si
h fuera menor que ¢ llegariamos finalmente a una expresién de la forma
1 = gp1 -+ q¢ lo cual no es posible. Anilogamente, si ¢ < k. Por lo tanto
t = h, con lo que queda probada la unicidad.

En una descomposicién de primos como la del teorema anterior pode-
mos juntar los primos iguales que en ella figuren y entonces ésta quedari
en la forma

@ = p™ pm ... pmr (ms > 0)

y si, ademads, ordenamos los primos en la forma p, < p, < ... < p5 enton-
ces la expresién es, segiin lo demostrado, tnica.

A veces, dados dos enteros conviene escribir descomposiciones en las
que figuren los mismos primos. Por ejemplo, si

a = 23527
b =325 X 11
podemos escribir
a = 23395%271(11)°
a = 2°32517°(11)2,

En general, si @ y b son dos enteros, existe una coleccién de primos
tales que
= T Hz L, pi =
a=pMp; Py (mi=0)

b= phpi... p (ni =0).

EJERCICIOS

10. Si a y b son dos enteros y los escribimos como acabamos de ver,
demuéstrese que

i) (a,b) = p72p7 .. p7 con r; = min {my, n;}.
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i) [a,b] = b p;' -ee pi* con 55 = max{m;, n;}.

11. Si m y n son dos enteros demuéstrese que
m + n = min {m, n} + max {m, n}.

12. Utilizando lo demostrado en los dos ejercicios anteriores demués-
trese que si a y b son dos enteros, entonces

ab = (a,b)[a, b].

6. CONGRUENCIAS

La divisibilidad permite definir ciertas relaciones de equivalencia en Z
que son de mucha importancia. En particular, éstas nos permitiran cons-
truir valiosos ejemplos de anillos que serviran como punto de partida en
el estudio de varios temas del algebra.

Sea m un ntmero natural mayor que 1.

DeFINICION:  Se dice que dos enteros a y b son congruentes, médulo m,
st m divide a la diferencia a — b.
En simbolos escribiremos

a=b (mod m) siy solosi m|a— b.

Por ejemplo, dos nlimeros pares arbitrarios @ y b son congruentes, mé-
dulo 2, pues su diferencia @ — b es divisible entre 2. Anilogamente, dos
numeros impares ¢ y d son también congruentes médulo 2. Si e es par y
f impar entonces ¢ y f no son congruentes médulo 2.

Veamos otro ejemplo: si m y n son enteros arbitrarios, los nimeros
a=5m — 3 y 5n — 3 son congruentes médulo 5, pues su diferencia a —
b =5(m — n) es divisible entre 5. Los nimeros ¢ = 5m — 1y d = 5n — 4
no son congruentes médulo 5 pues su diferencia ¢ —d =5(m —n) + 3
no es divisible entre 5.

La relacién de congruencia que acabamos de definir es reflexiva, simé-
trica y transitiva, o sea, es una relacién de equivalencia. En efecto,

PropPOSICION 1: Para a, b, ¢ en Z, se tiene que
i) a=a (modm);
il) si a=b (modm) entonces b==a (mod m);

iii) si a==b (modm) y b=c¢ (mod m), entonces @ ==¢ (mod m).

Demostracién: i) Ya que m |0, m|a — a, de donde @a=a (mod m).
ii) Por hipétesis m |a — b. Luego m |b — a, de donde b=a (mod m).
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EJERCICIOS

1. Demuestre (iii).
2. a=0 (mod m) si y solo si m | a.

La relacién de congruencia es compatible con las operaciones de adicién
y multiplicacién en Z. Esto significa lo siguiente:

ProrosiciON 2: Para a, b, ¢ en Z se tiene que

1) si a=b (mod m) entonces a + c=0b + ¢ (mod m);
ii) si a==b (mod m) entonces ac == bc (mod m).

Demostracién. i) Por hipétesis m|a — b y como a — b = (a + ¢) —
(b + c) se tiene que m|(a+¢) — (b+¢), de donde a +¢c=b + ¢
(mod m).

3. Demuéstrese (ii).
4. Demuéstrese que si a + ¢=b + ¢ (mod m), entonces a = b (mod
m).

Para congruencias, vale también la siguiente ley de cancelacion:

5. Demuéstrese que si ac =bc (mod m) y m y ¢ son primos entre si
entonces a = b,

6. Demuéstrese, con ejemplos, que sin la condicién de que m y ¢ sean
primos entre si la afirmacién del ejercicio anterior es falsa.

El siguiente resultado nos da una condicidén necesaria y suficiente para
que dos niimeros sean congruentes,

7. Demuéstrese que si

a=mq, + 1, 0=rn<m
b=mq, + 1, 0=<r,<m
entonces

a=b (mod m) siy solosir, =r,.

8. Demuéstrese que, médulo 5, todo niimero es congruente con 0, 1, 2,
364

9. Demuéstrese que si p es un primo positivo entonces ab =0 (mod p)
implica =0 (mod p) o bien b=0 (mod p).

10. Dénse varios ejemplos en los que ab=0 (mod m), con as40
(mod m) y b==0 (mod m).

11. Demuéstrese que st a=b (mod m) y c=d (mod m) entonces
atc=b=xd (mod m) y ac=bd (mod m).

12. Pruébese que si a=0b (mod m) entonces b es la forma b =
a + km para cierto entero k.

13. Si a=b (mod m) con 0=a < m, 0=b < m, entonces a = b,

Analizaremos ahora la resolucién de cengruencias lineales en una incég-
nita. Consideremos la congruencia

23x — 11 =0 (mod 19).
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Como 23 y 19 son primos entre si, podemos expresar 1 como combinacién de
23 y 19 (por ejemplo, usando el algoritmo de Euclides) :

1=5X23—-6X19
De aqui obtenemos
23 X5 -1

6 X 19

y multiplicando por 11 resulta que

23 X 55 = 11 = 66 X 19,
de donde,
23 X 55 — 11 =0 (mod 19).

En esta forma hemos encontrado la solucién x = 55,

Esta no es la tnica solucién. Por ejemplo x = 17 es también solucién
como puede comprobarse facilmente.

La siguiente proposicién aclara esto:

ProPOSICION 3: Siay m son primos entre si entonces la congruencia
ax + b==0 (mod m)
tiene solucion. Ademds si xy y x, son soluciones, entonces
%, = x; (mod m).
Demostracién. Por ser (a,m) = 1 existen enteros 7 y s tales que
1 = ar + ms.
De ahi obtenemos
ar — 1= —ms

y multiplicando por —b, resulta que

a(—br) + b = m(bs),

de donde
a(=br) + b=0 (mod m).
Es decir, x = —br es una solucién.
EJERCICIOS

14. Demuéstrese la segunda parte de la proposicién.

SUGERENCIA. Supdngase que x; y ¥, son soluciones. Entonces

ax, + b=0 (mod m)
ax, + b=0 (mod m).
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Réstense las dos congruencias (ejercicio 11) y dsese la hipétesis (a, m)
= 1 y el ejercicio 5.

15. Demuéstrese que la congruencia ax + b=0 (mod m) tiene solu-
<ién si y solo si el med de a y m divide a b.

El resultado siguiente se refiere a soluciones de sistemas de dos congruen-
cias y se conoce como:

El teorema chino del residuo. Si m y n son primos entre si, enton-
ces las congruencias
x ==a (mod m)
x=b (mod n)
tienen solucién comin.

Demostracién. Por la proposicién anterior, la congruencia x = a (mod
m) tiene solucién, digamos r y cualquier otra solucién es de la forma (véase
el ejercicio 12) s = 7 + km con k € Z. Ahora bien, lo que queremos es que
alguna de estas soluciones lo sea también de la congruencia x =b (méd n).
Es decir, necesitamos encontrar una k tal que

r + km == (mod n)
o, lo que es lo mismo, tal que
mk + (r — b) =0 (mod n).

Esto se puede hacer, pues (m,n) = 1.

EJERCICIOS

16. Si x; y x5, son soluciones del sistema del teorema anterior entonces
%, ==x, (mod mn). Por lo tanto hay una sola solucién ¢ tal que 0=t < rs.

17. Si my, m,, ..., my son primos relativos dos a dos, entonces las con-
gruencias

x=a, (mod m,), x =a, (mod m,), ..., x == a3 (mod mj)

tienen soluciéon comin.
18. Resuélvanse las siguientes congruencias:

a) 16x — 9==0 (mod 35) ;

b) 200x + 315=0 (mod 441) ;

¢) 2n+ 1)x+ 7=0 (mod 4n);

d) (3n — 2)x + 5n=0 (mod 9n — 9).

19. Resuélvanse los siguientes sistemas de congruencias:

4) x=0(mod3) &) x==1 (mod 25) ¢) x=3 (mod I7)

e=0(modd)  x=7(med3s) ~ 2=i(medZl)
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Lo estudiado hasta aqui permite construir més ejemplos de anillos. En
efecto, para cada nimero natural m daremos un anillo, denotado con Z,,
que llamaremos el anillo de los enteros médulo m. Todos ellos son anillos
con un nimero finito de elementos cada uno. Veremos un ejemplo.

Como vimos en el ejercicio 8, médulo 5, todo nlimero es congruente con
0, 1, 2, 3 o 4. Estos nimeros son los Gnicos residuos posibles que se obtienen
al dividir un naimero entre 5. Definamos ahora dos operaciones nuevas con
estos residuos. Por comodidad, a las operaciones las seguiremos denotando
con + y X y las llamaremos suma y producto (médulo 5):

+]0 1 2 3 4 X|0 12 3 4
001 2 3 4 0/]0 0 0 OO
111 2 3 40 1101 2 3 4
212 3 401 210 2 41 3
313 401 2 31031 4 2
414 01 2 3 410 4 3 21

La simple observacién de las tablas nos indica cémo las podemos ela-
borar. Por ejemplo, al sumar 3 y 4, primero los sumamos con la suma en
Z, obteniendo 7 y escribimos en la tabla el residuo que obtenemos al dividir
7 entre 5, o sea 2. Anilogamente para el producto. Por ejemplo, 4X4=16
y, médulo 5, obtenemos 1. Es decir, con la operacién de Z;, 4X4=1.

En general, dados dos elementos @ y b en Zs, su suma y su producto
se calculan asi:

Escribimos

a+b=5q +r 0=r<5
ab=5¢"+s 0=s<5.

Entonces, en Zs;,a + b =r€Z; y ab = s€Z;

EJERCICIOS

20. Compruébense las dos tablas anteriores.
21. Constrayanse, en forma aniloga las tablas de multiplicacién para
zz, Z3, 24 Y Ze-

22. Dése la forma de definir las operaciones de suma y producto en

Z,.

El conjunto Z,, = {0,1,2,...,m—1} con las operaciones obtenidas en
un anillo conmutativo con elemento unitario. Para demostrar esto debemos
comprobar que se satisfacen los axiomas 1 a 8 mencionados en la seccién 1
del capitulo anterior.

Como ejemplo, probaremos que vale la propiedad distributiva.
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Sean a,b,¢ en Z,. Si
a(b+c) =mg, +r (0=r<m)
sabemos, por lo anterior, que en Z, a(b+c¢) = r. Anilogamente, si
ab+ac=mgq, +s, (0=s<m)
en Zy, ab + ac = s. Por lo tanto, en Z,
r=a(b+c) = ab + ac =75 (mod m)
en donde (ejercicio 13), r = s. Es decir, en Z,, tenemos que

a(b+c) = ab+ac.

EJERCICIOS

23. Compruébese que en Z,, valen los demis axiomas antes mencio-
nados.
24, Demuéstrese que Z,, Z; y Zs son dominios enteros. Lo mismo para

Z, con p primo.
25. Demuéstrese que Z, y Zg no son dominios enteros.






CAPITULO

Los numeros
reales

NotA IMPORTANTE: Por la naturaleza de su tema este capitulo (con la ex-
cepcién del parrafo 1) es més dificil que los demas. Convendra excluirlo
de la mayoria de los cursos en que se use este libro como texto. Esto no
impedira al estudiante comprender los demas capitulos,

El péarrafo 1, relativo a los nimeros racionales, puede incluirse en
cualquier curso. :

1. LOS NUMEROS RACIONALES

En este parrafo construiremos los niimeros racionales (o fraccionarios)
a partir de los enteros. Destacaremos Gnicamente las propiedades de los ra-
cionales que se usaran en los parrafos siguientes.

Consideremos el conjunto Z X (Z—{0}), cuyos elementos son las pare-
jas (a,b) de enteros tales que b 40,

Definimos una relacién ~:

(a, b) ~ (a',b") si ab’ = ba'.
PrROPOSICION 1: ~ es una relaciéon de equivalencia.

Demostracién:
1) ~ es reflexiva puesto que ab = ba;
1) ~ es simétrica:
(a,b) ~(a’, V') (=) ab’ = ba’ (=) a’b = b'a{=) (a’,b’) ~(a, b)
209
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iii) ~ es transitiva:

si (a,b)~(a,b') y (a’,b’)~(a"”,b”) se cumplen
ab’ = ba' y a’'b” = b’a”,
de donde
ab’b” = ba’b” y a'b”b = b’a"b.

De estas igualdades obtenemos ab’b” = b‘a”b y, puesto que b0,
ab” = a”b. Pero esto Gltimo significa que (a, b) ~ (a”, b”), como se queria
demostrar.

Usaremos la notacién siguiente:

S I

= {(x,9)|(a,b) ~(x,9) }.

Es decir que %denota el conjunto de todos los (x,y) €Z X (Z—{0})

tales que (a,b) ~(x,y).
Estos conjuntos pueden ser denotados de varias maneras diferentes. En
efecto:

ProprosICION 2:

a a

3= (=) ab’ = ba'.

Demostracion. Supdngase que a/b = a’[b’. Como

Y ea’
(a’b") v
tenemos que
a
’, bl 12
(@,8) €

esto es, (@, b) ~(a’,b’). Por la definicién de ~ esto significa que ab’ =ba’.
Hemos demostrado la implicacién de izquierda a derecha.

Supongamos ahora que ab’ = ba’, lo que significa que (a, b)~(d’,b’).
Sea

a
(x’ y) €"b"-

Entonces (a, b) ~(x,y) y, por ser ~ una relacién de equivalencia, (a’, b’)
~(x,y). Con esto hemos demostrado que

a a

b b
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De manera andloga se demuestra la inclusién en el sentido contrario, lo que
termina la demostracién.

COROLARIO 1:
a ar
—=—si r=5£0.
b br 7
~ Los conjuntos a/b son, por definicién, los niémeros racionales. El con-
junto de los racionales se denota Q.

Suma y producto en Q. Para definir estas operaciones necesitamos
dos lemas.

LEMmA 1:

a_a’ c_c' L aa'+bc__a’d’+b’c'
(Z"? 2_7)_ bd  bd

Demostracién. Por hipétesis ab” = ba’ y ¢d’ = d¢’. Entonces

(ad + beo)b'd’ = adb'd’ + bob’d’ = bda’d’ + bdb'c’
= bd(d'd'+ '),

que, segin la proposicién 2, es lo que se queria demostrar.

a a c ¢ __)ac_a’c’
b v d @) 'bd ba
Demostracién. La hipbtesis es la misma del lema anterior. Tendremos,
pues,

LEmA 2:

ach’d’ = bda’c’,

como se queria demostrar.
Ahora podemos definir

a ¢ ad+bec
-t —-=

b d bd
a ¢ _ac

b d bd

Los lemas anteriores muestran que estas son definiciones auténticas, Si
denotamos a/b y ¢/d de otras maneras, la suma y el producto que se obtienen
con las férmulas anteriores son los mismos.



212 Cap. 8 LOS NUMEROS REALES

OBSERVACION :
a b_a+b
d d d
En efecto,
a +b _ad+db_ (a+b)d a+b
d 4 & & ad’

por el corolario 1.
Se deja a cargo del lector la comprobacién de cada una de las propie-
dades de la suma y el producto en Q que aparecen en la proposicién si-

guiente, En las comprobaciones es necesario usar las propiedades que son
vélidas en Z.

ProrosicionN 3: En Q:

i) La suma es conmutativa.,

ii) La suma es asociativa.

iii) 0/1 es idéntico aditivo. Es dec1r, (m/n) + (0/ 1) = m/n para todo
m/n.

iv) Todo racional tiene inverso aditivo (otro racional que al ser sumado
con él da 0/1 como resultado). El tnico inverso aditivo de m/n es —m/n,
también denotado por — (m/n).

v) El producto es conmutativo.

vi) El producto es asociativo.

vii) 1/1 es idéntico aditivo. Es decir, (m/n).(1/1) = m/n para todo
m/n,

viii) Todo racional £ 0/1 tiene inverso multiplicativo (otro racional
que al ser multiplicado por él da el producto 1/1). El {nico inverso multi-
plicativo de m/n es n/m, también denotado por (m/n)'1

ix) El producto distribuye a la suma.

El inciso vi), por ejemplo, se demuestra asi:

a ¢ e ac e (ac)e
(b d) fbd [ (bd)f
_a(ce) a ce a (c e)
b(dfy b df b \d f)
Racionales positivos. Orden en Q. Sea Z' el conjunto de los enteros

positivos.

Lema 3: Supéngase que

> R
S| &

Entonces ab €Z* (=) a'b’ €Z-.
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' Demostracién. Por hipétesis ab’ = ba’, de donde abb’? = a’b’b%. Su-
péngase que ab €Z*. Como b2 € Z+ tenemos abb’ €Z*, esto es, a’b’b? € Z*.
Como b% € Z* debe tenerse a’b’ €Z', ya que el producto de un entero posi-
tivo por un entero no positivo no es positivo. Esto muestra que ab € Z+ =)
a’b’ € Z*. El reciproco se demuestra de manera analoga.

Este lema nos permite definir el conjunto Q* de los racionales positivos:

o=1{3

%GQ, ab ez*}.

ProposiciON 4: Para cada a/b €Q es verdadera una y solo una de las
afirmaciones siguientes:

. a + .,
1) 'b' eQ H
...a 0
ll) -b- i—,
w8 o
iii) 7 €Q-.
ProPosICION 5: Las sumas y los productos de racionales positivos son po-
sitivos,

De las afirmaciones contenidas en las dos proposiciones anteriores de-
mostraremos Unicamente que la suma de positivos es positiva. Supongamos
que

a ¢

Definimos
- asi beZ
@ {—aﬁbﬁb
b = bs beZr
—bsi bgZt
Entonces
—si beEZ*
a a

E%ﬁbeb

Ademads, b’ €Z*. Como consecuencia de a’b’ €Z* se tiene también a’ €Z*.
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Definimos analogamente ¢’ y d’ a partir de ¢ y d, que cumplen las con-
diciones
c'

¢
—=_, €2, d €l
77 ¢ € €
Entonces
c a ¢ dd+bc
- =
b d N 4 bv'd

y es claro que (a’d’+b'¢c’) (b’d’) €Z*, de donde concluimos que

a ¢
—+ ~€Zx
b d€

A continuacién definiremos el orden en Q:
a_¢ .,a —¢
—-> sl -+ —€Q

b~ d b d
OBSERVACION ;

a ] a O
zeQ (—)'I;>I

ProposiciON 6: Dados a/b y ¢/d en Q se cumple una y solo una de las
afirmaciones siguientes: ‘

iy &5
i) = > -~
d b
ProrosiciON 7: La relacién > es transitiva:

(a c c>e)__a>e
R R ESY haitar

ProrosIciON 85~
. (a> a c> c’) )a+ c> a'+ ¢
AR i) el Tl
a a

. a+o>a'+c
R A T A
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a .0 ¢ ¢_ 0 a ¢ a ¢
- > — R P S . s
m)(b>b' 173" 1) 5 3" v @
. (a a’ c>0) a c>a' c
MGCFYT) T v
)a> C> a
V52iS T Ty

Las demostraciones quedan como ejercicio,

Los enteros como racionales. Consideremos la funcién

i:Z->Q

definida como

i(a) = ;

Esta funcién es inyectiva (i(a) = i(b) =)a/l = b/1=)a = b). Con-
venimos en cambiar el significado de Z, que de ahora en adelante denotara
al conjunto Im (i) que consta de los racionales que pueden expresarse en la
forma /1. Pero convenimos también en que el simbolo a es otra notacién
admisible para el racional a/1. Asi que escribiremos, por ejemplo, 0 y 1 en
lugar de 0/1 y 1/1, respectivamente. Podriamos expresar esta convencién
de otro modo diciendo que identificamos Z con un subconjunto de Q por
medio de la funcién inyectiva i. Al hacer esta identificacién se preservan las
operaciones. Es decir:

i{a) +i(b) = i(a+b)
i(a) - i(b) = i(ab).

El subconjunto D de Q. Los niimeros racionales de la forma

a
10

constituyen un subconjunto de Q que denotaremos D. El elemento a/10" se
acostumbra representar escribiendo a en la forma usual, con base 10, y po-
niendo un punto a n lugares del extremo derecho:

325 _ s
100
4
= 0.0004.

10 000
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También se utilizard la notacién

1
10" = — = 0-0---01
10" ——
n

Las sumas y productos de elementos de D pertenecen a D. Sea

D' = DNQ*, D- = DNQ-.

Los elementos de D* son los

A.a,0,.. .0,

donde A4 es un entero no negativo, los a; son cifras ¢; €{0, 1, ..., 9}, y n

es tan grande como se quiera, porque podemos agregar ceros a la derecha
de la dGltima cifra:

3.25 = 3.250 = 3.2500 = ---,

Los elementos de D~ son los

—~A.a,az- . .0y
ProPOSICION 9:

i) 0 > x para todo x €D,
il) x > y siempre que x €D*, y €D,
ili) x> 0 para todo x €D*,
iv) dados dos elementos cualquiera de D,

x=A.a,a;...ay,
y = B.bib,...b,

x > y en cualquiera de los dos casos siguientes:
iv') Si 4 > B.

iv’’) Si A = By existe algin entero no negativo m = n tal que a; = b;
parai < ny am > b,
v) Dados x €D*, y €D,

x> -y si y>a
ProrosiciON 10: La regla de los signos es vélida en D, Esto es:

(—4.8,...a,) XB.by...by = —(A.a;---ayXB.by...b,)
A0y ..y X (—B-by--bp) = — (A-Gy--anXB.by---bp)
(—A.ar...a3) X(—B.b,...by) = A.a;y...asXB.by...b,
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2. EL CONJUNTO R DE LOS REALES. ORDEN EN R

Consideremos las expresiones
4-aa.05- -,
donde 4 es un entero no negativo expresado en base 10y los a; € {0,1,2,...,9}.
Los puntos suspensivos indican que hay una infinidad de cifras ;. De esas
expresiones admitimos {inicamente las que no tienen colas de 9, o sea las
que satisfacen la condicién siguiente:

Para ningin natural n se cumple que a; = 9 para todos los indices i = n.

A estas expresiones, con la excepcién de
0.000. ..

las llamamos ni#meros reales positivos. Su conjunto se denota R*.

El conjunto R~ de los reales negativos consta de los reales positivos con
el signo — antepuesto. _

El conjunto R de los niimeros reales es la unién de R+, R~y {0.000...}.

Identificamos D con un subconjunto de R siguiendo la tltima cifra de
cada elemento de D con una infinidad de ceros: '

3.25 = 3.250000. ..

Tenemos, pues, ZCDCR, Z*+ = D*NZ, Z- = D-NZ, D* = R*ND,
D- = R-ND.

Orden en R. Un orden total en un conjunto S es una relacién > en
S que satisface las condiciones:

a) Para cualesquierar,s,¢ €S, (r > sys > t) =) r > ¢ (Transitividad).

b) Para cualesquiera r,5 €S se cumple una y solo una de las afirma-
ciones siguientes:

r=s,r>s s>r (Tricotomia),

Describiremos ahora el orden total > de R:
i) 0> x para todo x €ER-,

ii) x > y siempre que x €ER*, » €R-,

iii) x > O para todo x ER?,

iv) dados dos reales positivos cualesquiera,

x=A4d.ma,...,
y = B.bb,...,
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x > v en cualquiera de los dos casos siguientes:

iv) Si A>B.

iv”) Si 4 = By existe algin entero no negativo n tal que a; = b; para
i< ny an> by

v) Para x €R*, y €ERY,

—x> -y si y>ax.

Ejemplo:
0 > —0.0001
0.002 ... > —2.539
325> 0
1> 0.99872

2.1234608 ... > 2.123459812 ...
—2.123459812 ... > —2.1234608 ....

El lector puede comprobar que las reglas i) a v) son suficientes para
decidir si ¥ = y, x > y 0 y > x, y para demostrar que solo se da una de esas
posibilidades. También puede comprobar que > es transitiva.

Observamos (véase proposicién 9 del parrafo 1) que el orden que aca-
bamos de definir en R al ser restringido a D coincide con el orden que ya
habiamos definido para este conjunto en el parrafo 1. O sea que hemos
extendido el orden de D a R.

ProposicioN 1: Entre cada dos elementos de R hay uno de D. Esto es,
sie < B existe ¢c€ED tal que a < ¢ < 8.

Demostracion. Se hara la demostracién en el caso 0 < o < By el lector
la completard. Supdngase que

a=A.aa,...
B = B-blbz-- ce

Si A < Bsean tal que a, %9 y sea a: = ap+ 1. Tomando ¢ = A-a;---
a,._la: €D vemos que

a<lc<p.

Si A= Bsean tal que a; = b; para i < ny an < by. Tomemos m > n
tal que a2, =9 y sea a‘:” =gu,+1. Sea c = A'ay --. a,,,.la: €D. Entonces

a<c<LB.

ProPosiciON 2: Para cada « €R y cada entero positivo n existe a €D
tal que a < a < a + 10", Si & > 0 puede tomarse a > 0.
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Demostracién:
i) Supongamos que « ¢D.
Si a es positivo, sea @ = 4.a:18.. ... Tomamos a = 4.a,...a, y tenemos

a<la<a+ 10,
Si @ es negativo, sea @ = —A4.a,a,.... Tenemos, si a = 4.a,..-a,,

—(a+10") <a< —a= —(a+10™) + 10™.
ii) Supongamos que « €D. Tomamos

a=a— 101D

y tenemos

a=a— 10" <a<atl0™ =a+2X10" < a+ 10"

3. COTAS Y FRONTERAS

Las nociones de cota y frontera (superiores e inferiores) que se intro-
ducen en esta seccién son indispensables para el resto del capitulo.

Cada una de las definiciones siguientes contiene, en realidad, una pareja
de definiciones. La primera, al ignorar lo que esti entre paréntesis. La se-
gunda al poner las palabras y férmulas que estidn entre paréntesis en lugar
de las que les preceden.

DerFinicIiON 1:  Sea SCR. Decimos que « €R es una cota superior (infe-
rior) de § si a= x (= x) para todo x €.

DerFINICION 2: Sea SCR. Decimos que S es acotado superiormente (in-
feriormente) si existe algin « €R que es cota superior (inferior) de S.

DeriniciON 3:  Sea SCR. Decimos que « es frontera superior (inferior)
de § si:

i) a es cota superior (inferior) de .
ii) Si x es cualquier otra cota superior (inferior) de S, entonces ¥ > a

(x < a).
Si « es frontera superior (inferior) de S escribimos
a=supS (a=infS).

Esta notacién solo quedard plenamente justificada cuando demostremos
la unicidad de las fronteras. De otro modo tendriamos un mismo simbolo
para denotar objetos diferentes.
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Teorema 1: Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente
(inferiormente) tiene frontera superior (inferior).

Demostracion:

a) Demostraremos primero que todo S acotado superiormente y tal
que § N R* 54 ¢ tiene frontera superior,

Sea C el conjunto de todas las cotas superiores de S. Entonces C % ¢
y C C R+

Sea C, €l conjunto de todos los enteros no negativos que son la parte
entera de alglin elemento de C (decimos que B es la parte entera de B.b,
b, ... ). Entonces Co == ¢. Sea 4 el minimo de los elementos de C,. 4 es
un entero no negativo.

Sea C; el conjunto de todas las cifras que aparecen como primera
cifra decimal de algin elemento de C cuya parte entera es 4. Sea a, el
minimo de los elementos de C,.

Sea C, el conjunto de todas las cifras que aparecen como segunda cifra
decimal de algin elemento de C de la forma A4.@,x5%; ... . Sea a, el mini-
mo de los elementos de C,.

Sea Cj; el conjunto de todas las cifras que aparecen como tercera cifra
decimal de algtin elemento de C de la forma A4.a,8:%%, - -+, y sea a5 el mi-
nimo de los elementos de Cs, y asi sucesivamente.

Obtenemos asi un entero no negativo 4 y una sucesién de cifras a,, a,,
agy -« .

Observemos que no existe ningun entero positivo n tal que a; = 9 para
todo i=>n. Comprobaremos, en efecto, que siempre que a, = 9 existe
algin m > n tal que a, %~ 9: si ay = 9 existe algin elemento de C de la
forma

Aty oo ap Xp1 Xniz oo o.

Pero existe algin 7 > n tal que x,5£9, por la restriccién hecha en el
parrafo 2. Y vemos entonces que alguna a,, posterior a a, es %= 9, ya que
la suposicién @py = .-+ = a0y = 9 implica que a, = minimo elemento de
C,=x<9.

Vemos asi que hemos formado un real

a=A-aa.a; ...

Demostraremos que « es frontera superior de S:
a.l) Veamos en primer lugar que « es cota superior de §.

Sea cualquier 8 = B.bb, ... € S. Por la manera como se ha obte-
nido 4 existe algiin real 4. x,x; ... = 8. Por lo tanto 4 =B.
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Si A > B queda comprobado que & > 8. Si 4 = B existe algin 4.4,
x2%3 + .. == 8. Por lo tanto a, == b,.

Si @ > by queda comprobado que & > B. Si @, = b; existe algln
A.aa,x.%, ... = B. Por lo tanto a, = b,, etcétera.

Vemos asi que, o bien 4 = B, a; = b; para t < n y a, > by, en cuyo
caso « > B, o bien 4 = By a; = b; para todo i, en cuyo caso « = 8. En
todo caso @« ==, como se queria demostrar.

a.2) Veamos, finalmente, para terminar la parte (a) de la demostra-
cién, que a == B = B . bib, - .. para cualquier B que sea cota superior de S.

Si 4 < B se tiene @ < B. Si 4 = B se tiene a; = b,.

Si a; < b, se tiene @ < B. Si a, = b, se tiene a; = b,, etcétera.

Vemos asi que o= 8.

b) Demostraremos ahora que todo § C R* tiene frontera inferior
(S 4).

Sea C, el conjunto de las partes enteras de los elementos de § y sea
4 el minimo de los elementos de C,, que es un entero no negativo.

Sea C, el conjunto de las primeras cifras decimales de los elementos de
S cuya parte entera es 4, y sea a, el minimo de los elementos de Cy.

Sea C. el conjunto de las segundas cifras decimales de los elementos de
§ de la forma 4. axx3 ..., y sea a; el minimo de los elementos de C.,
etcétera.

Obtenemos asi un real @ = 4.a4; ..., que el lector podrd demostrar
que es frontera inferior de §; con procedimientos anilogos a los usados en
la parte (&) de la demostracién.

¢) Demostraremos que todo subconjunto S de R no vacio y acotado
superiormente tiene frontera superior.

Si § N R* £ ¢ estamos en el caso () de la demostracién.

Si § N R*=~ ¢ pero 0 €S, es muy facil demostrar que 0 = sup S.

El dnico caso restante es siS N R*= ¢ y 0 ¢ S. En este caso S C R~
Sea

8 ={X-xx2 .. | =X 232, ... €S}

Es claro que 8 C R*. Por la parte (b) de la demostracién S’ tiene fron-
tera inferior. Sea
o = A aya, ... =inf 8.

Comprobaremos que a = —a’ = sup S:

B= —Bbiby... €S=)B-byby... €8 =) B-bsby ... > o
=> _'B'b'1b2 e == — a'=)Béa.

Con esto queda demostrado que e« es cota superior de §. Veamos que es
menor o igual que cualquier otra cota superior:
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B = —B-bib; - .. es cota superior de §==)
=) —B'bib, -.- = — X x1%; ... para todo —X-x1x; ... €5 =)
=) B-bib; ... = X+x1x; - .. para todo X xyx; ... €5 =)
=) B-bb, - - - es cota inferior de §'=) B-bb, ... = o’ =)
=)B = _B‘b1b2 e é - a' = a.

d) Demostraremos que todo subconjunto S de R no vacio y acotado infe-
riormente tiene frontera inferior:

Si § C R* estamos en el caso (b).
SiSNR-=¢yO0ES es claro que 0 = inf §.
SiSNR £pseaSy=SNR,ysea

S.l' = {X'xlxvz e l —X'xlx-z cee €S1}.
El lector puede demostrar que
infS = inf S]_ = - inf Sl’-

El teorema que acabamos de demostrar se complementa con el siguiente:

TeorEMA 2: Un subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene
una sola frontera superior. Si es acotado inferiormente tiene una sola
frontera inferior.

En efecto, si @ y B son fronteras superiores de S se tiene:
i) a es cota superior de §;

ii) x es cota superior de § =) x = a;

iii) B es cota superior de S;

iv) x es cota superior de S =)x=8."

De (ii) y (iii) concluimos que 8 =>a. De (i) y (iv), que «a=g. Por lo
tanto o = 8.
La unicidad de la frontera inferior se demuestra de manera parecida.

4, SUMA Y PRODUCTO DE REALES

Para sumar y multiplicar elementos de D se usan algoritmos bien cono-
cidos:

3.25 3.25
+ 0.0004 X 0.024
3.2504 1300
650

0.07800
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Estos procedimientos no son aplicables en general a elementos de R.
Si queremos calcular el producto de los reales 3.1415926535 ... y 2.71828...,
por ejemplo, debemos contentarnos con tomar elementos de D que los
aproximen, tales como 3.14159 y 2.71828, y tomar el producto de estos 1lti-
mos como una ‘“aproximacién” al verdadero producto. Para definir el pro-
ducto de los dos niimeros originales requerimos la nocién de frontera. Lo
mismo sucede con la suma.

Suma de reales.

Dados « € R, 8 € R, sean

A= {x|x €D,x=a}
B={x|x €D, x=g)
C={x+y|x €Ay €B}.

Definimos
a+ B =sup@

Pero esta no es una definicién a menos que comprobemos que @ es
acotado superiormente, lo que haremos en seguida.

Sia=Ad-aa, ... CR*U{0} es claro que a < A4 + 1€D. Si a€R,
@ < 0€D. En todo caso existe @ € D tal que « < a. De igual modo existe
b € D tal que 8 < b. Tenemos entonces

xEA=)x<a, x € B=)x<b.

Teniendo en cuenta que podemos sumar desigualdades del mismo sentido
entre elementos de ) (proposicién 8 del parrafo 1), vemos que

(x EA, y EB)=)x+y<a+b,
lo que muestra que a + b es una cota superior de €.

Producto de reales positivos. Dados « € R*, 8 € R*, sean

D={x|x €D, 0=x=a}
E={x|x€ED0=x=g)}
G={xylxcQ, yesb}.

Definimos

aff = sup .

Lo mismo que en el caso de la suma debemos comprobar que & es aco-
tado superiormente para poder hablar de sup .
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Producto de reales cualesquiera. Dados « € R*, 8 € R*, definimos

(—a)B=a(—B) = —af
(—a)(—B) =B
0.a=0.(—a) =(—a) - 0=¢.0=0.0=0

} (Regla de los signos)

Nota: Sia y 8 son elementos de D podemos pensar en la posibilidad de
que su suma, definida como sup @ al considerarlos como elementos de R,
no coincida con la suma definida en el parrafo 1 para racionales. Pero
esto no sucede, sino que podemos demostrar que

a+ B =sup@

donde la suma del primer miembro es la definida en el parrafo 1. En
efecto,

a€E A= {x|x€ED, x=a}
BEB={x|x€ED, x=g}
atBEQC={x+y|x€ A yEB}.

Como «a es cota superior de (A y B es cota superior de &3 sabemos que
a + B es cota superior de @ [proposicién 8 inciso (i) del parrafo 1]. Como
a+ BE @es claro que & + B = sup €.

De manera parecida podemos comprobar que of = sup &, para a €D’,
B €D, Esto significa que el producto que se ha definido en R* se extiende al
que estaba definido en D*. Como ese producto se extiende a R de acuerdo
con la regla de los signos y dicha regla es vilida en D vemos que el pro-
ducto definido en R es una extensién del producto definido en D en el
parrafo 1.

5. PROPIEDADES DE LA SUMA, EL PRODUCTO
Y EL ORDEN EN R

En este parrafo se demuestran las propiedades basicas de R. Para demos-
trarlas usaremos libremente las propiedades de Q demostradas en el parrafo
1, todas ellas validas en D, con la excepcién de la que se refiere a la exis-
tencia de inversos multiplicativos. También usaremos con mucha frecuencia
las proposiciones 1 y 2 del parrafo 2 y, claro estd, deberemos tener pre-
sentes las definiciones de orden (parrafo 2) y de suma y producto (pérrafo
4). Ademas, utilizaremos en varias ocasiones el lema siguiente:

Lema 1.
~10" < a < 10™ para todo n==0==)a = 0.
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Demostracion: Supongamos a 5= 0. Tendremos

a=Adaay ..
Supongamos « € R*. Si 4540 es claro que a=>10° = 1. Si 4 = 0 existira
n tal que @; = --. = @43 = 0, a, %0, y entonces a == 10"". Supongamos
ahora que « € R~. Si 4540 es claro que @ < — 10° = 1, Si 4 = O existird
n tal que @, = ... = @y, = 0y 4» 40, y entonces a = — 10,

Prorosicién 1. En R:

i) (@>dyB>F)=)a+B>d +
i) e>d=)a+ B> + B;

iii) (@>a=0yB>p =0)=)aB > p’;
v) (@a>a" y B>0)=)af > a'B.

Demostracidn:

a) Sea ¢; €D tal que > ¢; > B. Sea ¢ €D tal que ¢; > ¢, > B.
Entonces
a>ea>cd>ad

Sean ¢; y ¢’ en D tales que

B>cc>cd>p.
Sean
A = {x|x €D, x = a}
B = {x|xeD, x= B}
A = {x|]x €D, x=a'}
& = (x}x€D, x= g}
@ = {x+y|x €A, yEB)
@ = {x+ylx €A, yEMB'}.

Entonces, por definicién,

a+pB =sup@
o+ B =sup@.
Ahora bien,
¢1+ ¢: €@, de donde sup @ =¢; + ¢, > ¢’y + ¢’;
¢’y > o = x para todo x €A’
¢’s > B’ =y para todo x €’

de donde ¢’; + ¢/, =sup €.
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Por lo tanto
e+ B=sup@=c¢;+ ¢, > 1+ c,=sup@ =ao + p
b) Sean ¢ y ¢’ en D tales que
a>c>cd>d.
Sea n tal que ¢c—¢’ > 10" y sea b €D tal que

b<B<b+ 10"
Entonces, por (a),

at+B>bt+cec=b+ (c=c)+> b+ 10"+ > + 8.

¢) Si o =00 B =0 la afirmacién es obvia. En caso contrario la de-
mostracién es muy parecida a la de (i), usando la definicién de producto
de reales positivos.

d) Lo demostraremos para el caso o’ > 0 y el lector completari la
demostracién,

Sean ¢y ¢’ en D tales que

a>c>d>d.

Sea n tal que c—¢’ > 10",
Sea N entero positivo tal que 10-¥ < . Existe un entero positivo m>N+1
tal que 10™-¥-n-1 > ¢/,
Sea b €D tal que
0<b<B<b + 10
Entonces
b > 10-¥,

porque en caso contrario se tendria b= 101y
b+ 107 = 1071 4 10 < 101 + 1091 < 107 < 8

que es una contradiccién.
Tenemos entonces

aB > bec = (b+10™)¢" + b(c—c')—10-m ¢
> (b+10") ¢’ + 10" b — 10- ¢’
> (b+10"m) ¢’ + 10-¥-n1__ 10-m ¢’
= (b+10")¢’ + 10-m (10-m-¥-n1 — *)
> (b+10™) ¢ > o'B.
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ProposiciION 2: La suma en R es conmutativa,
Es consecuencia inmediata de la definicién de suma y de la conmuta-
tividad de la suma en D.

Prorosici6N 3: La suma en R es asociativa.

Demostracion. Dados a, 8 y v, existen, para cada natural n, elementos
2, by ¢ en D tales que

a<a<at+ 10", b<B<<b+ 10, c <y <+ 10,

Entonces
a+b<a+pf<a+b+2X10™
at+b+c< (atB) +y<a+b+c+3Xx10™ (1)
bt+tce<B+y<b+c+2X10m
at+b+c<a+ (B+y)<a+b+c+3X10*2 (2)

Supongamos por un momento que (a+pB) +y£a+ (8+7y); por ejem-
plo que la primera suma es mayor que la segunda. Entonces habrin ele-
mentos d, y d;, de D tales que a+ (8+7v) < d, < d; < (a+B) +7y. Usando
(1) y (2),

at+b+ce<d<d<a+b+c+3%10",

de donde
at+b+c<di<a+b+c+ 10"

—(a+b+c+10") < —d, < — (a+b+¢)
—10" < d,—d; < 10~ para todo n,

lo que implica d; = d,, en contradiccién con d, < d,.
ProposICION 4: a + 0 = a para todo a €R.

Demostracién. Para cada n existe a €D tal que
a<la<a+ 10,
Por la proposicién 1, inciso (ii),
a=a+0<a+0<a+10"+0=a+ 10
Si se tuviera a A a + 0, por ejemplo a« < &« + 0, existirian d, y d, en

D tales que
a<a<d<d;<a+0<a+ 10",
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de donde
a<ld <a+ 10
—(a+10") < —d; < —a .
y finalmente,
—-10" < d,—d, < 10"

para todo 7, lo que da una contradiccion.
ProOPOSICION 5: A.aia,---+ (—A-a1a;-..) = 0.

Demostracién. Para cada n existe a €D+ tal que

a< d.ajay ... <a+ 107
Por la definicién del orden en R tenemos
—(a+10™) < —4d.gya, ... <—a.
Por la proposicion 1,
-10"< d.aia;.-- +(—4.a4a,...) < 10"

para todo 7, lo que implica la proposicién.

Cororario 1: Todo real tiene un inverso aditivo que es Unico.

En efecto, todo real positivo es de la forma A-aja;... y tiene a
—~A4-a,a,... por inverso. Todo real negativo —A4-a,a;... tiene al real
A-a,a;. .. por inverso. El real 0 tiene a 0 por inverso, segin la proposicién 4.

La unicidad se comprueba como sigue: Si o’ y o” son inversos de «
tenemos ¢ + & = 0y a + o = 0, de donde

atd = atao”

o+ (ata’) = o'+ (ata’)
(e +a)+a = (o' t+a)+a”
O+a = 0+4o”
o = o,
Notacion. El inverso de A.a.a,-.. es —A.a.a,.-... Extendemos esta

notacién escribiendo —a para denotar al inverso de a. Asi tendremos

—(—4.a1a,...) = A.aya,...
-0=0

—(—a) = a
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PrOPOSICION 6: a > B(=)a + (—B) €ER"
Demostracién. Observemos que y > 0 equivale a y € R*. Entonces
a>f=)a+ (=) >R+ (-B)=0=)a=a+ (=) +B> 8.
ProrosiciéN 7: a > B(=) —B > —a
Demostracién:
a>p=)a+ (=) >0(=)—B+ (—(-0a)) >0=) 8> ~e

Prorosicién 8: El producto en R es conmutativo.

Demostracién. Para reales positivos es consecuencia inmediata de la
definicién de producto de reales y de la conmutatividad del producto en D.
Si ay B son reales positivos tenemos, por la regla de los signos,

(—a)B = —(af) = —(Ba) = B(—a)
a(—B) = —(aB) = —(Ba) = (—=B)a
(=a)(=B) =af = Ba= (=B)(—ea).

I

Ademas, 0.a = 0 = ¢.0 para todo « €R.
ProrosicioN 9: El producto en R es asociativo.

Demostracién. Lo demostraremos para reales positivos. La demostracién
se puede completar usando la regla de los signos. Sean «, 8 y y positivos,

a=A'a1a2~--
B = B.byb,...
Y= C-Clc-2-°-.

Sea N un natural mayor que 4, By C, que serA mayor que o, 8 y 7.
Para cada entero positivo n sean a, b y ¢ en D tales que

I<a<a<a+ 10
0<b<B<b+ 10"
I<ce<y<c+ 10™
Tenemos
ab < aff < ab + 107" (a+b)
abc < (af) v < abec + 107" (ab+ac+bc) + 10** (a+b+c) (1)

be < By < be + 10 (b+c)
abe < a(By) < abc + 10 (ab+ac+bc) + 107 (a+b+c).  (2)
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Observemos que

10-*(ab+ac+bc) + 10-2%(a+b+c) < 10-* X 3(N2+N) < 10™»

para un m suficientemente grande.
De (1) concluimos

abe < (afd)y < abe + 10™",
De (2) y la proposicién 7 concluimos
— (abc+10™") < —a(By) < —abe.
De las dos ultimas series de desigualdades:
—10™" < (aB)y + (—a(By)) < 10™,
para todo =, lo que implica que

(aB)y + (—a(By)) = 0.

Por la unicidad del inverso aditivo tendremos

(aB)y = a(By).

ProrosiCION 10: a.1 = & para todo « €R.
Demostracién. Para cadan €Z* existe a €D tal quea < a < a — 10™.
Por el inciso (iv) de la proposicién 1,

a=al1<al< (a+10") X1=a+ 10",

de donde
—(a+10") < —a.1 < —a

y
" <a+ (—eal) <10*

para todo n, de donde a = a-1.
PropPosiciON 11: (—1) a= —a.

Demostracion:

Si a = 4.a4,a,---,

(—1) a = _A-axaz--' = —a,

por la regla de los signos.
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Sia=0, (—l)a=(-1).0=0=a.

Si a= —A4.a41a,---,
(=1)a=Ad.a1a3.-. = —a.

Lema 2. (—1)(a+8) = (—1)e+(—1)8.

Demostracién. Es claro que — (a+g8) = (—a)+ (—8), puesto que
[(—a) + (—B)] + (a+B) = ((—a) +a) + ((~B)+B) =0 +0 =0,

Por la proposicién anterior
(=) (at+B) = —(atf) = (—a)+(=8) = (-t (-1)8.
Proposici6N 12: El producto distribuye a la suma en R.

Demostracién. Siuno de los reales a, B8, y es cero es facil verificar que
a(B8+y) = «f + ay. Supondremos que «~0, 8550, y#0,

a) Sia>0,8>0y y>0. Tomemos a,b,c €D tales que

I<a<a<a+ 10
0<b<B<b+10"
I<e<y<c+ 10

De estas desigualdades podemos deducir
—10%2a+b+c+2X10*) < —a(B+vy) + (aB+ay)

< 10*(2a+b+c+2X10™),
Pero

2a+b+c+2X10" < 2at+B+y+1 < 107
para algin N, de donde
— 10" < —a(B+y) + (B tay) < 10°™¥
para todo n, que implica que a(8+y) = af + ay.
b) Sia< 0, 8>0, y>0. Entonces
a(fty) = (= (=) (B+y) = (—1) (=) (B+7).
Como —« €R* tenemos, por (a),

(—a)(B+y)=(—a)B+(—a)y=(—1)af+(—1)ay=(—1) (af+ay),
de donde

a(Bty) = (—1)*(eftay) =af + ay.
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¢) Si <0y y <0, & cualquiera:

a(B+7) = (=D)a(=1) (B+7) = (=Da((~1)8+(=1)7)
= (=1)%f+ (= 1)y = of + a.

d) Hemos tratado todos los casos posibles en que 8y y tienen el mismo
signo. Supongamos ahora que tienen signo contrario, por ejemplo 8 >0 y
vy = —y" < 0. Hay dos casos:

d’) Si B=+v". Entonces 8 + (—y') =0
off = a((B+(—=y))+Y) =a(f+(—7)) + o,

de donde
af + (—ay’) = a(B+(—7))
af + (—1)ay’ = a(B+y)
af + ay = a(B+y).

d”) Si B <y’. Queda como ejercicio.
ProrosicioN 13:  Todo real no nulo tiene inverso multiplicativo, que es
nico.
Demostracién. Supongamos primero que a > 0. Sea
A = {x|x €D, xa=1}.
Demostraremos que « sup (A" = 1. Sean

a=A.ara--.
sup A = A".d s - -.

Para cada entero positivo n existe b € (4’ tal que

b= A"y e Anbpyy -

Entonces

A dy...adpnXa=Zba=1< (A°dy-.-a'p+ 10",
A-dy ... dpn Xa=supA'.a= (A.d'y ... 'y + 10™)q,

de donde
—10"(A'+1) <1 —supA'.a < 10" (4"+1)

para todo n, lo que implica que 1 = sup A .a.
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Para el real negativo —a tenemos
(—a)(—sup A') = asupA = 1.

Falta demostrar la unicidad.

OsBservaciON. a €ER* (=)o €ER™".

Resumen: Las proposiciones 2, 3, 4, el corolario 1 y las proposiciones 8,
9, 10, 12 y 13 muestran que R es un campo.

La proposicién 6 muestra que el orden en R, que originalmente (parra-
fo 2) se habria definido lexicograficamente, es el orden determinado por
R*. Es decir,

a>pB si a—BER*

Esta proposicién, junto con los incisos (i) y (iii) de la proposicién 1, nos
muestra que sumas y productos de elementos de R* pertenecen a R*.

De la proposicién 5 se deduce la tricotomia: una y sélo una de las
afirmaciones

a€RY, a=0, —a€ER*

es verdadera.

La otra propiedad importante de R es la existencia de fronteras de con-
juntos acotados, demostrada en el parrafo 3.

6. RACIONALES Y REALES

Recordemos que Z C D C R. Veremos cémo identificar Q con una
parte de R, con lo que tendremos ZC D C Q CR.

Definimos
i:Q—>R
como
i (%) = ab!
j esta bien definida porque
a ¢
P = —2:) ad = bc =) ad(bd)™* = bc(bd)* =) ab-! = c¢d,
Observamos:
a) j es inyectiva:
AN = ) =y abt = gt (— =
](b) ](d)( ) ab cdt{=)ad = bc
a ¢
=5
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b) j preserva sumas:
,(%) + j(%) = ab + cdt = (ad+be) (bd)~

_ .fad+bc
~ I\ "bd

¢) j preserva productos:
i(3)1(5) = @ (e = acteay = i (52)

—-— . a c .

d) j preserva el orden:

j(g) > j (s) (=) ab* > cd-* (=) ab* — cd-* €R*
(=) (ad—bc) (bd) ER¥
(=) (ad—bc) (bd) ER*
ad—bc
bd

a 4
=) €Q (=>3_¢_1€Q
_ a c

Identificamos Q con j(Q) y admitimos, para reales 80 y o, la no-
tacién

= af31,

™I R

El lector puede demostrar las férmulas

a

|3

“L—;=‘Bypara-y;é0
S+Z=a8+ﬁy
B 3 Bs
A

B & B8
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Nora: La proposicién 1 del parrafo 2 afirma que entre cada dos reales
hay un racional. Esto se suele expresar con la frase

Q s denso en R.

Representacién decimal de los racionales. El problema que abor-
damos es el de encontrar, dados los enteros positivos m y n, el entero 4 y
las cifras decimales a; tales que

m
4.4z = —,
n

El procedimiento es simple. Consiste en dividir m entre n por el algo-
ritmo bien conocido de la divisién con decimales. Como ejemplo, obtengamos
la expresién decimal de 3/7:

0.42857142. ..
773
30
20
60
40
50
10
30
20
6
Afirmamos que
; = 0.42857142...

Justificaremos esta afirmacién.
Al dividir m entre n obtenemos un cociente 4:aa..... El entero 4 y las
cifras a; se van obteniendo de manera que se cumplan las desigualdades

nd=m < n(d+1)
nXAda=m<n(d.a+101)
nX A.aya,=m < n(4d-a,a,+102),
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De estas desigualdades obtenemos

0=m—md<n
0=m—-nXAd.a, < 10 n
0=m—nXA4d.aa, <102 n

......

o bien
0="_4<1
n
m
0=—~—4.a, < 10
n
0=" - d.a,0, < 102,
n
Supébngase que
m
— = B.b,b,
n

De las desigualdades anteriores concluimos sucesivamente que B = 4,
b; = a; para i = 1,2, ..., lo que muestra que m/n = 4.a,a,..., como se
queria.

Decimales periédicos y niimeros racionales. Al calcular 3/7 hemos
podido observar que el decimal que se obtiene es “periédico”:

= 0.428571428571428571. ..

N W

Si calculamos las expresiones decimales de otros racionales encontraremos
siempre el mismo fenémeno:

E = 2.66666. ..

3

2

3 = 0.400000. . .
5561
—— = 1.12343434...

4950
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Usaremos una notacién que describiremos con ejemplos:
35.78128198173737373. .. = 35.78128198173
0.35555... = 0.35
—~
12312.3123123123123. .. = 12312.312.

A los reales de este tipo les llamaremos periédicos.
De acuerdo con la notacién,

3 e
— = 0.428571
7
8 -
- =26
3
2
- =04
5
5561 —
— = 1.1234,

ProrosicidN 1: Un real es periédico si y solo si es racional.

Demostracion. Dividamos m entre n. Cuando entramos en la parte
decimal del cociente los restos que van apareciendo son siempre menores
que n. Como solo hay un nimero finito de enteros no negativos menores que
n debe suceder que, o bien uno de los restos es cero, en cuyo caso todas las
cifras decimales que siguen son cero, o bien un resto se repite. Cuando sucede
esto todas las cifras decimales que se obtuvieron a partir del momento en
que apareci6é por primera vez este resto (dentro del célculo de la parte de-
cimal) " se repiten en el mismo orden, asi como los restos, y la divisién se
convierte en la repeticién exacta de un mismo proceso, obteniéndose un
decimal periédico.

Supongamos ahora que

—
a=A.,. - Qnlps- - Qp.

Queremos demostrar que « € Q. Para ello necesitamos un resultado auxiliar.

Lema: Multiplicar por 10 un elemento de R equivale a correr el punto
decimal un lugar hacia la derecha.
La afirmacién es obvia para elementos de D pero no lo es para elemen-
tos de R, aunque no es dificil de demostrar, La demostracién se deja como
ejercicio,
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Aplicando el lema tenemos

—
10ma = 10™4 + 10™a; + ... + 10ayy + am + 0 @iz -+ - an

10% = 104 + 10™%a, + ... + 10any + @y + 0-Gyz - - @n
(10— 10™) & = 10"A+ 103, + .. +ap— (10"A+ 10", + ... +an)
=Be€Z
B

“=tp—10m ¢

7. RAICES DE REALES POSITIVOS. EXPONENTES
FRACCIONARIOS

TeoremA 1: Para cada a €R* y cada n €_Z" existe un unico B8 €ER* tal

que 8" = «. Este real 8 se denota por {/a.
Demostracién. Sea

B = sup {x|x €R, x" < a}.

Veremos que 8* = a.
Sea B = B.b:b,....
Para cada r € Z* hay un indice m == r tal que by £ 9. Sea bY =bm+ 1.

Si revisamos la demostracién del teorema de existencia de fronteras supe-
riores (seccién 3), recordaremos que hay una cota superior del conjunto

B = {x|x ER*, x" < a},

que es de la forma B.b; .-+ by b'myy b'msz - - . Entonces B.b; ««+ by b:‘ es

mayor que cualquier elemento de &3 vy, por lo tanto, no pertenece a &3, de
donde
(B-by -+ bmy b*m)"é a.

Podemos ademés suponer que el indice m es tan grande que §—10" > 0.
Es claro que 8—10-™, por no ser cota superior de &3, debe ser menor que
algiin x tal que x™ < «, de donde

, (B—10")"* < a.
Tenemos entonces

(B+10-) 5 (B+10) 2 (Buby. by b ) "S> (B 10) (8 — 10)",
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En consecuencia para toda r € Z*,

(B+107)">=o > (8—10-)".

(B+10) = 3 (?)B—Hép" 4 (mdx (1, B))™ &, (z)

Pero

107*

§=0 10' i=1 ]
(méx (1,8))™*2"
= g" +
g 107
(méx (1, 8) )>*-2"
=10 » = 8" —
(8-107)"= g~ -
Sea N tal que
(v (max (1,8))=1 2"
107
Entonces, para todo 7,
1
" 4 > n _
Bt == F = mar
o sea que
1 > _Bn>. —_ 1
T AT

para todo 7, lo que implica @« = B La unicidad de 8 se comprueba facil-
mente:

B>B=)p">p=a
B>B=0=)a=p>p"

Exponentes fraccionarios. Para todo «a ER—{0} y n €Z* definimos

a=aa:.--a

n factores
a® = (a"),

Convenimos ademas en que

Es claro, para enteros m y n, que

aa® = g™

(am)n = o™n,
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Proposicion 1: Para a8 €R*, n€Z*, m€Z,

a) Va VB =Vap

b) Ve ="Va

¢) (Va)ym = Vam

&) Vo = V=) =

Demostracion :

a) (Va VB)" = (Va)*(VB)" = of

b) (VVa)m™ = (VVa)™) = (Va) = @

¢) ((Va)ymr = ((Va)")™ = am

d) Va® = Va (=) (Va")" = (Va')" (=)

=) ((Va™)™)* = (Va))" (=) (™) = ()"

7

s

m 7
<=> a™s = g™ <—____) —_—
n s

DerFINICION 1: Para todo « ER* y m/n €Q tal que n €Z*, definimos
a®= Va" = (Va)™

El inciso (d) de la proposicién.anterior muestra que la definicién no
depende de la manera en que se expresa m/n, siempre que el denominador,
sea positivo.

TeorEMA 2: Para a, BERY, m/n€Q, 7/s GQ,‘ n€Z, scZt:
a) am/n‘Bm/n . (aﬁ)m/n_

b) am/n afr/s = am/n + r/s'

C) (am/n) /8 — ,m/n r/s'

Demostracion:
a) o™ '8'”/"= -,"/am {‘/ﬂm =,"/aml3m = (aﬂ>m — (0,3)"'/”.
b) oM @t I8 = gme/ne gnr/ns — ”‘v—a?n_é nef o
—_ ”;’/ams-mr = g(menr)/ns = m/n+r/s
&) (ammyre = () = (a7 =

— ('n\a/';) mr — amr/ris = m/n. r/s.
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8. VALOR ABSOLUTO

Definimos el valor absoluto de un real «, denotado por |«|:

|a! = { asiaéo

—asia<0.
Asi que }
IAajla2 l = A.aap ---
| —A.a1a2 LY l = A.a1a2 s
OBSERVACION: | —a] = |a|.

El valor absoluto tiene las propiedades siguientes:
I. |a/=0, y |o| = 0 sélo si =0

IL |aB| = |af |B]
IL |a+ B8] =< |o + |8].

La propiedad I es consecuencia inmediata de la definicién. La propie-
dad II se puede demostrar ficilmente usando la regla de los signos. De-
mostraremos la propiedad III:

Sia =00 B =0 la afirmacién es obvia.
Sia>0y 8> 0 tenemos,

e+ Bl =+ B =l + 8],

y queda comprobada la afirmacién.
Sia<0yB<0,a+pB<0y

e + Bl = —la + B = (=) + (=8) = o] +|8].
Queda por considerar el caso en que @ y B8 tengan signos contrarios.

Supongamos @ >0y 8$<0,a=a' y 8= —F, siendoa’ >0y g > 0.
Debemos demostrar que

o’ + (=8| =] + =8,
" = B1= o] + |B].

es decir, que

Si o’ = B’ la desigualdad es clara.
Si & > B tenemos o' — B’ >0, ' > o’ — B’, de donde

o —f|l=a —f < <o+ g =+ |B]
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Si of < B’ tenemos
o = 8] =|=(« = B = |8 — | < |B] + |/,

por el caso anterior,
Una consecuencia interesante es

mr =81 =1 Jal = |8] |
Demostracién:
le| = |(« — B) + B|=la — 8| + |B],
la] — || = e — 8.

Anilogamente, |B| — || = |B - a| = |@ — B], esto es,

de donde

= (la| = 18]) =« — B8}
Por lo tanto

le = B| = méx (la| — [8], = (|| — |8])) = |lo] — |BII.

9. APROXIMACION

Frecuentemente los niimeros reales se manejan por medio de aproxima-
ciones. Este es el caso, por ejemplo, cuando escribimos /2 = 1.414. El né-
mero real V2 se puede calcular con tantas cifras decimales como se quiera,
obteniéndose

V2 =1414 ...,
de manera que
1414 =< V2=1414 + 10
0= V2 - 1414= 10>,
Otro ejemplo: como
r = 3.1415926535 . ..
sabemos que
0 < 3.1416 — = < 105,

Estas relaciones de aproximacién se pueden expresar en la forma

| V2—-1414| =10
| = — 3.1416 | < 10,
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Podemos ahora preguntar cudl es la aproximacién con que el producto
1.414 X 3.1416 = 4.4422224 nos da el real V2z. Para saberlo procedere-

mos asi:
| V2r — 44422224 | = | \/2x — 1414 X 3.1416 | =
= | V2r — V2 X 3.1416 + V2 X 3.1416 — 1.414 X 3.1416 |
= | V2||x —3.1416 | + | V2 — 1.414]|3.1416 |
= V2 X 10 + 10 X 3.1416 = 1.415 X 10~ + 0.0031416
= 0.00315575 = 0.004.

Entonces V2x = 4.4422224 con aproximacién de 4 milésimas o bien

—0.004 < V2r — 4.4422224 < 0.004
—0.01 < —0.0017776 < V27 — 4.44 < 0.0062224 < 0.01

de donde V2r = 4.44 con aproximacién 10-2.

EJERCICIOS
1. Supédngase que los reales @ y B estin aproximados respectivamente
por a y b de manera que
[a —a|<e
I8 — bl < e.

Demuéstrese que
e — ab| =[e* + e(|a] + [B]).

2. Supéngase que @, 8 y y estin dados con aproximacién 10-* y que
son, en valor absoluto, menores que 10. ;Con qué aproximacién podemos

obtener
a2+aﬂ+a7+ﬂz+ﬁy+yz?

3. Calcilese '\/\/3 — 1 con aproximacién 10-2,






CAPITULO

Elcampode
los numeros complejos

ConN objeto de despojar a los nimeros complejos de su aspecto “irreal” o
“complejo” con el que se fueron abriendo paso en las mateméticas a través
de la historia, hemos querido destacar, desde el principio y a lo largo de
toda la exposicién, el aspecto geométrico de los nimeros complejos.

Aqui, los niimeros complejos seran los puntos del plano real R? con dos
operaciones convenientemente definidas,

Este capitulo es independiente de todos los anteriores, excepto el primer
pdrrafo del capitulo tercero (pégs. 73 a 80), cuyo conocimiento es indis-
pensable para iniciar el estudio de éste.

1. MODULO Y ARGUMENTO DE VECTORES DE R:

Médulo de un vector. El médulo de un vector P = (a, b) del plano
se define como la distancia de P al origen y se denota por |P|. O sea,

|P| = d(P,0) = Va* + b

El médulo de un vector P es un niimero real no negativo. Ademas es evi-
dente que el Gnico vector cuyo médulo es cero, es el origen. En simbolos,

|[P|=0 y |P|=0 siysolosi P =0.
245
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Asi como para definir el médulo de un vector hemos utilizado el con-
cepto de distancia se puede, inversamente, determinar la distancia entre dos
puntos P y Q como el médulo de su diferencia:

|P— Q| =d(P,Q).

En efecto, si P = (a,b) yQ = (¢,d),P—Q =(a—¢c,b—d) y

IP=Ql=V(a—c)*+ (b—d)*=d(P,Q).
Otras propiedades que conviene mencionar son las siguientes:

[P = Ir| [P],
[P+ Q|=|P| + |Q], (desigualdad del tri4ngulo).

En la primera férmula, |r| denota, como es usual, el valor absoluto del
nimero real r. La demostracién es directa.
Para demostrar la segunda, consideremos el tridngulo de vértices O, P,

P+ Q:

P+Q

Figura 9.1

Ya que en un tridngulo, la longitud de un lado es menor o igual que la
suma de las longitudes de los otros dos, se tiene que d(O, P + Q) =
d(0, P) + d(P,P + Q), de donde

P+ Q|=|P|+|P+Q~P =|P|+]|Q|
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EJERCICIOS
1. Calciilense los médulos de los siguientes vectores:
(3,4) (—3, —4) (cos t, sen t)
1 3

2. El médulo de un punto sobre el eje de las abscisas es igual al valor
absoluto de su abscisa:
l(a,0) = la].

3. Si r es un nimero real mayor que cero, el conjunto de vectores P
tales que |P| = r es la circunferencia de centro en el origen y radio r. ; Cual
es el conjunto de todos los puntos P del plano tales que |P| = r?

4. Si r es un nimero real mayor que cero y P, un punto fijo del plano,
cuéles son los conjuntos de puntos del plano deterininados por

a) P"P0=f. C) P—Pol<f.

b) P—Pgéf. d) P_Po‘>f.

5. 8i C, y C, son circulos de centro P, = (3,1) y Pg = (—1,0) res-
pectivamente y de radio 3, describase su unién y su interseccién usando el
concepto de médulo. Dibdijese una figura.

Argumento. El argumento de un vector distinto de O del plano real
R? serd un nimero real entre 0 y 2, mis precisamente, mayor o igual que
cero y menor que 27. Al origen no se le asigna argumento, Consideremos
primero un vector P de médulo uno, es decir, un punto de la circunferencia
unitaria con centro en el origen. El argumento de este vector P es, por defi-
nicién, la longitud del arco entre el punto E, = (1,0) y P. [Un punto P
en la circunferencia determina, en realidad, dos arcos entre E, y P. En la
definicién anterior consideramos el menor de los arcos si la ordenada de

Figura 9.2
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P es=0 y mayor de ellos si la ordenada de P es=0 (fig. 9.2); el punto
(1, 0) tiene argumento 0.]

Para un vector arbitrario P 5= O podemos definir el argumento como
sigue, Sabemos que P se puede escribir de manera tnica en la forma P =
rP, con 7 = |P|#0 y P, en la circunferencia de radio 1 y centro en O
(fig. 9.3). Entonces simplemente definimos el argumento de P como el argu-
mento de P,.

Figura 9.3

Al argumento de un vector P se le denotard con arg P.

Asi pues, todos los puntos de una semirrecta con vértice en O tienen un
mismo argumento e, inversamente, el conjunto de puntos del plano cuyo
argumento es igual a cierto nimero fijo s (0 =5 < 2x) es una semirrecta
de extremo O.

Ejemplos:
1. a) El argumento de los vectores distintos de cero en el semieje posi-
tivo de las abscisas es 0 y el de los vectores no nulos en el sem1e]e negativo

de las abscisas es .
b) Los vectores distintos de cero del semieje positivo de las ordenadas

. L . . L
tienen argumento 5 y los del semieje negativo 5
2. Los argumentos de los vectores de los cuatro cuadrantes son como se

indican en la figura 9.4 (O no tiene argumento) :

EJERCICIOS
4

6. Pruébese que si el argumento de un vector P es s y 0= 5=, en-
tonces el argumento de —P es s + .
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™
S= -
2
A
ko T
-<s<L< 7 0<5<-2-
s= S=0>
0o
3r 37r< <2
— — <
1r<s<2 2 r
3
= —
2
Figura 9.4

7. Pruébese que si el argumento de un vector P es s y n =5 < 2,
entonces el argumento de —P es s — .

8. Pruébese que si el argumento de un vector P = (a, b) es s, entonces
el argumento de P = (a, —b) es 27 — s.

9. Pruébese que si el argumento de un vector P = (a,b) es sy b=0,
entonces el argumento de P’ = (—a, b) es 7+ — s.

10. Pruébese que si el argumento de un vector P = (a,b) es sy b=0,
entonces el argumento de P’ = (—a, b) es 3r — s,

Argumento en grados. Es frecuente expresar también el argumento
de un vector distinto de O del plano real en grados.

Tomando en cuenta que el argumento s de un vector P =4 O es la lon-
gitud del arco E;P, (véase la figura 9.5), el argumento, en grados, de P
sera la medida « del 4ngulo ZE,OP.

Ya que 0=75 < 2n, se tendrd que 0=« < 360°,

Recordemos la relacion que hay entre la medida en grados de un 4n-
gulo formado por dos semirrectas con vértice en el origen y la longitud del
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Figura 9.5

arco que éstas determinan sobre la circunferencia unitaria con centro en
el origen.
La longitud de la circunferencia de radio 1 es 2x. Por lo tanto la longitud

. . . 2
de un arco, sobre ésta, correspondiente a un dngulo de un grado es —.

36
Luego, si el argumento de un punto P medido en grados es « y la longitud
del arco correspondiente es s, la relacién entre a y s serd

2r

S — —
“360°

o bien

360
=§—,

g

Ejemplos:

5w ) —
3. Si el argumento de un vector P es v la semirrecta OP forma un

4ngulo de 225° con la semirrecta OE,, es decir, el argumento de P es de
225 grados.
4. Si se nos indica que el argumento de un vector P es 60°, el arco

determinado por el angulo /E,OP tendri una longitud de gg—= g, es

decir, el argumento de P serd

™
3
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Utilizando las funciones trigonométricas es ficil expresar el argumento
de un vector P =~ O del plano. Consideremos primero, como antes, el caso de

que |P| = 1 (fig. 9.6). Si s es el argumento de P, de las definiciones de las
funciones trigonométricas sen y cos, se sigue que

= (coss, sens).

>RL
-

N

Figura 9.6

Asi pues, si P = (g, b) es un punto tal que a* + b? = 1, su argumento es
el niimero real s tal que 0=s< 2 y

. cos s=a, sen s = b,
En el caso general, si P = (a,b) %= O, entonces
= |P| P,
a

T Va?+b?

con |P| = Va-+b% P, = (\/ )y |Po] = 1. El argumento

de P es igual al argumento de P, y, por lo anterior, el argumento de P es el
nimero real s tal que 0=s < 2r y

a b
CO§ § = —————  Sén § = ————0
Vat+b? Va?+b?

Hemos visto pues, que si P = (a,b) podemos escribir
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P = r(coss, sens)

P— a
en donde r=|P|=1V/a?+b? y s=arg P, es decir, 0==5< 27 y cos s=———,
Va+b*
b
sen s=————. A esta forma de expresar un punto se le suele llamar la
Vat+b?

forma polar o trigonométrica del vector P,
Con esto hemos demostrado que si conocemos el médulo 7 y el argu-
mento s de un vector, entonces el vector es

r(coss, sens).

Esta expresiéon de un punto diferente de (0,0) es tdnica. Es decir, si
sabemos que
r(coss, sens) = 7’(coss’, sens’),

yque 0 <7 0<7,0=5<2r0=y¢ < 2r (obien 0 =5 < 360 y
0=y < 360 si s y s estdn expresados en grados), entonces podemos ase-

gurar que
r=1r y s=¢.

EJERCICIOS

11. Calcilense las coordenadas de los vectores del plano cuyo médulo
sea r y cuyo argumento sea s, para los siguientes valores de r y s:

r=1  s=00° r=2,s5=30° r= 12, s =45°
r=2 s=60° r=3, s=90° r=4, s=120°
r = 3/2, s = 225° r=2, 5= 270° r=2, s=300°.

12. :En qué cuadrantes estdn los vectores de argumento s para s = 1,
s=2,5s=3 s=4,5=05,5=06?

13. Usando las tablas trigonométricas calcilense las coordenadas de los
vectores de médulo 1 y argumento s para

s=1 s=2 s =3,

14. Pruébese que el argumento de (3,1) estid entre O y g

T 4
15. Pruébese que el argumento de (—3, —4) esta entre g y —;—

16. TUsense las tablas trigonométricas para calcular los argumentos de
los siguientes vectores:

(1,2), (2,=3), (—3,4), (—4, —5).
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PR b
Sucerencia: Exprésese (@, b) como Va* + b? ( a , )y
V& + b Va + b

obténgase un angulo s tal que

a b
—_——— sens = ———8
Va? + b? Va® + b2

17. Exprésense los vectores del ejercicio anterior en forma polar.

COS s =

2. LOS NUMEROS COMPLEJOS

Consideremos ahora a los niimeros reales R como un subconjunto de
R? identificando cada nimero real a con el punto (g, 0). De esta manera R
se identificard con el eje de las abscisas, M4s precisamente, establecemos
una funcién

R—->R?

asociando a cada nimero real a el punto (a,0). Esta es, evidentemente
inyectiva.

Ahora bien, en parrafos anteriores hemos definido una suma entre pun-
tos y, por otra parte, también hay una suma entre niimeros reales. ¢ Corres-
ponderé bajo esta identificacién a la suma de dos niimeros reales a y b la
suma de los puntos identificados (a,0) y (b,0)?

La respuesta es afirmativa:

al—> (a,0)
b|—> (b,0)
a+ bl (a+b0) = (4,0) + (b0).

Cuando esto sucede, se dice que la operacién de suma en R? se extiende
a la suma de nimeros reales.

Naturalmente se presenta la siguiente pregunta: ¢Es posible extender
el producto de niimeros reales a un producto en R?? En este parrafo defi-
niremos un producto en R? que extendera el producto de ntimeros reales.

Al plano real R? con las operaciones de suma y producto (que defini-
remos) se le llamard el campo de los nimeros complejos y a los puntos del
plano que ahora, con estas operaciones, podran ya sumarse y multiplicarse
los llamaremos niimeros eomplejos.

Las observaciones anteriores indican que el campo de los nimeros com-
plejos contiene al campo de los niimeros reales, siendo estos Gltimos, los
puntos del eje de las abscisas (al cual se llamar4, por esto, el eje real).
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La razén por la cual se emplea la palabra campo al hablar de los na-
meros complejos se dard al final de este capitulo (véase también el capi-
tulo 8 en donde se habla del campo de los niimeros reales y del campo
de los ntimeros racionales).

La figura 9.7 ilustra las observaciones anteriores:

A

Ntmeros complejos (el plano)
(a+c, b+d)
(a,b)
Niimeros reales (la recta)
(c, d)
b= (b,0)
*> - .- -
0] a=(q,0) a+b = (a+b,0)
Figura 9.7

Producto de niimeros complejos de médulo uno. Definiremos
primero el producto de dos niimeros complejos de médulo uno, es decir,
puntos del plano que estén en la circunferencia unitaria con centro en el
origen:

Sean z; y 2, dos nimeros complejos* de mddulo 1 y argumento s, y 52
respectivamente :

zy = (cos sy, sensy).

2z = (cos sz, sens,).
El producto de z, por z; se define como el complejo

21z, = (cos(sy + s3), sen(sy + 52)).

* En general, hemos empleado letras maytsculas O, P, Q, etc., para denotar a
los puntos del plano. Cuando se piense en ellos, como niimeros complejos, usaremos
con més frecuencia, para seguir la costumbre, las letras z, v, w, etc,
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O sea, el producto de dos complejos de médulo 1 es el complejo de médulo
1 cuyo argumento s es:

a) s=385 + 5 si s+ 5: <27, o bien
b) s=s5+5:—2r si s + 5;=2n.

La figura 9.8 ilustra esta definicién:

s e
TS R

Figura 9.8

En esta situacién se acostumbra decir que el argumento del producto
es la suma de los argumentos de los factores salvo por un miltiplo de 2.

Ejemplos:

1. (0,1)(—1,0) = (0,1).
[Tanto (0,1) como (—1,0) tienen médulo 1.] Tenemos que

arg (0,1) = arg (—1,0) = =.

o1y

3 3
Como g+ T = §< 27, (0,1) (—1,0) tiene por argumento -21, y
siendo 1 su médulo, tenemos que (fig. 9.9),

(0,1)(=1,0) = (0, —1).
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m]q‘& 3 ol

Figura 9.9

2. (—-1,0)(0,—1) = (0,1).

Podemos aplicar la definicién ya que ambos factores tienen médulo 1. Te-

nemos que
3
arg (—1,0) = =, arg (0’—1) =?-
3r 5=« .,
Como = + 0 = 5 > 27, el argumento del producto es, por.definicién,

3
™+ — —27 = . Por consiguiente, el producto es el complejo de médulo 1y

argumento g, es decir, es (0, 1) (fig. 9.10).

D (R0

El médulo de ambos factores es 1 y podemos aplicar la definiciéon de pro-

ducto. Tenemos que



——
A 2
oy =3
////-/'-_‘"\ \
/s
//
[/
(=1,0) [ ¢ -
| 1 O)
\
\
\\
\\\ (0, - 1)
~»
Figura 9.10
( \/~ \/_2'> 3 ( \/§ \/—f) 57
arg\ — ——— | =—, arg|——————)=—
2 2 4 2 2 4

el producto es (1, 0).
4,

Para poder aplicar la definicion debemos suponer que a2 + b?

(1,0) (a, ) = (a,b).

5w

3r
= 2, el argumento del .producto es — + o 2r =

257

0y

[aunque esta férmula valdra, como veremos mas adelante, para un complejo
(a, b) arbitrario]. Ya que el argumento de (1,0) es 0, el argumento de
(1,0) (a, b) esigual al argumento de (a, b) y siendo el médulo del producto
también 1, se tiene el resultado.

EJERCICIOS

1. Calcilese ( v izi ) (l/2—2, - —\1—2-)

2 3

2
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Demuéstrese que (cos 35°, sen 35°) (cos 55°, sen 55°) = (0, 1).
Calctlese (0, —1) (0, —1).

Siz= (0, 1) calctlese 22

Calcilese (cos 180°, sen 180°) (sen 270°, cos 270°).

Calctlese (cos 1, sen 1) (cos 2, sen 2).

. Calctlese (cos4, sen4) (cos 3, sen 3).

.

N A ®wN

Producto. Caso general. Sean ahora w y w’ dos niimeros complejos
arbitrarios. Podemos escribir

w =1z conr =|w ylgd =1
w =77 con v = ||y || =1

Hemos ya definido el producto zz’, pues ambos son complejos de médulo
uno. Definimos ahora el producto de w por ®»’ como

ww' = (rr') zZ'.
Explicitamente, si
w = r(cos s, sen )
w’ = 7"(cos s, sen §’)
se define

ww’ = rr'(cos (s + §’), sen (s + 5")).

En otras palabras, el mddulo del producto de dos niimeros complejos es
tgual al producto de sus médulos y el argumento del producto es igual a la
suma de los argumentos. (Por supuesto, esto Gltimo salvo por un multiplo

de 27.)

Ejemplo
5. Qalculemos (4, 4) (—1, —1).

El médulo de (4, 4) es 4;/5 yelde (—1, —1) es V2. Por lo tanto, el
moédulo del producto es 4 /2 V2 =a8.

5
El argumento de (4, 4) esZ yel de (=1, —1) es % Por lo tanto, el

argumento del producto es — + — = —

2
Luego, el producto es 8(0, —1) = (0, —8).
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EJERCICIOS

8. Calctilese el producto de los siguientes nimeros complejos:
a) (4,4 V3) (23, 2)
b) 2(cos 25°, sen 25°) 3(cos 30°, sen 30°)
¢) 2(cos 365°, sen 365°) V2 (cos 360°, sen 360°).

3. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

El namero complejo i. Al niimero complejo (0, 1) lo denotaremos

con la letra 7:
1= (0,1).

i es un punto del eje de las ordenadas y todo punto de este eje es de la forma
bi. En efecto,
(0,5) =b(0,1) = bi.

Como se recuerda, todo nimero complejo, es decir, todo punto z de R?
se puede escribir como :
z=(a,b) = (4,0) + (0,0)

con (a,0) en el eje de las abscisas y (0,5) en el eje de las ordenadas.
Ya que hemos identificado al eje de las abscisas con los nimeros reales,
a los puntos de la forma (a,0) los denotaremos simplemente con a:

(a,0) = a.
Asi pues, todo nimero complejo z = (a, b) es la suma
z=a+ bi

de los nimeros complejos a = (a,0) y bi = (0, b).
Es claro que si

(a,b) =|a+bi=a + bi

= (a',¥")

entonces

De aqui en adelante usaremos con més frecuencia la expresién a + bi
para el niimero complejo (a, b).
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Siz=a+ bi, (con a, b€ER) se dice que a es la parte real y que bi es
la parte imaginaria de z; b se llama el coeficiente de la parte imaginaria
de z. Los complejos de la forma bi se llaman niémeros imaginarios y, como
lo hemos indicado anteriormente, los nimeros complejos a + 0i = (a, 0)
= g seran los nimeros reales. Insistimos en que, de esta manera, los
nimeros reales son nimeros complejos, a saber, aquellos cuya parte ima-
ginaria es cero. Asi pues, R C C. Al eje de las abscisas se le llama el eje
real y al de las ordenadas, el eje imaginario.

El nimero imaginario i tiene la siguiente propiedad:

; ™ S ]
En efecto [i| = 1 y su argumento es 5 Por lo tanto i* tiene médulo 1 y

argumento m, es decir i = (—1, 0) = —1,

Suma y producto de numeros complejos expresados en la for-
maa + bi. Esconveniente obtener férmulas que expresen la parte real y la
parte imaginaria de la suma y el producto de dos ntimeros complejos en
términos de las partes reales e imaginarias de sus sumandos o factores.

Para la suma éstas se obtienen inmediatamente, pues la misma defini-
cién de suma:

(a, b) + (¢, d) = (a+ ¢, b+ d)
implica que

(a + bi) + (¢ + di) = (a+ ¢) + (b + d)i.

Examinaremos ahora las férmulas para el producto. En los parrafos
anteriores hemos definido el producto de dos niimeros complejos, utilizando
sus mddulos y argumentos, mediante las férmulas siguientes:

Si

(a,b) = a + bi = r(cos s, sen s)
(¢, d) = ¢ + di = r’(cos &, sen s')
entonces
(a + bi) (¢ + di) = rr'(cos(s + §’), sen(s + §')).

Probaremos ahora que:

(a + bi) (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
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De las igualdades anteriores sabemos que

a=1rcos s c=17 cos s
= r sen s d=1 sen 5.

Ademé4s, conocemos las férmulas:

cos(s + s’) = cos s cos s’ — sen s sen 5.

sen(s + s”) = sen s cos s’ + cos s sen ¢'.
Por lo tanto,

(a+bi) (c+di) = rr’(cos s cos s’ —sen s sen §’, sen s cos s’ -+ cos s sen s”)

= ((rcoss) (1" coss’) — (rsens) (r' sens’), (rsens) (v coss’)
+(rcoss) (¥ coss’)) ‘

= (ac—bd, ad+bc) = (ac—bd) + (ad+ bc);i,

que es lo que se queria probar.*

Como caso especial de esta férmula obtenemos de nuevo la relacién
12 = —1. En efecto,

i* = (041i) (0+1i) = (0—1) + (0+0)i = —1.

EJERCICIOS

1. Efecttense las siguientes operaciones:
a) (3—2i)+(6—4i);
b) (—3)+ (—=2+i);
c) 2i—(—3+2i);
1) (2+3i) (1+2i).
¢) (—2—i) (3+i);
£ (=i) (1+0);
g) (—9)().
2, Siu=2-3i v=1+42i w=1—i compruebe que
a) (uwo)w = u(vw);
b) uv = vu;
¢) u(vtw) = uv+uw.

3. Siz= (a=b)—(a+b)iyw = (a+b)+ (a—b)icona,bcR, calci-
lense 2w y wa. ‘

* El lector observador notard que al identificar ¢ con (¢, 0) €l producto ¢(a, b)
puede interpretarse de dos maneras distintas. Una, como el producto de un escalar
por un punto, y otra, como el producto de los niimeros complejos (¢,0) y (a,b).
Sin embargo no hay ambigiiedad, ya que ambos productos coinciden:

c(a,b) = (ca,ch)
(¢,0)(a,b) = (ca—0b,cb—0a) = (ca,cb).
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Algunas propiedades de las operaciones. El producto de ndimeros
complejos es asociativo, conmutativo y distribuye a la suma, es decir, si
u, v, w son nameros complejos, entonces

(uv)w = u{vw) (asociatividad)
uv = vu (conmutatividad)
u(v+w) = uv + uw (distributividad).

Las demostraciones de estas propiedades son directas, es decir, utilizan-
do las féormulas para la suma y el producto se calculan las dos expresiones
que se quiere probar que son iguales y se comprueba que en efecto lo son.

Como ejemplo, demostraremos a continuacién que el producto distri-
buye a la suma:

u(v+w) = (a+bi) ((c+di)+ (e+fi)) = (a+bi)((cte)+ (d+f)i) =
= (a(c+e)—b(d+f)) + (a(d+f) +b(c+e))i=
= (ac+ae—bd—bf) + (ad+af+bc+be)i.
uv + uw = (a+bi) (c+di) + (a+bi) (e+fi) =
= ((ac—bd) + (ad+bc)i) + ((ae—bf) + (af + be)i) =
= (ac~bd+ae—bf) + (ad+bc+af + be)1,

de donde, u(v+w) = uv+uw.
Utilizando las propiedades anteriores es posible multiplicar nimeros com-

plejos recordando tnicamente que * = —1. En efecto:
(a+bi) (c+di) = (propiedad distributiva)
= (a+bi)c+ (atbi)di
= ac+bci+adi+ bdi* (propiedad asociativa, conmutativa,
distributiva)
= (ac—bd) + (ad+bc)i (propiedad conmutativa, distributiva,
2= —1).
EJERCICIOS

4., Utilizando las propiedades de las operaciones entre nimeros com-
plejos calctlense:

a) (=3 —i)(2+i) =& 1) (=%

b) (2—2i) —(1-1)% g (—i)%

¢) (2+1)%; h) ©;

d) (1—-i)%; i) (VT+—§—1>
e) i3 (—23+V72 i)'

5. Pruébense las propiedades asociativa y conmutativa del producto.
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Conjugacion. El conjugado de un nimero complejo z = a + bi (a,
b €R) se define como el nimero complejo a—bi y se denota con Z, es decir,
Z=a—bi

Por ejemplo, siz =2—3;,Z2=2+ 3i;siz=1,Z= —i;siz=05,Z=5.
En general si z es un namero real, z = z. Reciprocamente, si z = Z, entonces
a + bi = a—bi (a,b €R), de donde 2bi = 0 y por lo tanto b = 0, es decir,
el complejo z es real.

Siz=a++ bi(a,b ER),
z+zZ=a+ bi+ a—bi=2a
z—Z=a-+ bi — (a—bi) = 2bi;

es decir,
la parte real de z = % (2+32)
la parte imaginaria de z = % (z—32).

La transformacién del plano real R? en si mismo que asocia a cada
nimero complejo su conjugado:

R? > R?, z—>7Z

es la reflexion del plano alrededor del eje real (fig. 9.11):

A

z= (a,b) = a+bi

Z = (a, ~b) =a—bi

~

Figura 9.11

Esta transformacién conserva, desde luego, la distancia al origen, o sea,
le| =1zl.

Ademas, evidentemente, Z = z.
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Aqui se ve también claramente el resultado ya antes demostrado, de que
un nimero complejo es real (es decir, esta en el eje real) siy solo siz = z.
Demostraremos ahora algunas propiedades de la conjugacién.

a) Si u y v son nimeros complejos, entonces

u+v=ua+7

v = uv,

es decir, el conjugado de la suma de dos nimeros complejos es igual a la
suma de sus conjugados y el conjugado del producto de dos niimeros com-
plejos es igual al producto de sus conjugados.

Las demostraciones son directas. Verificaremos, como ejemplo, la segun-
da propiedad:

Si u=a+bi, v=c+di (a,b,c,d ER)
uv = (ac—bd) + (ad+bc)i
uv = (ac—bd) — (ad+bc)i
uv = (a—bi) (c—di) = (ac—bd) — (ad+bc)i.

b) Otra propiedad que se usard mas adelante es la siguiente:
ZZ = |z|%,

es decir, el producto de un nimero complejo por su conjugado es igual al
cuadrado de su médulo.

En efecto, si z=a + bi (e, b ER),

2Z = (a+bi)(a—bi) = a® + b

EJERCICIOS

6. Calclilese 2—3i, 1, 3, 2,
7. Stu=1-2i,v= =2+ 3i, w = —1 + 4 calciilese

w—av+w, (uto)w—(u—7), (u+o)(i—7).

8. Si u=i, v =2, scull es el conjugado de z = u—uvi?
9. Siz = 3—4i, encuéntrese un complejo 2’ tal que zz' = 25 (obsérvese
que en este caso |z[* = 25),

10. ;Para qué parejas u, » de niimeros complejos es cierto que
a) uw—uv = 0;
b) 4+ (uto)—i—79 =u?
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Inverso multiplicative. Probaremos ahora que todo niimero complejo
distinto de cero tiene inverso multiplicativo, es decir, si 250, existe un
nimero complejo, denotado con 2z y llamado el inverso multiplicativo de z,
tal que 2zt = 1. ,

Sea z = a + bi~=0 (a,b€R). Planteemos la ecuacién

(a+bi) (x+y) = 1.

Obtenemos
(ax—by) + (ay+bx)i = 1,
de donde
ax—by =1
bx+ay = 0.

Ya que el determinante del sistema es @* + b2 540, existe una solucién (y
solo una), que es

a -b

2 s Y= — :
a’+ b? a*+b?

Es decir, si z=a + bi%~0 (a,b €ER),

a -b
+ 1.
a*+b? a?+b?

1 o

Utilizando los conceptos de médulo y de conjugado de un niimero com-
plejo distinto de cero puede calcularse su inverso en la forma siguiente:

El producto de un nimero complejo por su conjugado es igual al cua-
‘drado de su médulo. Si z5£0y |z = r

zz = 12540,
de donde,
1Y, o
e
es decir,
1
Fl=—Z
72

que es lo mismo que se obtuvo anteriormente.
Cociente. El cociente de dos ndmeros complejos u, v con v =4 0 deno-

u
tado con — se define como
v



266 Cap. 9 EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

En particular, se tiene

De lo anterior se sigue que
u 1 .
—-=—up,
v P

Para calcular el cociente de dos ntimeros complejos puede también pro-

cederse como sigue:

at+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd +bc—aa’ ;
ctdi (et di) (c—di) St ot

(desde luego, ¢ + di #=0).

EJERCICIOS
11. Calctlense los cocientes indicados:
e) !
a) l—i; cos—+isen—,
b % P
14i 244 48
? 5w 8 Frarao
141 —2+1
V= " SrE

4, RAIZ CUADRADA

Al estudiar el campo R de los nimeros reales se vio que cada nimero
real positivo a tiene exactamente dos raices cuadradas, una positiva, deno-

tada por Va, y una negativa, — V a. Se vio también que los nimeros rea-
les negativos no tienen, en R, ninguna raiz cuadrada; en otras palabras,

que si @ es un namero real negativo no existe ningin namero real x tal que

2

X° = a.
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Ahora demostraremos que en los ndmeros complejos la ecuacién x* = 2,
(en donde z es un ndmero complejo arbitrario = (), tiene exactamente dos
soluciones; o sea que todo niimero complejo distinto de cero tiene exacta-
mente dos raices cuadradas. En particular, los nGmeros reales negativos
tendran también dos raices cuadradas que seran nimeros complejos.

Por ejemplo si z = —1, sabemos ya que ¢ es una raiz cuadrada de z,
pues #= —1. Pero —i también es una raiz cuadrada de z, pues (—¢)%=—1.
Se ver4 después que i, —i son las tnicas raices cuadradas de —1. Mas atn,
es cierto (como se probard méas adelante) que si z es un nimero complejo
distinto de cero, la ecuacién

=z

tiene exactamente 7 soluciones, es decir, todo nimero complejo, distinto de
cero, tiene n raices n-ésimas, distintas entre si.

Trataremos, como ejemplo, de encontrar las raices cuadradas de 5—12i,
es decir, de encontrar nimeros complejos x+yi (x,y €R) tales que

(x+9yi)2 = 5—12i,
tenemos que
(x2—9*) +2xyi = 5 —12i,
de donde

I

x2—y2 =35
2xy = —12,

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones, obtenemos

25
144

I

xt—2x%% + y*
4x2y2

y sumando las ecuaciones obtenidas resulta
x* + 2x%y% + y* = 169,

de donde
X+ 92 =13

(descartamos la posibilidad x? + y* = —13, pues x,y €R). Sumando esta
ecuaciéon con x*—y* = 5 obtenemos

2x* =18
y, restandolas,
2y* =8,

de donde, x*=9, y°=4 y por lo tanto x==+3, y==+2. Como 2xy= —12<0,
%,y no pueden ser ambos positivos ni ambos negativos. Entonces, las posibles
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soluciones serdn x = 3,y = —2 y x = —3, y = 2, Obtenemos de esta ma-
nera, los dos niimeros complejos

Uy = 3 "'21,

U, = -3+ 2i.
Una comprobacién directa demuestra que u?

5—12i y u? = 5—12i tam-

bién. Es decir, 5—12i tiene exactamente dos raices cuadradas.
Este método puede aplicarse para encontrar las rajces cuadradas de
cualquier nimero complejo. Supongamos que

(x+9yi)? = a + bi,

(x,9,a,b €R).
Como antes, tenemos que
x2— yz —
2xy = b,
xt—2x*y2+ 9t = q?
4x2y? = b2

x4+ 2x%2 + 94 = a®+ b2
2+ = Ve +b* =rcR

—

r+
X = x
20

a
2
=0

_+Jr—a
YTEN

Un anélisis anélogo al del ejemplo demuestra que esto conduce a dos
cuadradas.

soluciones. Es decir, si a + bi£0, a + bi tiene

exactamente dos raices
Es interesante un caso particular: ;Cémo son las raices de los niimeros
reales negativas?

Sea z = —a, un nimero real negativo (es decir, a > 0). Las ecuaciones
antes planteadas adquieren la forma
{ x2—y? a

2xy = 0.
a cero, la primera ecuacién quedaria x?

La segunda ecuacién implica que x = 0 o bien y = 0. Pero si y fuera igual

—a, la cual no tiene ninguna
soluci6én real x. Por lo tanto la {nica posibilidad de encontrar soluciones es
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cuando x = 0, Entonces nos queda —9y*> = —a, es decir, y* = q, o sea,
y = Va€R, o bien y = —\/a ER, pues a es un real positivo. Entonces las
raices x + yi de —a seran:

Vai, —Vai.

A veces se usa ia notacién V —a para indicar la primera de esas raices; es
decir, se escribe vV —a = Vai (¢ €R, a > 0). Asi pues se acostumbra es-
cribir =1 =i, :

Interpretacion geométrica. Recordando la definicién geométrica del
producto de nimeros complejos podemos describir ficilmente las rajces cua-
dradas de un nimero complejo.

Sea z un nimero complejo de médulo r > 0 y argumento s, y w un
nimero complejo cuyo cuadrado es igual a z, es decir,

w? =z

Sea r = |w| y s = arg w. Entonces
Yy

,,
]

wft = 7*

2¢  (si 2¢ < 2m)

s = arg(w?) =
25" =27 (si 29 =27).
Entonces
# = Vr (pues ry 7 son reales positivos) ;
y
s .
s = -, o bien
2
S ==+

Por consiguiente existen dos nimeros complejos
s s
w, = 1 (cos o Sen 5)

w, = \/7 (cos (—2{ + 17), sen (% + ﬂ))

z=r(coss, sens),

cuyo cuadrado es
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Figura 9.12
EJERCICIOS
1. Calctlense las raices cuadradas de los siguientes niimeros complejos
21, —2i, 13—12;, 24— 10;,
4(cos= + isen™ 8 cos3—7r+ise 3z
3 3 2 "2 )
2. Demuéstrese que _
: V3.
1, w1=‘_%+—2—l, w2=—%——2—-l

son raices ciibicas de 1, es decir, que 13 = w? = w? = 1.

3. Compruébese que 1,4, —1, —1 son raices cuartas de 1.

Ecuaciones de segundo grado. Desde los primeros cursos de 4lgebra
se ensefia a resolver las ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales,
es decir, las de la forma

ax* +bx+c¢c=0 (a,b,c€R, az£0)
y se demuestra que

—b+= Vb2 —4 —-bx+d
= ; - 5 vd (d = b* — 4ac).
a a
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Pero cuando el discriminante de la ecuacién es menor que cero, es decir,
cuando d < 0, nos encontrabamos con que la ecuacién no tenia solucién
en R, pues los reales negativos no tienen raiz cuadrada real.

Sin embargo ahora, trabajando ya con nimeros complejos, cuando el
discriminante es negativo, digamos d = —d’ < 0, vemos que las soluciones
de la ecuacién son los niimeros complejos

—bxVFi b VT

x = = — — =+ i
2a 2a 2a
EJERCICIOS
4. Encuéntrense las soluciones de las ecuaciones
2+x+1=0 2+1=0
x*+5=0 =2 +2=0

5. RAICES n-ESIMAS DE NUMEROS COMPLEJOS

En el parrafo anterior analizamos las raices cuadradas de los ntmeros
complejos. Vimos que cada nimero complejo distinto de cero tiene dos
raices cuadradas. Veremos ahora que cada nimero complejo distinto de
cero tiene n raices n-ésimas.

Recordemos primero que para multiplicar dos niimeros complejos ex-
presados en forma polar, se multiplican los médulos y se suman los argu-
mentos restando 2 a esta suma, cuando resulte = 2r (para obtener como
argumento un nimero =0 y < 2x).

Si hay maés de dos factores, de todas maneras se multiplican los médu-
los y se suman los argumentos, pero puede ser necesario restar 2z varias
veces a esta suma (para, como antes, obtener un argumento =0y < 2x).
Esto es:

a) El médulo de un producto es el producte de los médulos.
b) El argumento de un producto es la suma de los argumentos salvo
por un miltiplo entero de 2.

Sea
z=r(coss + isens)

un complejo distinto de cero. Con las observaciones anteriores en mente
obtendremos todos los complejos w que tienen la propiedad

wh =g,

es decir, que son raices n-ésimas de z (siendo n un entero positivo).
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Para que el complejo

w = p(coso + iseno)

satisfaga la condicién w" = z, es necesario y suficiente que

a) p"=r
b) ne = s salvo por un miltiplo de 2.

Los siguientes nimeros complejos son raices n-ésimas de z:

3

— s . s
wo = r(cos-—+zsen—>
n n
w1="7( (S+ )+ sen( +21T))
n n n
g i g))
-+ =-2)+sen{=-+"—=-2
n n n n
ps ) (S 2'n' ))
—3)+isen{-+—-3
n n n
s 27 . s . 2
Wp-1 = (cos -+ — n_l))+zsen(_+_(n—1))).
n. n n n

En efecto, sea wi (k =0, 1, ..., n — 1) cualquiera de éllos:

wy = {'/7<cos(-{+-2jk))+zsen( 2‘” )
n n n

Se satisface la condicién (a):

Wy

I
3
<1
“a
o
wv
>

(Ve =r

y la condicién (b):

n (f + 2—"1:) = s+ 27k = s + (un mltiplo de 2r).
n n

Observemos que dos cualesquiera de las wy son diferentes, puesto que

sus argumentos son diferentes.
Comprobaremos ahora que los n complejos wy, wy, +--, Wa-y Son todas
las raices n-ésimas de z. Si w es una rajz n-ésima de z, sea

w = p(coso + iseno).
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Por (a), p" = z, esto es, p = Vz. Por (b),

ne = s + 2xk (para alguna k€Z),
tenemos que

0=<06<2n,0=7s5< 2n,

de donde,
0=no<2m, —2r< —5s=Zno—s< 2z —s,

por lo que
=27 L 27k < 29m — 5

s
~-l<k<n——<n
27
0=k=n-—1,
lo que implica que w = w; que teniamos en nuestra lista.

En resumen, hemos demostrado que
Todo nimero complejo z£0

z =17 (coss + isens)

tiene exactamente n raices n-ésimas, que son

wy = \"/7(cos (f+2—w ) + isen(j+&-rk))
n n n n

parak=0,1, ..., n— 1,

EJERCICIOS

1. Calctlense las raices chbicas de 1 y de —1, las raices cuartas de 1
y —1 y las raices sextas de 1 y —1. Exprésense las soluciones en la forma
a + bi y represénteselas graficamente.

2. Después de observar las graficas en el ejercicio anterior demuéstre-
se que las raices n-ésimas de 1 son los vértices de un poligono regular ins-
crito en una circunferencia de radio 1 y centro en O, con uno de los vértices
igual a 1.

6. EL CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

En este Gltimo parrafo queremos simplemente destacar las propiedades
basicas de los numeros complejos.
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Los ntiimeros complejos son los elementos de un conjunto:

el conjunto de los puntos del plano real R?

en el cual se han definido dos operaciones, suma y producto:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Estas operaciones tienen las siguientes propiedades bésicas: Si u, v, w son
ntmeros complejos, entonces

a) (utvo) +w=u+ (v+w).
b) Existe un nimero complejo, el 0, tal que u + 0 = u,
¢) Dado u, existe un nimero complejo, —u, tal que
u+ (—~u) =0.
d u+v=uv+u
e) (uv)w = u(vw).
f) Existe un niimero complejo, el 1, tal que ul = u,
g) Dado u =40, existe un nimero complejo %, tal que uu = 1.
h) uv = yu.
1) u(v + w) = uv + uw.

Como se comentd al discutir los nimeros reales, cuando se tiene un
conjunto con dos opcraciones que satisfacen las propiedades anteriores se
dice que esta estructura es un campo. Por esta razén al hablar de los na-
meros complejos nos referimos a ellos como el campo de los nimeros com-
plejos. La notacién usual para este campo es C.

Ademas, el campo C de los nimeros complejos contiene al campo R
de los niimeros reales y las operaciones de C se exticnden a las operaciones de
R. Se dice, en esta situacién, que R es un subcampo de C. Cuando se dis-
cutié el campo de los niimeros reales se observé que el campo Q de los
nameros racionales, es un subcampo de R. Asi pues se tienen tres campos

QCRCC

Ya que R y C son campos, sus operaciones tienen en comin las pro-
piedades caracteristicas de los campos. Sin embargo, hemos visto propiedades
en C que no son validas en R. Por ejemplo en R no todo nimero real
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tiene una raiz cuadrada real (solamente los no negativos) y méas ain, hay
polinomios, con coeficientes reales que no tienen raices reales (por ejem-
plo, las ecuaciones de segundo grado con discriminante negativo; en parti-
cular, el polinomio %% + 1). En cambio, hemos demostrado que todo n(ime-
ro complejo tiene raices cuadradas. Ademé&s, aun cuando este resultado
no se demuestre aqui, vale el Hamado teorema fundamental del algebra,
el cual asegura que todo polinomio con coeficientes en C tiene raices com-
plejas.

Finalmente queremos observar que algunas de las propiedades que
juegan un importante papel en R, desaparecen al extender este campo a
C. Nos referimos aqui al orden. Puede demostrarse que en C no es posible
definir una relacién de orden que tenga las propiedades usuales con res-
pecto a las operaciones de C.






CARITULO

Polinomiosy
teoriade ecuaciones

1. POLINOMIOS

Llamamos polinomios a las expresiones

a, t ax + -0+ apx®,

donde a,, a,, .-, a, son nimeros complejos. A estos niimeros se les llama
coeficientes del polinomio. Al simbolo x se le llama indeterminada. as.
a;x, .-+, ay x™ son los términos del polinomio. Los coeficientes a; pueden
ser todos reales, en cuyo caso decimos que se trata de un polinomio con
coeficientes reales, o pueden ser todos racionales (o enteros), y diremos
entonces que el polinomio tiene coeficientes racionales (o enteros). Pueden
también considerarse polinomios cuyos coeficientes pertenecen a alguna
estructura algebraica distinta de los complejos, Sin.embargo en este capi-
tulo, polinomio serd sinénimo de polinomio con coeficientes complejos.
Haremos varias observaciones:

a) Cuando a; = 0 se conviene en que se puede omitir el término a;x*
al escribir el polinomio, siempre que no se omitan todos los términos. Asi,
los polinomios

2 + 3x + Ox% 4+ 5x3,
0 + 2x + 0«2,
0 + Ox,

277
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pueden escribirse, respectivamente, como

2 + 3x + 5x%,
2x,
0.

b) Se conviene en escribir x* en lugar de 1x%, y —ax® en lugar de
(—a)x* o de + (—a)x*. Asi, el polinomio

(=1)x + 0x% + 1x* + (—2)x*
se escribe
—x + x% — 2x%,

¢) El término a, también puede escribirse como a,x°. Nos referimos al
término a;x* como al término de grado i. Al término de grado cero le llama-
mos término independiente. Al polinomio 0 le llamamos polinomio nulo.
d) No es necesario escribir los términos de un polinomio siempre en el
mismo orden. Tampoco es necesario denotar siempre con a; el coeficiente
del término de grado i. Por ejemplo, el polinomio a + bx + cx* puede es-
cribirse también bx + cx® + a, a + cx? + bx, etcétera, pero la forma maés
usual, aparte de la que estamos utilizando, es ¢x®> + bx + ¢, es decir, en
orden decreciente de los grados. ,
¢) Otra manera de denotar los polinomios consiste en escribir la suce-
si6n de sus coeficientes en orden creciente, sin omitir ninguno, conviniendo
en que todos los términos que no aparecen tienen coeficiente cero. Con
esta convencién los polinomios —x* + 2x%, 0, * + ax + b, 5, se represen-
tan asi:
(030’ —-1,010,2’0)0) ...)’
(0,0,0, -++),
(b,4,1,0,0, --+),
(3,0,0,--).

La siguiente nocién es muy importante:

DeriNiciéN:  El grado de un polinomio no nulo es el mayor de los grados
de los términos que tienen coeficiente diferente de cero.
Seglin esto los grados de los polinomios

2 — 3x2,

x + Ox*,

=14+ ix+ (1+2)x% + 0a3,
%%+ bx® + cx + d,

V2,

son, respectivamente, 2, 1, 2, 3y 0.
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Puede definirse el grado del polinomio 0 como — oo. Mas adelante se
aclarard qué sentido tiene esto.

EJERCICIOS

1. :Cudles son los términos independientes y de grado 2 de los poli-
nomios 1 + x + x% 1, —x + 2x% y Ox3?
2. ¢Podemos decir cudl es el grado de un polinomio de la forma

axd + bx? + cx + d?

2. LOS POLINOMIOS COMO FUNCIONES

Al polinomio a + a;x + +++ + a,x™ le corresponde la funcién que a
cada complejo « le asocia el complejo ‘

a, + aa + ¢ + apa®

que se obtiene al poner « en lugar de la indeterminada x y darle a los signos
+ el sentido usual de suma. Si a esa funcién la denotamos por f tenemos

fla) =a,+ aja+ -+ + aga™

Se acostumbra denotar el polinomio al que le corresponde la funcién f
con f(x).

Ejemplos
1. Sea f(x) =1 + » + x%. Entonces

f0) =1+0+0=1,
f(=1) =1+ (=1) + (-1)2=1,

f(V2) =1+ V2+ (V2):=3+ V2.

2. Sea f(x) = —3. Entonces f(e¢) = —3 para todo « €C.

OsgservaciON:  En el parrafo anterior hemos convenido en que se puede
escribir el término independiente a; de un polinomio en la forma a,x°. Si

escribimos
f(x) = ax® + ayx + -+ + aux®

es necesario, al calcular f(a), convenir en que a° = 1 para todo a €C
(incluso para « = 0). Por ejemplo, si f(x) = x°* = 1, tenemos que
f(0) =0°=1,
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EJERCICIOS

1. Sea f(x) = x* — 1; sea w =1 + (V3)i. Calctlese f(w), f(w?)
y f(w?).

2. Sea f(x) =1+ x + x2. Obténgase el polinomio g(x) ‘que tiene
la propiedad g(«) = f(a — 1) para todo « €C.

3. Sean f(x) =1 + 2x + 3x%, g(x) = 2 — x. Encuéntrese el polino-
mio h(x) para el cual h(a) = f(g(e)) para todo « €C.

4. ;Existe algin polinomio no nulo f(x) = a + bx tal que f(0) =
f(1) =0?

5. ¢Existe algin polinomio no nulo f(x) = a + bx + cx® tal que

f(0) = f(l) = f(—1) =0?

6. Sean fi(x) = ax? + byx + ¢4, fo(x) = ax® + byx + ¢,, y supébn-
gase que fi(a) = f.(«) para todo « €C. Demuéstrese que fi(x) = fa(x),
es decir, que a, = @, by = b, y ¢; = c,.

3. SUMA Y PRODUCTO DE POLINOMIOS

Pensaremos en el polinomio
o+ ayx + -0 + anx®

como si tuviera una infinidad de términos, conviniendo en que a partir
del grado n + 1 todos los coeficientes son cero. Por ejemplo:

2 —5x2=2—5x%+ 0x® + Ox* + 0a% + -~

aG+ax+ ... +apx*=ag+ax+ ..., donde a; =0 para > n.
Con esta convencién resulta muy facil definir la suma y el producto:

Definicién de la suma:

(a0 + anx + ax® + ...) + (bo + byx + ba® + ...) =
= (ag + bo) + (@, + by)x+ (az + b)) x¥* + ....

Definicién del producto:

(ao+a11x+agxz+ ---) (bo+ b1x+b2x2+ ---) =
= aobo + (aobs + b)) x + (aohs + a;by + azbe) x* + .

El coeficiente de x™ en la suma es a, + ba, y en el producto es

E a‘b;.

i+f=n

Es importante observar que la suma y el producto pueden obtenerse ma-
nejando la indeterminada x como si fuera un nimero y aplicando las reglas
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usuales de las operaciones con niimeros complejos, que son la conmutativi-
dad y asociatividad de sumas y productos, y la distributividad. Por ejemplo,
para calcular el producto tendremos que multiplicar cada término del pri-
mer factor por cada uno de los del segundo, obteniendo productos

a;b;x"*".

Podemos entonces observar que para un exponente fijo n aparece un térmi-
no de grado n cada vez que i + j = n, y asi vemos que el coeficiente de x™,
es la suma de todos los productos a;b; para los cuales i + j = n, tal como
aparece en la férmula que define al producto. Una discusién parecida puede
hacerse con respecto a la suma.

Las observaciones que acabamos de hacer pueden expresarse como sigue:

ProrosicION:  Sean g(x) = fi(x) + fo(x) y h(%) = fi(x)fo(x). Para todo
« €C se cumple
g(e) = fi(a) +fo(a),
h(a) = fi(a)fe(a).

Prorosicién 1. El grado de la suma de dos polinomios no nulos es menor
o igual que el maximo de los grados de los sumandos.

ProrosicioN 2. El grado del producto de dos polinomios no nulos es la
suma de los grados de los factores.

La hipétesis de que los polinomios sean no nulos puede eliminarse en
las dos proposiciones anteriores. Esto se har4 en los ejercicios 8 y 9.

Demostracion de la proposicion 1. Sean f(x) = ag+awx+..., g(x) =
bo+bix+ ..., de grados m y n, respectivamente, y supongamos, para fijar
ideas, que m = n. Debemos demostrar que el grado de f(x) +g(x) es = m.
Esto equivale a mostrar que el coeficiente de x* en la suma es igual a cero
siempre que i > m. Ese coeficiente es a; + b; y es cero si i > m ya que
a; =0porseri>myb; =0porseri>m=n,

Demostracién de la proposicién 2. Consideremos los mismos polinomios.
El coeficiente de x™* en el producto es

@obmin + Gibmina t - oo+ Gpanbo.

En esta suma aparece ambs, que es diferente de cero, puesto que a, %0 y
bs £ 0. Todos los demas sumandos a;b; son cero puesto que i + j=m + n
e i % m, lo que implica i > m o que j > n. En el primer caso se tiene a; = 0
y en el segundo b; = 0. Por tanto el coeficiente de ™" es apyby, %= 0. Para
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terminar la demostracién debemos ver que el coeficiente de x* en el produc-
to es 0 si s > m + n. Pero ese coeficiente es la suma de los a;b; tales que

i+ j=s5s>m++ n, lo que implica que i > m o j > n, y en ambos casos
dibj=0.

EJERCICIOS

1. Calcilese:

a) (x+1)(x—1)
b) (apx®+aix+ap) (box®+byx?+b.x+b;)
¢) [(ax*+bx2+cx+d)? + (ex+f)®](gx®+hx+j).

2. Demuéstrese que el polinomio x2—2 no puede expresarse como pro-
ducto de dos polinomios con coeficientes racionales de grado 1.

3. Exprésese x2—2 como producto de dos polinomios de grado 1.

4, Sea f(x) = x* + 3x*> + 3x + 1. Encuéntrense todos los « €C tales
que f(a) =0,

5. Utilizando las férmulas que definen la suma y el producto y los
resultados de este parrafo demuéstrense que las afirmaciones siguientes para
polinomios f(x), g(x) y h(x) cualesquiera:

a) f(x) + g(x) = g(x) + f(x)

b) (f(x) +g(x)) + h(x) = [(x) + (g(x) + h(x))

¢) 0+ f(x) = f(x).

d) Existe un polinomio que sumado con f(x) da el polinomio 0
[este polinomio se denota —~f(x)]:

e) f(x)g(x) = g(x)f(x)

1) f(x) (g(x)h(%)) = (f(x)g(x))h(x)

g) 1f(x) = (%)

k) Si f(x) %0 y g(x) %0, entonces {(x)g(x) 0

i) Si f(x) %0 y f(x)g(x) = f(x)h(x), entonces g(x) = h(x)
i) 1(x) (g(x) + k(%)) = f(x)g(x) + f(x)h(x).

6. Supéngase que f(x), g(x), h(x) tienen coeficientes enteros, que
f(IJ)c) = g:(?x)h(x) y que g(0) = —3. ;Es posible que f(0) = 12345677
: Por qué?

‘ 7.qEncuéntrese el polinomio f(x) de grado 2 para el que se cumple
f(0) =1, f(2) =1, {(=3) =0.

8. Admitamos que —o0 + n = — oo para todos los enteros n y que

—o0 + (— o) = — 0. Definimos el grado del polinomio nulo como — .

Demuéstrese que la proposicién 2 del parrafo 3 es valida para polinomios
cualesquiera.

9, Admitamos que — oo > n para todo entero n. Demuéstrese que la
proposicién 1 del parrafo 3 es valida para polinomios cualesquiera.
10. Sea f(x) de grado 9 y supéngase que

f(x) = fi(x)fa(%) s (%) fa(x),
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donde f;(x) es de grado > 0 para i = 1, 2, 3, 4. Demuéstrese que dos de
los fi(x) tienen el mismo grado.

11. Decimos que una funcién ¢:N— N es polinomial si . existe un poli-
nomio f(x) tal que ¢(n) = f(n) para todo n €N. Demuéstrese que la
funcién

o(n) = 3 (20—1)

es polinomial.
12, Demuéstrese que

p(n) = j%iz

es una funcién polinomial.

4. DIVISION CON RESIDUO

ProposiciON:  Sea f(x) cualquier polinomio y sea g(x) un polinomio no
nulo. Existen dos tnicos polinomios, gq(x) y r(x), que satisfacen las
condiciones siguientes:

a) f(x) = g(x)q(x) + r(x);
b) grado de r(x) < grado de g(x).

Los polinomios g(x) y 7(x) son el cociente y el residuo o resto de la
divisién de f(x) entre g(x), respectivamente. Los polinomios f(x) y g(x)
son el dividendo y el divisor, respectivamente.

Es muy fécil comprobar que solo puede haber una pareja de polinomios
que satisfacen @) y b). En efecto, supdngase que

f(x) = g(x)q(x) + r(x)
= g(x) q:(x) + ri(x),

con los grados de r{x) y de r;{x) menores que el grado n de f(x). Entonces
g(x) (q(%) —qu(x)) = r(x) —r(x),

de donde, segtin las proposiciones 1 y 2 del parrafo 3 y los ejercicios 8 y 9
del parrafo 3,

n + grado de (q(x) —q.(x)) = grado de (ri(x) —7r(x)) < =,

lo que solo es posible si g(x) —q.(x) = 0, en cuyo caso ri(x) = r(x) y
71(x) = g(x).
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La existencia de g(x) y r(x) quedara demostrada al describir la manera
de obtenerlos. El procedimiento consiste en ir obteniendo una sucesién de
parejas de polinomios g;(x) y r;(x) tales que

f(x) = g(x) qi(x) + 7i(x)

de manera que los grados de los 7; (x) decrezcan con lo que necesariamente
llegaremos a que
grado de r,(x) < n,

y en ese momento habremos encontrado g(x) y r(x) que seran precisamente
g:(x) y r:(x). La manera de ir obteniendo esas parejas de polinomios es
como sigue:

a) Si el grado de f(x) es menor que el de g(x) se toman ¢;(x) =0
y ri(x) = f(x), con lo que termina el proceso.
b) Siel grado m de f(x) es mayor que el grado n de g(x), sean

f(x) = apx™ + a,x™* + ... + ap,
g(x) = box™ + byx™t + ... + by,

y describiremos primero cémo se obtienen g,(x) y r1(¥) y, en seguida, cémo
se obtienen ¢;,1(x) y 7i.a(x) a partir de q;(x) y ri(x):

i) Se toman ¢,(x) = doebs ™™ y ri(x) = f(x) —g(x)q:1(x).
ii) Suponiendo ya obtenidos g;(x) y r;(x) sea

ri(x) = @ 0x™ + ai 2™ + ...+ aymi, G300,

y supongamos que m; ==n, porque en caso contrario ya ha terminado el
proceso. Tomemos gi.i(x) = qi(x) + a; b x™ ™ y

r31(%) = 1i(x) —g(x) @i obo™ 2™
= (ai,ox”‘u + .o .) - (box” + . .) ai,obo-‘lxm‘-m’

que es un polinomio de grado menor que el grado m; de r;(x). Ademas,
es claro que f(x) = g(x)qia(x) + r31(x), ya que

ria(x) = f(x) —g(*) gi (x) —g(x) @i obgta™"
= f(x) —&(x) gin(x).
Asi queda descrito el procedimiento para dividir con residuo. Este al-

goritmo se suele practicar siguiendo un esquema muy conocido que recor-
daremos con un ejemplo:
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¥+ 5x—2x+ x-—1 | 2% — x +3
1 3 1 11 3
—xt+ — = —x? x4 —x ==
2 2 2 4 8
11 7
—x——x*+ x-1
2 2
11 11 33
——x+ —x— —x
2 4 4
3 29
——xt—- —x-1
4 4
3 9
+ —x* - —x+ -
8 8
61 1
- —Xx+ -
8 8
En el ejemplo anterior se dividi6 x* + 5x° — 2x* + x — 1 entre
) ) 1 11 3 61 1
2x* — x + 3 obteniendo el cociente —x% + —x — — y el resto — —x + -
2 4 8 8 8

1
El primer sumando 3 x? del cociente se forma de manera que al multiplicarlo

por el divisor y restarselo al dividendo se obtenga el primer resto parcial,

11
— a8 — §x2 + x — 1, de grado menor que el del dividendo, es decir, de

2

manera que se elimine el término de grado méaximo. El segundo término
del cociente, —4—x, se calcula de manera que al multiplicarlo por el divisor

y restarle el resultado al primer resto parcial se elimine el término de grado

3 29
méximo de este Gltimo y dar un segundo resto parcial, — i x? — Tx -1,

que es de grado menor que el del primero, etc., hasta obtener un resto de
grado menor que el del divisor.

Proposicidn:  Con la misma notacién de la proposicién anterior se puede
afirmar lo siguiente:
Si f(x) y g(x) tienen coeficientes reales (racionales), g{x) y 7(x)
también tienen coeficientes reales (racionales).

Demostracion. Basta observar que todos los coeficientes que aparecen
al calcular g(x) y.r(x) se obtienen por sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones a partir de los coeficientes de f(x) y g(x) que son reales (racio-
nales) por hipétesis.
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EJERCICIOS

1. Dividase x* + 2x + 1 entre x + 1. Dividase x + 1 entre x2. Divi-
dase x* + 2x* + 3x + 4 entre x* + 2x + 3.

2. Se dice que f(x) es divisible entre g(x), o que g(x) divide a f(x),
o que f(x) es multiplo de g(x) si existe algin polinomio A(x) tal que
f(x) =g(x)h(x). En ese caso escribimos g(x)|f(x). Demuéstrese que g(x)|
f(x) siy solo si el resto de la divisién de f(x) entre g(x) es 0.

3. Diremos que un polinomio f(x) tiene inverso multiplicativo si existe
algn g(x) tal que f(x)g(x) = 1. Demuéstrese que las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

a) f(x) tiene inverso multiplicativo;
b) f(x)[1;
¢) f(x) es de grado cero.
4. Demuéstrese que * — a|x — b(=)a = b.
5. Decimos que f(x) y g(x) son asociados si f(x) | g(x) y g(x) | f(x).

Demuéstrese que f(x) y g(x) son asociados si y solo si f(x) = cg(x) para
algin complejo ¢ 0.

5. RAICES DE POLINOMIOS. TEOREMA DEL RESIDUO.
TODO POLINOMIO DE GRADO POSITIVO
TIENE RAICES

Se dice que a es raiz de f(x) si f(a) = 0. A las raices de f(x) también
se les llama ceros de f(x). Las raices de f(x) son las soluciones de la ecua-
cién f(x) = 0, entendiendo por ecuacién una igualdad que solo es verda-
dera si en lugar de x se ponen ciertos niimeros a los cuales llamamos solu-
ciones de la ecuacién.

La proposicién siguiente es un caso particular de la primera proposicién
del parrafo 4.

ProposiciéN: Sea f(x) un polinomio y sea a € C. Existen un polinomio
q(x) (cociente) y r €C (resto), tales que

f(x) = (x—a) g (x) +1.
Ademas, g(x) y r son tUnicos.

[Segiin dicha proposicién, el residuo 7(x) es de grado < 1. Es, por tanto,
un elemento de C, o constante.]

Teorema del residuo. El residuo de la divisién de f(x) entre x — a
es igual a f(a).
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La demostracién no puede ser més simple: tenemos que

f(x) = (x —a) g (x) +7,
de donde

fla) =(a—a)q(a) +7=r.

CoroLARIO 1: a es raiz de f(x) (=) x — a]|f(x).
Cororario 2: x — a|f(x) — f(a).

CororLario 3: x — a|f(x) g(x) =)x —a|f(x) o x — a]| g(x).

El corolario 1 es inmediato (equivale a decir que ¥ — a | f(x) si y solo si
r = 0). El corolario 2 se obtiene de la igualdad f(x) = (x — a) g (x) + 7
pasando 7 al primer miembro. El corolario 3 se obtiene asi: x — a|f(x)
g(x) =) a es raiz de f(x)g(x) =)f(a)g(a) =0=)f(a) =00 g(a) =0
=)aesraizde f(x) odeg(x) =)x —a|f(x) ox — a|g(x).

El siguiente resultado, que afirma que f(x) = 0O tiene solucién siempre
que f(x) sea de grado positivo, es conocido a veces como el “Teorema fun-
damental del algebra”.

Teorema: Todo polinomio de grado > O tiene (al menos) una raiz (en

C).

La demostracién no se incluye aqui.

EJERCICIOS

¢ Cuales son las raices del polinomio x* — 1?
Exprésese x* — 1 como producto de polinomios de grado 1.
Resuélvase la ecuacién x® — 1 = 0,
¢ Cudles son los polinomios que no tienen ninguna raiz?
Dése un polinomio que tenga una infinidad de raices.
. Supéngase que f(x) | g(x). Demuéstrese que toda raiz de f(x) es
raiz de g(x).

7. Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales. Demuéstrese que
x —a|f(x) (=)x —al|f(x).

8. Supéngase que todos los coeficientes de

f(x) =a,+ ax + -+ + apx"

Al ol A o

a
son enteros. Supdngase que 5 es una raiz de f(x), donde a y b son enteros

y (a,b) = 1. Demuéstrese que a|ay y b | bg.

9. Compruébesc que el polinomio 2x7 — 3x® + 2x* — x% + 7x — 2 no
tiene ninguna raiz racional.

10. Supingasc que f(x) #0, que f(a) = f(b) = f(¢) = 0yque az~b,
a ¢, b = ¢. Demuéstrese que f(x) es de grado =3,
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11. Demuéstrese que toda raiz racional del polinomio x® + ax™* + -« -
+ a, es entera, si los a; son enteros.

12. Encuéntrese una raiz real de «® + x — 3 con aproximacién de la
segunda cifra decimal.

13. Demuéstrese si x—a|f(x) y x—a_|” g(x), entonces

x —a | f(x) +g(x).

6. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Como ejemplo de utilizacién del teorema del residuo describiremos en
este parrafo la manera de encontrar las raices de los polinomios de grado 2.
Sea f(x) = ax* + bx + ¢ cualquier polinomio de segundo grado.

Podemos factorizarlo como sigue:

f(x) = a(x2 + gx + i)

a

B} b (DY (BYy e
o(#+2g 0+ () = (2) )
I:( b)z b2—4ac]
=al|lx+—) ———].
2a 4q?

Vb2 — dac
2a )

a =

Es decir, a es uno cualquiera de los dos complejos que tiene la pro-
piedad
b — 4ac

402

a? =

Entonces

o =f(e+ ) -]

e (&l 402

Esta es la factorizacién de f(x) que buscabamos.
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Vemos que:

f(%),

x-—-(——-2—ba- +a) ' f(x),

lo que implica, por el corolario 1 del teorema del residuo, que

b
— — — a es raiz de f(x),
2a

b
— — + a es rajz de f(x).
2a

Sustituyendo & por su expresién con radicales llegamos al siguiente resul-
tado familiar:

Las raices del polinomio ax? + bx + ¢ de grado 2 son:

—b—+\/b*—4ac —b+Vb*—4ac 4ac
y
2a 2a

Una ultima observacién. Acabamos de admitir ticitamente que las Unicas
rajces de nuestro polinomio son las que se acaban de obtener. Esto se justi-
fica asi:

Sea B cualquier raiz de ax? + bx + ¢. Entonces

SRS )

Por el corolario 3 del teorema del residuo x— 8 debe dividir a uno de los
polinomios que estan entre corchetes (puesto que x—#.|”a). Por lo tanto
se tiene que cumplir una de las igualdades:

x—p

b
BT

b
Azt

como se queria demostrar.
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EJERCICIOS

1. Dése una ecuacién de grado 2 que no tenga dos soluciones diferentes.

2, Dése un polinomio de grado 2 con coeficientes reales que no tenga
ninguna raiz real.

3. El discriminante del polinomio f(x) = ax® + bx + ¢ es A = b*—4ac.
Demuéstrese lo siguiente, suponiendo que @, b y ¢ son reales, y a #0:

a) Si A >0, f(x) tiene dos raices reales diferentes.

b) Si A =0, f(x) tiene una sola raiz, que es real.

¢) Si A <0, f(x) tiene dos raices no reales, conjugadas una de la
otra.

7. DIVISION SINTETICA. EXPRESION DE UN POLINOMIO
EN LA FORMA Zg;(x—a)’

Reflexionemos sobre la divisién de un polinomio entre un binomio x—a.
Dividamos, por ejemplo, 2x*—5x*+2x2—x+9 entre x—3:

2xt—=5x%+2x2— x4+ 9 |x—3
—2x*+6x3 2x3+x2+5x+14
#¥+2xF— x+ 9
— x34+3x2
5x*— x+ 9
—~5x2+15x
14x+ 9
—14x+42
51

Si no escribimos los simbolos x* y solo escribimos los coeficientes, y si
omitimos también lo superfluo, la divisién queda como sigue:

2 -5 2 -1 9 |3
6 OF1+5+14
1
15
14
42

51
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Observemos:

Primero, que los coeficientes del cociente son el primer nmero del pri-
mer renglén y los nimeros que aparecen inmediatamente abajo de las rayas
horizontales, con excepcién del ltimo de ellos, que es el resto. Segundo,
que el nimero que aparece en el renglén siguiente al de cada uno de los
coeficientes del cociente es igual a ese coeficiente multiplicado por a, que en
nuestro caso es 3. Finalmente, que cada uno de los niimeros que aparecen
inmediatamente abajo de las lineas horizontales es la suma de los otros dos
nameros que aparecen en su misma columna (en renglones anteriores).

Para ahorrar espacio podemos escribir la misma divisién en la forma:

2 =5 2 -1 9 |3
6 3 15 42
2 1 5 14 | 5l

Los nGimeros que aparecen en el Gltimo renglén (antes de la raya vertical),
son los coeficientes del cociente; el que aparece al final es el resto. Segin
las observaciones anteriores la regla para formar el segundo y tercer renglo-
nes a partir del primero es la siguiente: se pone el primer coeficiente (2)
abajo de la raya, se multiplica por @ (por 3) y se pone el resultado (6)
arriba de la raya, debajo del segundo coeficiente (—5), y se suma con este
escribiendo el resultado (1) abajo de la raya; se multiplica este resultado
por a y se escribe el producto (3) arriba de la raya, debajo del tercer coefi-
ciente, etc. ‘

Otro ejemplo:

-1 2 -2 0 3 5  |-2
2 -8 20 —40 74
—1 4 —10 20 —37 | 79

Asi que
—x%42xt—2x%+3x+5 = (x+2) (—x*+4x*—10x2—20x—37) +79.

A este procedimiento abreviado se le llama divisién sintética.
Consideremos un polinomio f(x) de grado n y un complejo a y hagamos
la siguiente serie de divisiones:

f(x) = (x—a)fr(x) + b,
fi(x) = (x—a)fo(x) + b

faa(x) = (x=)fa(x) +bacs.
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Como f;(x) es de grado n—i es claro que f,(x) €C. Sea
fa(x) = b, €C.

Tenemos entonces, usando sucesivamente estas igualdades,

f(x) = be + fi(x) (x—a)
= b, + by(x—a) + f2(x) (x—a)?
= by + bi(x—a) + bx(x—a)? + f3(x) (x—a)®

= b, + by(x—a) + ... + by(x—a)"

Asi hemos expresado el polinomio f(x) en la forma

n
f(x) = 2bi(x—a)?,
=0
en donde b, es el resto de la divisién de f(x) entre x—a; b, el resto de la
divisién del cociente de esa primera divisién entre x—a; b, el resto de la di-
visibn del nuevo cociente entre x—a, etc.
Estos b; se pueden ir obteniendo ripidamente usando la divisién sin-
tética.
Supongamos, por ejemplo, que queremos expresar 2x*+3x%—x%*+x—2
en la forma Ja;(x—2)%:

2 3 -1 1 -2 |2
4 14 26 54 T
2 7 13 27 52
4 22 70
2 11 35 97
4 30
2 15 65
4
2 1 19

Hemos obtenido:
204+ 33— P+ x—2 = 2(x—2)*+19(x~2)34+65(x—2)2+97(x—2) +52.

EJERCICIOS
1. Exprésese x* + 3x + 1 en la forma Ja;(x+1)%.
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2, Desde el punto de vista del calculo diferencial un polinomio es una
funcién que tiene derivadas de todos los érdenes. Si f(x) = Ea.(x—a)‘,

demuéstrese que

f#(a)
a;, = .

1!

3. Exprésese x*—3x°+4x2—5x+2 en la forma Ja;(x—1)%

8. CALCULO DE UNA RAIZ AISLADA EN UN INTERVALO EN
CUYOS EXTREMOS EL POLINOMIO TIENE
SIGNOS CONTRARIOS

En este parrafo se utilizard la siguiente proposicién del cilculo dife-
rencial;

Si ¢:[a, b] > R es continua, Im¢D[¢(a), $(b)].

Todo polinomio es una funcién continua. Por lo tanto, si f(a) y f(b)
son de signos contrarios, f(x) tiene una rajz en [a, b]. Supondremos esto y
ademds supondremos que f(x) tiene una sola raiz en el intervalo [a, b).

El método teéricamente méas simple de obtener la raiz e de f(x) con
tanta aproximacién como se quiera consiste en ir obteniendo intervalos mas
y mds pequeflos en cuyos extremos el polinomio tenga signos diferentes, Es
claro que « esta en cada uno de esos intervalos. Si [a’, 5] es uno de esos
intervalos es claro que | a—a’| < b'—da’. Si [@’, b’] es muy pequefio tendre-
mos & con una aproximacién muy grande: si, por ejemplo, b’—a’ = 0.001
tendremos que |a—a’| < 0.001 y podremos escribir « = a’ con aproxima-
cién de milésimos.

Es claro que esto puede hacerse de muchas maneras. Podemos, por ejem-
plo, tomar el punto medio ¢ = } (a+b) del intervalo y calcular f(¢). El
signo de f(c) es contrario del de f(a) o del de f(b), [excepto si f(c) = 0,
en cuyo caso @ = ¢ y nuestra labor ha terminado]. Supongamos que f(a) X
f(¢) < 0. Entonces « €[a, ¢] y podemos repetir el proceso con [a,¢] y con
los nuevos intervalos que se vayan obteniendo. A la n-ésima etapa habremos
encontrado un intervalo [a/, b’] de longitud 2"(b—a) que contiene a a.

Entonces tendremos que
b—a

a = &’ con aproximacién

Si, por ejemplo, a = 3 y b = 7 y queremos encontrar « con aproxima-
cién de milésimas, el nimero n de etapas debe satisfacer la condicién
7-3

L~ =o0.001,
2n
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es decir,
2" =>4 000
s log 4 000
log 2

Este tipo de procedimiento es muy laborioso. Describiremos otro método
que tiene un fundamento teérico mis complejo pero que es mucho més
eficiente.

El método de Horner. Lo describiremos en el caso en que « esti ais-
lada en un intervalo [4, A+1] [en cuyos extremos f(x) tiene signos contra-
rics], siendo 4 un entero no negativo. En ese caso la raiz « se expresa como
un decimal

a= A.aia.a;...

y nuestro problema es encontrar tantas de las cifras @; como queramos. En
el método de Horner se construyen polinomios fo(x), fi(x), fz(x), ---, que
tienen la propiedad

fo(c—=A4) =f(c) y fi(c—A-ay--. a;) = f(¢) para todo ¢ €C. (1)

Una vez conocido f;(x) puede obtenerse a;.1, y una vez obtenida a;., pode-
mos obtener f;,;(x). El método queda perfectamente descrito una vez que
se describan @) Cémo obtener fo(x); b) cémo obtener a;,, conocido fi(x);
¢) cémo obtener fi,1(x) conocidos f;(x) y ai.1. Esto es lo que haremos a
continuacién.

1° Expresamos f(x) en la forma

f(x) = Sao; (x—4)7;
H
por el método descrito en el parrafo 7; definimos

folx) = ?ao,f xl.

Es claro que se cumple (1):

fole—=4) = S ao,;(c—4)T ={(c).

2¢ Conocido f;(x), que cumple (1), calculemos f;(10-+?), f; (10-*-1X2),
f:(10-+2X3), etc., que son los restos de la divisién de f;(x) entre x—10-*1,
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x—10"+1X2, x—10-"2X 3, etc., hasta obtener el primer natural k para el
cual f;(10-*-k) es de signo contrario al de f(4). Es claro que f;(10-*
(k—1)) tiene el mismo signo que f(4) o es cero. Observando que, por (1),

f(d.ay ... a; + 101 (k—1)) = f;(10*-*(k—1)),
f(4d.ay ... a; + 10--2k) = f;(10--2k),
es claro entonces que

a€ld.ay - a; + 1071 (k—1), A.ay ... a; + 10--1%].

Como, obviamente,
a€fd.ay ... @i, Ad.ay - ajq + 107,

concluimos que
Qi1 = k—1.

[Si fi (101(k—1)) = £;(10-*a;,4) = O, entonces f(A.a; -+- a;y;) =0
y el proceso termina puesto que @ = A.a; -+ @441.]
3¢ Expresemos f;(x) como

fi(x) = 2 @iu,i(x— 107 a4,4)7,
i

por el procedimiento del parrafo 7 y definamos

fin(x) = b ai+1,jx]-
i

Es claro que se cumple (1):

frr(c— Ay -e- @) = fra(c—A-ay - - a;—10-a;,,)

= file=A-as - @) = f(c).

Asi termina la descripcién del método. Si « estd aislada en [—4 — 1,
— 4], donde A es un entero no negativo, es claroque @« = —4 .44, -.- yla
descripcién de los pasos 19, 2° y 32 es valida también en este caso, si tenemos
cuidado de anteponerles el signo — a 4, 4.a,--- a;, A-a, --- a;,; y 1072
y en todas sus apariciones, y en cambiar el orden en que estin escritos los
extremos de los intervalos que aparecen en el paso 2°.
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Ejemplo

Sea f(x) = x* + x — 3. Vemeos que f(1) = —1 <0, f(2) =6 >0. La
funcién es creciente en el intervalo [1, 2] (su derivada es positiva) y por lo
tanto hay una sola raiz,

a=l.aa, ...
en ese intervalo.

Calculamos fo(x)
1 01 -3 |1
11 2
1 1 2 -1
1 2
1 2 |4
1
1 3

fo(x) = x3 + 3x% + 4x — 1.
Calculamos a,

1 3 4 -1 0.1 )
0.1 0.31 0.431
1 3.1 4.31 —-0.569<0
1 3 4 -1 0.2
0.64 0.928 b gy =2
1 3.2 464 —-0.072<0
1 3 4 -1 10.3
0.99 1.497
1 3.3 4.99 0.497 >0
Calculamos f; (x)
1 3 4 -1 0.2
0.2 0.64 0.928
0.2 0.68 ~0.072

1 3.2 464
1 3.4 | 5.32
0.2

1 36
fi(x) = x* + 3.6x% + 5.32x — 0.072.
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Calculamos a.

1 3.6 5.32 -0.072 ]0.01 )
0.01 0.0361 0.053561

1 3.61 5.3561 —0.018439<0

1 3.6 532  —0.072 10.02
0.02 0.0724  0.107848

1 3.62 5.3924 0.035848 > 0

S oa, =1

Si solamente queremos aproximar hasta la segunda cifra decimal tene-
mos & = 1.21, Si queremos més aproximacién continuamos el procedimiento.

Hemos descrito como obtener las raices reales una vez que se han aislado
convenientemente. En muchos casos es suficiente un poco de ingenio para
lograr esto, como se ha visto en el ejemplo anterior, pero no siempre es este
el caso. En un pérrafo posterior se demuestra el teorema de Sturm, que pro-
porciona un medio seguro de aislar las raices reales de un polinomio con
coeficientes racionales. En cuanto a las raices complejas, véase el parrafo 16,

EJERCICIOS

1. Calctlese V2 paran = 1, 2, 3, 4, aproximando hasta la tercera cifra
decimal (apliquese el método de Horner a x® — 2 para n = 1, 2, 3, 4).

2. Encuéntrense las raices del polinomio x® — 2x% + 2 con aproxima-
cién de centésimas. (Para aislar las raices conviene dibujar la grafica de la
funcién con sus maximos y minimos.)

9. FACTORIZACION DE UN POLINOMIO.
RAICES MULTIPLES

Teorema de factorizacion. Sea f(x) un polinomio de grado n > 0
con coeficientes complejos. Existen n niimeros complejos, ay, - - -, an, n0 nece-
sariamente diferentes dos a dos, y un complejo ¢ tales que

f(x) = ¢(x—e) -+ (¥ an).
Ademds, esta factorizacion es tinica. Es decir, si
f(x) =(x —ai) - (x = o),

entonces ¢’ = ¢ y existe una permutacién ¢ de {1, ...,n}, de manera que
o) = apqy para todo .
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Demostracion.

1. Demostraremos primero la existencia de la factorizacién total, por
induccién sobre el grado n. Si n = 1 se tiene

f(x) = a + a1x = a,(x — (—ayay)).

Supéngase que todo polinomio de grado n se puede factorizar como se afirma
en el teorema y considérese un polinomio f(x) de grado n + 1. Por el teore-
ma final del parrafo 5, f(x) tiene una raiz a, y

f(x) = (x — a) q (%),
por el corolario 1 del teorema del residuo. Por la hipétesis de induccién
q(x) =c(x —a) .- (¥ — an),
de donde, tomando apu = a,

flx) = c(x — a1) --- (x — ana),

como se queria demostrar,
2. La unicidad también se demostrara por induccién. Sea n = 1 y su-
pdngase que
f(x) =c(x —a) = cx — cey

=c¢(x—a) =cx— ey

Entonces ¢’ = ¢, ca; = ¢’a;’ y, en consecuencia, @;’ = a;. Supdngase ahora
que la unicidad es verdadera para polinomios de grado n y sea f(x) de grado
n + 1 tal que

Hx) = ¢(x — @) «-- (¥ = ana)

= C,(x - a1,) e (x - a'ﬂ.u).
Entonces x — a’p1 | ¢(% — @;1) +++ (¥ — &), de donde x — @' | ¥ — &
para algin i, por el corolario 3 del teorema del residuo, de donde o/ni1 = a;.
Sea ¢ cualquier permutacién de {1, ..., n + 1} que aplique n + 1 en i.'
Observemos que @’ = ay(ni) ¥ que
c(x —ay) -+ (¢ = ayeun) = ¢’ (x —&y) -0 (5 — @'na)

Por lo tanto

c(x = ayy) -+ (x — ayen) = ¢"(x —a'y) -+ (x — 'nia)
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y cancelando el Gltimo factor [(véase ejercicio 5) ) del pérrafo 3],
o(x = ayw) -+ (¥ —aypem) = &' (x —ar’) - (% — an)).
Introducimos la notacién ay¢y = @;*. Por la hipétesis de induccién ¢’ = ¢
y existe una permutacién x de {1,...,n} tal que

% —_ (R
a; = ax(” = apx(i)) para t = 1, RPN (N

Definiendo x (n+1) = n + 1 podemos considerar X como una permuta-
cién de {1,...,n + 1}, Sea ¢ = ¥ - X. Tenemos que

ail = agp(i) para 1= 1, e, + 1,
lo que termina la demostracién.
OsbservAcION: Sea f(x) =c(x — 1) -+ (* —an), ¢50, n>0. En-

tonces e es raiz de f(x) si y solo si @ = a; para algin 7.

En efecto,
fla) =0{=)cla—a) -+ (a—ay) = 0(=)a—a; = 0 para algin .

Se acaba de observar que a cada raiz « de f(x) le corresponde un factor
x — e en la factorizacién de f(x). Pero este factor puede aparecer mas de
una vez. Esto da lugar a la nocién de multiplicidad de una raiz:

DerFINICION:  Sea f(x) = ¢(x — @) -+ (¥ — @s) un polinomio de grado
n > 0. Sea « € C. Se dice que « es raiz de multiplicidad m de f(x) si hay
precisamente m indices ¢ para los cuales a; = a.

Se puede también definir la multiplicidad como sigue:

DEFINICION:  « es raiz de multiplicidad m del polinomio f(x) de grado po-
sitivo si (x—a)™|f(x) pero (x—a)™ | f(x).

Es indispensable comprobar que las dos definiciones son equivalentes, lo
que se deja al cuidado del lector.

EJERCICIOS

1. Sean aj, - -. ,ar, todas las raices diferentes de f(x). Sea m; la multi-
plicidad de la raiz «;. Demuéstrese que

my + -++ + m, = grado de f(x).
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2. Encuéntrese un polinomio de grado 5 del cual son raices 0, 1, 2,
3y4.

3. Supdngase que « es rajz de multiplicidad m, de fi(x) y raiz de
multiplicidad m, de f.(x). Demuéstrese que o es raiz de multiplicidad =
min (my, m,) de fi(x)gi(x) + f2(x)g(x), cualesquiera que sean g,(x) y
g:(x). Si my > my,, demuéstrese que « es raiz de multiplicidad m. de f,(x)
+ fg (x ) .

4. Usando la primera definicién de multiplicidad demuéstrese la equi-
valencia de las afirmaciones siguientes:

a) « es raiz de multiplicidad 0 de f(x);
b) a no es raiz de f(x).

5. Sea f(x) = g(x)h(x). Supbngase que « es raiz de g(x) y de h(x),
con multiplicidades m, y m., respectivamente. Demuéstrese que o es raiz de
multiplicidad m, + m, de f(x).

6. Determinese la multiplicidad de 1 como raiz de cada uno de los
polinomios siguientes:

xt— 2x% + 2x% — 2x + 1,
x4_x3,
x5 — 3xt 4+ 5x3 — 4x% 4+ 3x — 1.

7. Supdngase que f(e) = g(a) para todo «€C. Demuéstrese que

f(x) = g(x).

10. DERIVADAS Y MULTIPLICIDAD
Derivadas. Sea f(x) = a, + axx + ... + a,x"; a; €C
Definimos la derivada f’(x) de f(x) como sigue:

f(x) = @ + 2a,x + 3asx® + ... + nax™?.

Para n ==1 definimos la n+ 1-ésima derivada, f™ (x), como la derivada
de la n-ésima derivada. Con esto queda definida ™ (x) para todo n €EN.

ProrosIcION:  Sea f(x) = g(x)h(x). Entonces
f(x) = g(x)R' (%) + &' (x)h(x).

Demostracién. Si g(x) y h(x) tienen coeficientes reales la proposicién
es un caso particular de un teorema del calculo diferencial. Pero hay una
demostracién simple que no utiliza el cilculo y que ademas es valida para
coeficientes complejos. Esta es la que daremos. Usaremos la notacién

g(x) =a,+ ax+ ... = Jaixt
=0
h(x) = by + byx + ... = X bix'.

=0
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Entonces

Hr) = 33 aby

k=0 i+j=k

L]

f(x) = 3 (k+1) 3 aibs*

k=0 +f=k+1

0

S (k+1) agax®
k=0

I

g'(x)

0

= 3 a'wx*, donde o’y = (k+1) ap,
k=0

h'(x) = 3 b'w*, donde b’

=0

(k+1) b,

g(x) b (x) = § S ab ik

k=0 t+j=k

= E 2 (]+1) aib,-,,lx"

k=0 i+j=k

= 3 3 jaibix*

k=0 i+j=k+1

FOh(x) = 3 iah

k=0 i+j=k+1

g () +@Mh(x) = X3 (k+1) abph = f(x)

=0 d+j=hei
ProposiciON:  Si f(x) = g(x)™, entonces
f'(x) = mg(x)™* g (x).
La demostracion se puede hacer ficilmente por induccién.

TeoremA: Sea f(x) de grado n > 0 y sea m un entero positivo. « es rafz
de multiplicidad m de f(x) si y solo si se cumplen las condiciones si-

guientes:
a) fla) =f(a) = ... =" (g) =0
b) f™ (a) 5£0.

[Convenimos en que f¢ (x) = f(x). En el caso m = 1 la condicién a)
se reduce a f(a) = 0.]
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Demostracién (por induccién):

1. Afirmacién directa. Param = 1, f(x) = (x—a)g(x) y x—ea .| g(x).
Entonces f'(x) = (x—a)g’(x) + g(x) y f(e) = g(a) 5=0. Supondremos
ahora que la afirmacién es verdadera para m y la demostraremos para
m + 1. Tenemos que f(x) = (x—e)™'g(x) y x—e .| g(x). Entonces

f(%) = (x—a)™g (x) + (m+1) (x—a)"g(x)
= (x—a)"((x—a)g'(x) +(m+1)g(x)),

y es claro que ¥—a no divide al segundo factor. Por lo tanto « es raiz de
multiplicidad m de f'(x). Por la hipétesis de induccién aplicada a f'(x)
tenemos

fla) =1"(a) = v = ™ (a) =0, f"(a) 0.
Como ademés f(e) = 0 hemos comprobado que se cumplan a) y b).

2. Afirmacién reciproca. Para m =1 las condiciones a) y b) nos
dicen que f(«) = 0, de donde f(x) = (x—a)g(x), y que f'(a) 5=0, y esto
tltimo implica que (x—a)?2.|” f(x), porque en caso contrario se tendria

f(x) = (x—a)’g:(x)
f(x) = 2(x—a)gi(x) + (x—a)?g1(#)

f'(a) = 0 (contradiccién).

Supongamos ahora que la afirmacién es verdadera para m y la demostra-
remos que m + 1. Partimos de que

fla) = f(a) = ... =f™(a) =0, f™V(a) F0.

Por la hipétesis de induccién aplicada a f'(x) concluimos que a es rajz de
multiplicidad m de f'(x), asi que

f(x) = (x—a)mg(x) y x—ealg(x).
Como f(a) = 0 tenemos, para algin s> 1,

f(x) = (x=a)’ai(x) vy x—al g(x).

f(x) = (x—a)** [(x—a)gi(x) + sg'1(x)]

y es claro que x—a no divide al segundo factor. Comparando esta expresién
de f'(x) con la anterior vemos que s=m + 1y

Entonces

f(x) = (x—a)™gi(x) v x—a.| glx),

lo que termina la demostracién.
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EJERCICIOS

1. El polinomio x*—3x®*—6x*+28x—24 tiene una raiz triple. Expré-
seselo como producto de polinomios de grado 1.

2. El polinomio x°— 5v/2x4+8x%+ 8v/2x?—20x+41/2 tiene una raiz
cuadruple. ¢Cudl es?

3. Sea f(x) = x*+ (2+4i)x*+ (—5+61) 22+ (—6—2i)x—2i, Se sabe
que f'(i+34) = 0 y que f(x) tiene raices multiples. Factoricese f(x) en
polinomios de grado 1,

4. Demuéstrese que las Gnicas raices de x°—ix*+2x%—2ix*+x—1i son
iy —i.

5. Demuéstrese que x°—5x*+ 1 no tiene ninguna raiz de multiplicidad 4.

11. COEFICIENTES Y RAICES

ProrosiciéN: Sea
aMtax®t 4+ oo Fap= (x—ay) -+ (x—an).

Entonces
i

G =S T (—ap
1€M< <riSn =1
parat = 1,2, ..., n.

Conviene aclarar la notacién en la férmula anterior. El significado del
simbolo

T 1sSr<a. s
es que para cada sistema de i nlmeros enteros 3, -. ., 7; que satisfacen las
condiciones 1 =1, < ... < r; = n debe considerarse el sumando
i
jr{ ("'ar,') = (—ar) ("'“r,) v ("""‘ri)

correspondiente a esos 75, - -+, 7;.
Por ejemplo, si i = 2 y n = 3 tenemos las siguientes maneras de elegir
1y 728

=11y rp=2,
rn=11y r=3
T1=2 y 7'2=3

Por lo tanto

S (- = 3 (—an)(—an)

1571<r2<3 =1 1S7r1<”r<38

= (~a) (—a) + () (—as) + (—a) (—as)

= a0z + 2302 £} + 203,
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Una vez aclarado el simbolismo se sugiere al lector que compruebe la
proposicién para n =1, 2, 3, ..., con lo que se convencerd que es ver-
dadera y podra dar una demostracién general, que aqui omitiremos.

EJERCICIOS

1. Demuéstrese la proposicién anterior para n = 2 a partir de las
férmulas obtenidas en el parrafo 6 para las raices de una ecuacién de se-
gundo grado.

2, Sea (ay, @, ---) una sucesién cualquiera de némeros complejos.
Sean

i
n, i = 2 IT (—ar;)
1S871<...<T4<N =1
para todos los naturales i, n, tales que ¢ == n. Definimos también

n
Sn, i = E a,.i, i=n.
J=1
Demuéstrese,
@n1 + Sp1 = 0 para todo n=1
2042 + ap1 Sn1 + Snz = 0 para todo n==2
3ans + ang2Sn1 + anySnz + Snz =0 para n=3,

3. Con la notacién del ejercicio anterior:
a) Exprésense asy y a2 en términos de sz,; y 52,2, ¥ reciprocamente.
b) Exprésense s, @32 y @33 en términos de Sy, 3,2 ¥ 53,3, y reci-
procamente.

4. Sean a; y a; las raices de 2% + bx + ¢. Demuéstrese que (@ — az)
(ao - al) =4c - b2.

12. POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES

Decimos que un polinomio es mdnico si el coeficiente del término de
grado maximo es 1.

Hemos visto en parrafos anteriores c6mo un polinomio de grado posi-
tivo puede expresarse como una constante por un producto de polinomios
ménicos de primer grado.

En este parrafo veremos cémo todo polinomio con coeficientes reales
puede expresarse como un nimero real por un producto de polinomios de
dos tipos:

a) polinomios ménicos de grado 1 con coeficientes reales;
b) polinomios ménicos de grado 2 con coeficientes reales que no tienen
raices reales.
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Por ejemplo, el polinomio x* — 1 puede expresarse como

B=1=(x=1)(x —w)(x— w?),
donde

pero también puede expresarse como
¥=1l=(x—=1)(x2+ x+1).

En esta Gltima factorizacion los factores tienen coeficientes reales, lo que
no sucede en la primera.

Necesitamos algunos preliminares.

Si f(x) = apx™ + a;x™! + --- + a,, escribiremos

f(x) = @x® + @™t + + -+ + G,

Es claro que f(x) = f (x) siysolosif(x) tiene coeficientes reales.
Es facil comprobar lo siguiente:

Si f(x) = g(x)h(x), entonces f(x) = g(x)k(x);
g(x) | f(x) (=) &(x) | F(%);
Si f(x) tiene coeficientes reales, entonces
g(x) | f(x) =) g(x) | f(x).

Aplicaremos esta tltima observacién al caso en que g(x) = (x — a)™.
Tendremos el resultado siguiente:

Lema: Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales. Entonces
(x=a)™ | f(x) (=) (x—&)™ | f(x).

Como consecuencia:

ProposiciON:  Si « es raiz de un polinomio con coeficientes reales, @ es
raiz del mismo polinomio con la misma multiplicidad.
Por tanto, si f(x) tiene coeficientes reales y

f(x) =c(x —ar)™ ... (x = &)™, ai#a’.‘ para i~ j,

cada vez que aparezca un factor (¥ — ;)™ en el que a; ¢ R aparecerd
también el factor (x — a;)™:.
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Supongamos que aj, .--,a; ER, @, -+, 2 €R. Entonces los r-s com-
plejos @, - - - , ar aparecen por parejas de conjugados, es decir que r-s es
par, pongamos r-s = 2¢, y podemas suponer que

Criist = @i para i =1, ... ¢;
podemos escribir
F} t ¢
f(x) = c¢cII (x - a;)"" I (x — au;)’””‘ 1 (x — aui)m,“
i=1 i=1 i=1
N t
= ¢ I gi (%)™ ILfi(x)™,
=1 i=1
donde
gi(x) =x—a
fi(x) = (x - aa+i) (x - a.a-x-i)
=x*? - (awi + acq»i)x + gy Tsaie

Los polinomios g; (x) y fi(x) tienen coeficientes reales. Es claro también
que ¢ €R, puesto que es el cociente de dos polinomios con coeficientes reales.
Asi queda demostrado el resultado enunciado al principio, que volvemos a
expresar a continuacién:

TeoreMa: Todo polinomio f(x) de grado positivo con coeficientes reales
puede expresarse como producto de algin real y ciertos polinomios de
primero o segundo grados, con coeficientes reales, con la particularidad
de que estos Gltimos (los de segundo grado) no pueden, a su vez, expre-
sarse como productos de polinomios de primer grado con coeficientes
reales,

EJERCICIOS

1. Exprésense los polinomios #* — 1 y x® — 1 como productos de poli-
nomios con coeficientes reales de grados uno y dos.

2. Compruébese que }(—1+V5 +\/10+2\/3i) es una rajz quinta
de 1 y exprésese x* + x* + x% + x + 1 como producto de dos polinomios de
segundo grado con coeficientes reales.

13. EL ALGORITMO DE EUCLIDES CON POLINOMIOS

Para polinomios existe la nocién de maximo comin divisor lo mismo
que para enteros. La teoria es aniloga en los dos casos. En este parrafo se
enunciaran los resultados sin demostracién. El lector podrd demostrarlos
guiandose, si es necesario, por las demostraciones de los resultados analogos
para enteros.
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ProposICION 1: Sean fy(x) y fo(x) dos polinomios cualesquiera. Si
g(x) [ f1(x) y g(x) [f:(x), entonces '

g(x) [ (%) ha(x) + fa(x) ha(%),

cualesquiera que sean h,(x) y ha(x).

Prorosici6N 2:  Sean fy(x) y f.(x) dos polinomios no ambos nulos y sea

d(x) = fi(x) g1(x) + f2(%) ga(x)

una combinacién lineal de ellos no nula de grado minimo. Entonces
d(x) divide a cualquier combinacién lineal de f;(x) y f2(x).

Cororario: d(x) divide a f,(x) y a fo(x).

DEFINICION:  Sean f,(x) y f2(x) dos polinomios no ambos nulos. Llamamos
mdximo comin divisor de f(x) y f2(x) a cualquier combinacién lineal
de ellos no nula de grado minimo. .

Prorosici6N 3: Dos méximos comunes divisores de f,(x) y fz(x) son aso-
ciados [recordemos que g(x) y h(x) son asociados si g(x) | h(x) y

h(x) | g(x)])-

ProrosiciON 4: Si d(x) es miximo comin divisor de fi(x) y f2(x), y si
g(x) es cualquier otro divisor comin de esos dos polinomios, entonces

g(x) | d(x).

ProrosiciéN 5: Si d(x) es un divisor comin de f;{x) y f2(x) que es divi-
sible entre cualquier otro divisor comin de f;(x) y f.(x), entonces d(x)
es un maximo comun divisor de f;(x) y fa(x).

Nora 1. El maximo comun divisor de 0 y 0 es O, por definicién.

Nota 2. Un maximo comin divisor de 0 y f(x) es f(x), segfm\puede de-
ducirse facilmente de la definicién.

Nora 3. Hay un solo méximo comin divisor ménico de dos polinomios
y

que no sean ambos nulos. Podemos reservar el simbolo (f;(x), f2(x))

para denotarlo y referirnos a él como “el méaximo comin divisor de

fa(x) y f2(x)”.

Nora 4. El maximo comin divisor de polinomios no nulos puede obtenerse
por el algoritmo de Euclides lo mismo que en los enteros. Al tomar cada
resto como un nuevo divisor podemos sustituirlo por cualquier polinomio
asociado.
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Nota 5. La proposicién siguiente (que el lector puede demostrar), es un
ejemplo de la utilidad de la teoria del maximo comin divisor para poli-
nomios.

ProposiciON 6: f(x) tiene una raiz de multiplicidad > 1 si y solo si

(f(x), f'(x)) #+ L.

EJERCICIOS

1. Sean f(x) y g(x) dos polinomios no nulos. Supéngase que {a,, -
a:} es el conjunto de las raices comunes de f(x) y g(x) y dendtense por
m; y n; las multiplicidades de «; como raices de f(x) y g(x), respectiva-
mente. Demuéstrese que

t
(f(x)’ g(x) ) = 5131 (x - ai)m‘n(mi-lc)_

2, Sea f,(x) el cociente de las f(x) (no nulo) entre (f(x), f'(x)). De-
muéstrese que f,(x) tiene las mismas raices que f(x), pero todas ellas con
multiplicidad 1.

3. Calciilese el maximo comin divisor de f(x) = x7 + «® + 1 y su de-
rivada y compruébese que f(x) no tiene raices de multiplicidad > 1.

4. Factoricese totalmente el polinomio

X+ (—6 —3i)x + (9 + 12i)x + (—2 —113).

14. AISLAMIENTO DE LAS RAICES REALES DE UN POLINOMIO
CON COEFICIENTES REALES (TEOREMA DE STURM)

Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales de grado positivo sin
raices multiples (es decir, sin raices de multiplicidad > 1). El méximo
comun divisor de f(x) y f'(x) es 1. Poniendo

ro(%) = f(x)
n(x) = f(x)

y denotando con r;(x), 75(x),- .., los restos que se van obteniendo al aplicar
el algoritmo de Euclides a f(x) y f'(x) tendremos

7o(%) = ri(%) qu(x) + na(x)
1(x) = 1:(x) g2 (x) + 13(x)

Tn2(%) = Ta-1(%) gn-1 (%) + ra(x),

donde r,(x) es una constante =% 0.
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Sean

fo(x) = 1o(x), ()
fa(x) = 14(x), fs(x)

etcétera.

ri(x), fo(x) = —12(x), fa(x) = —rs(x),
rs(x), fe(x) ~xg(x), fr(x) = —ri(x),

I
I

Observamos que 7;(x) | ri-1(x) — ri(x) parai=1,... ,n — 1, de don-
de deducimos que

fi(x) | ficx(x) + fi(x) paral =i=n — 1, (1)

Si ¢ es un real que no es raiz de ningtin f;(x) consideremos el niimero
de cambios de signo que aparecen en la sucesién fo{c), .-, fu(c), es decir,
el nimero de indices { comprendidos entre 0 y n — 1 para los cuales f;(¢)
y fis1(c) tienen signos contrarios. Este niimero de variaciones de signo en ¢
lo denotamos con V' (¢).

Teorema de Sturm. Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales de
grado positivo y sean fo(x), .-+ , fa(x) los polinomios (con coeficientes rea-
les) que se acaban de definir. Sean a y b dos reales que no son rajces de
ninguno de los f;(x) y supbéngase que a < b. El nimero de raices de f(x)
en el intervalo [a, b] es igual a V(a) — V(b).

Demeostracién. Si no hay ninguna rajz de ninguno de los f;(x) en [a, b]
cada f;(x) tiene el mismo signo a lo largo de todo el intervalo y es evidente
que V(a) = V(b), lo que comprucba el teorema. Eliminado este caso sean
p1, -+ - , pr todos los puntos de [a, b] que son raices de algin f;(x), en orden
creciente. Tomemos 4, = a, ay, - -+, @1, @ = b de manera que a, < p1 <
@< pe< @< o < apy < pr < a,. Observamos que

Via) = V(b) = 3 (V(a) = V().

Debido a esto sera suficiente demostrar que, para cada i,

L N = JOsif(ps) 540
V(aia) — V(ai) {1 si f(pi) =0

Para simplificar la notacién observaremos que demostrar esto ultimo es
lo mismo que demostrar el tcorcma con la hipétesis adicional de que solo
hay un nimero p en [q, b] que cs raiz de algin f; (x). Asi, pues, supondremos
esto y demostraremos que

N _ (0 si f(p) £0
v —ver ={§ 5 (07
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a) Si f(p) 0. Entonces p es raiz de uno o mis de los §;(x) para
1= j=n — 1. Supongamos que p es raiz de f;;(#), -- -, f5,(x). No hay dos
de estos indices j; que sean consecutivos, porque en caso contrario habria
dos restos consecutivos en el algoritmo de Euclides con una raiz comin, lo
que permitiria deducir que f(x) y f/(x) tienen una raiz comin. Al contar
V(a) y V(b) podemos ignorar los cambios de signo entre f;(x) y fria(x)
siempre que j y j + 1 no pertenezcan a {ji, - -, ji}, ya que cada una de esas
dos funciones tiene el mismo signo a lo largo de [a, b] y un cambio de signo
en a siempre va acompafiado de un cambio en b, y viceversa, por lo que la
diferencia V'(a) — V(b) no esta afectada por dichos cambios. Habremos
demostrado que V(a) — V(b) = 0 si comprobamos que el niimero de cam-
bios de signo en cada una de las series

fji-l(a): ffi(a)3 ffi+1(a)’
f1-1(B),5 f5;(B), f12(D),

es 1, para cualquier i. De (1) concluimos que fj;-1(p) + fspa(p) = 0, lo que
implica que las funciones f;,.1(x) y fj;:1(x), que no cambian de signo a lo
largo de [a, b], tienen signos contrarios. Tanto si f;;(a) >0y f;;(b) <O
como si fj;(¢) < 0y f;;(b) > 0 hay un solo cambio de signo en cada una
de las dos series.

b) Si f(p) = 0. Es claro que f'(x) tiene signo constante a lo largo de
[a, b], puesto que f'{p) 5~ 0. Con un razonamiento anilogo al de a) puede
comprobarse que el niimero de cambios de signo que se presentan en la serie

fi(a), -+, fa(a)

es el mismo que el de los de la serie

fl(b): ,f”(b)

Observando ahora que f(a) y f(b) tienen signos contrarios habremos de-
mostrado el teorema una vez que comprobemos que f(b) y f'(b) tienen el
mismo signo [porque entonces f(a) y f’(a) tendran signos contrarios]. Para
comprobarlo expresamos f(x) como

f(x) = ag + ar(x — p) +ax(x—p)2+ ...,
donde g, = f(p) = 0y a1 = f'(p), de donde
signo de a;, = signo de f'(p) = signo de f'(b).

Nos falta ver que signo de f(b) = signo de a,. Témese o € (p, b) de manera

que
,al(ﬂ' -p) > lmz(a —p)2+ az(oc —p)+ ... l_
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Entonces
signo de f(o) = signo de a;(¢ — p) = signo de a;.

Pero como no hay ninguna raiz de f(x) en [e, b] tenemos
signo de f(b) = signo de f(o) = signo de a,.

Un ejemplo de aplicacion del teorema de Sturm. Consideremos el
polinomio f(x) = x* — x — 3. Aplicamos el algoritmo de Euclides a f(x)
y su derivada:

x* - X -3 | 4x® — 1
— x* + 4x 1x
- 3x -3
45° -1 |x + 4
— 4x®  — 16x% 4x* — 16x + 64
— 16x2 -1
+ 16x2  + 64x
64x -1
— 64x —256
—257

[Si no llegaramos a que (f(x), f'(x)) = 1 deberiamos dividir f(x) entre
el maximo comin divisor para poder aplicar el teorema de Sturm al co-

ciente.]
Tenemos
fo(x) = xt—x—3
fi(x) = 4x% — 1
f2(x) = §x + 3
fa(x) = 257

Hacemos una tabla en la que en cada columna aparecen los signos de
los valores de los f;(x) para el valor de x que encabeza la columna. Bajo
cada columna escribimos el nimero de cambios de signo:

-2 2 0 -1 1
fo(x) + + - - -
fi(x) - + - - +
f2(x) + + + + +
fs(x) + + + + +

2 0 1 1 1
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Las dos primeras columnas nos muestran que hay dos raices en [—2, 2].
Las otras columnas refinan el resultado y nos permiten concluir que hay
una raiz en [—2, —1] y una raiz en [1, 2]. Estas se pueden calcular con
los métodos del parrafo 8. Nos convencemos de que no hay raices fuera de
[—2, 2] gracias a la desigualdad

|x*|>|x+ 3] para |x|>2.

En general, para el polinomio ™ + a,x** + ... + a, podemos afirmar
que, si |x| > max (1, |a,] + ... + |aa]) = 4,

|x" > |awx™t + ... + aa),

y por lo tanto no hay raices fuera de [— 4, 4].

En algunos ejemplos en los que las raices son muy cercanas puede ser
necesario introducir muchos puntos intermedios antes de lograr aislar las
raices. Sin embargo, si nos piden que, por ejemplo, calculemos las raices
con aproximacién de milésimas, una vez que tengamos varias raices en un
mismo intervalo de longitud < 0.001 no necesitamos aislarlas, puesto que
podemos tomar cualquier punto del intervalo como valor aproximado de
todas esas raices. ,

Un problema mas grave puede presentarse, en cambio, si los coeficientes
solo son conocidos aproximadamente (lo que siempre sucede si no son racio-
nales), porque en ese caso la aproximacién puede no ser suficiente para
decidir si el valor de alguno de los f;(x) en algiin punto es positivo, nega-
tivo o cero.

EJERCICIO

Aislense y calcilense todas las raices reales de algunos polinomios.

15. FRACCIONES RACIONALES. DESCOMPOSICION
EN FRACCIONES PARCIALES

Fracciones racionales. Consideremos las expresiones:

f(x)
g(x)

formadas con los polinomios f(x) (numerador) y g(x) =0 (denominador).
Introducimos una relacién ~ en el conjunto de tales expresiones:

ACIAG)

fz(x) gz(x) fl(x)gz(x) = fa(x)gl(x).
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LeEMA: ~es una relacién de equivalencia.

Demostracion (ejercicio) : La relacién determina una particién del
conjunto. Denotaremos la clase de un elemento con el mismo simbolo con
que denotamos al elemento. Podremos entonces escribir = en lugar de ~.

Las clases de esta particién son las fracciones racionales. Hay dos ope-
raciones:

fi(x) + fo(%) _ fi(*) g(x) + fa(x) ()
a(x) &) &1(%) & (%)

() (%) _ f(0)f(x)

g(x) &) @)’

Este procedimiento para pasar de los polinomios a las fracciones racio-
nales es el mismo que se sigue frecuentemente para pasar de los enteros a
los racionales.

En el célculo integral es conveniente poder expresar las fracciones racio-
nales como suma de otras de cierto tipo, cuyas integrales se conocen. En
este parrafo se describird c6mo se logra esto.

Lema 1: Si g(x) = h(x)k(x) y (h(x),k(x)) = 1, entonces para cada
f(x) existen polinomios s(x) y ¢(x) tales que

1) _ sl t)

glx) h(x) k(x)

Si f(x), h(x) y f(x) tienen coeficientes reales, s(x) y ¢(x) también
tienen coeficientes reales,

Demostracion.  Sean hy(x) y ki(x) tales que

1 = h(x) ha(x) + k(x) ki(%).

Entonces
Fx) _ (%) [A(x) ha(x) + k(%) ki (5)]
g(x) g(x)
_ f(x) () + f(x) ka(x)
k(x) h(x) ’

lo que demuestra el lema, para s(x) = f(x)ky(x) y t(x) = f(x)hi(x).
Cuando h(x) y k(x) tienen coeficientes reales lo mismo sucede con h,(x)
y k1(x), porque todos los polinomios que aparecen al aplicar el algoritmo de
Euclides a dos polinomios con coeficientes reales tienen coeficientes reales.
Si ademés f(x) tiene coeficientes reales es claro que s(x) y t(x) tienen
coeficientes reales.
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Lema 2. Dados k(x) de grado positivo, f(x) y un entero positivo ¢, existen
So(x), s3(x), ---, s:(x), con el grado de s;(x¥) menor que el grado de
h(x) paraz = 1, ..., ¢, tales que

1) ey ) s
ABE 7x) R(n)®

Si f(x) y h(x) tienen coeficientes reales los polinomios s;(x) también
tienen coeficientes reales.

Demostracion. Sea n = grado de h(x).
f(x) = h(x)qi(x) + r.(x), grado de r(x) <m,

q:1(x) = h(x)qz(x) + r(x), grado de r.(x) <n,

g:(x) = h(x)gs(x) + 75(x), grado de r3(x) < mn,
etcétera.

Como grado de gi.i(x) < grado de gi(x) se tendrd que grado de
gm(x) < n para algin m. La Gltima igualdad sera

gm-1(%) = h(x)gm(x) + rm(x), grado de rn(x) < n.

Sustituyendo cada expresién de g;(x) en la anterior, empezando con la
dltima, se tiene

gm-1(x) = h(x)qm(x) + rm(x)
gm2(%) = h(%)%qm(x) + h(x)rm(x) + rm-a()
gm-3(x) = h(x)°qm(x) + h(x)*rm(x) + h(%)Tm-1(x) + Tma(x)

q1(x) = h(x)™qm(x) + k()™ *rm(x) + - + r2(x)
f(x) = h(x)7qm(x) + k()" rm(x) + oo + h(x)12(x) + 12(x),

de donde

x r(x 72 (x re(x
) _ne) | 6@ e
h(x)t  h(x)® h(x)* h(x)

y el lema queda demostrado tomando s;(x) = ri_i.a(x).
A partir de estos lemas demostraremos los teoremas que nos permiten
descomponer una fraccién racional en fracciones parciales.

TeoremA 1. Sea g(x) = (x=~a3) ™. .. (x—a;) ™, donde «; 5= a; para i=%].
La funcién racional f(x)/g(x) puede expresarse como
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ﬂi)=s(x) +3 oS

g(x) i=1 j=1 (x—ai).’l

donde s(x) es un polinomio y los @;; son nimeros complejos.

Demostracién. Por el lema 1

0 _ & hil)
g(x) i2=1 (x—a;) "™
Por el lema 2
fi(x) o osig(x)
e B T2 TS

donde el grado de s;;(x) = 0.
Tomando s(x) = ¥ s;(x) y as; = 5i5(x) queda demostrado el teorema.
i=1

Al aplicar este teorema pueden introducirse coeficientes complejos, aun-
que f(x) y g(x) tengan coeficientes reales. Si se quiere evitar esto puede
utilizarse la descomposicién de g(x) en polinomios de primero y segundo
grados con coeficientes reales, por medio del teorema siguiente.

TEOREMA 2: Sea
g(x) = (x—a)™ - (x—ap) ™ (x®+ayx+by) .. . (224 agx + by)

donde los ai, a; y b; son reales, @; =a; para i=j y x? + a;x + b; 7% &*
+ajx+b; para i5%j. Si f(x) es un polinomio con coeficientes reales la
fraccién f(x)/g(x) puede expresarse como

f(x) _ LY ai L% Ayxt+By;
oy W22 et 22

donde s(x) tiene coeficientes reales y los a;j;, A;; y Bi; son reales.

El teorema es, como el anterior, una consecuencia simple de los lemas,
segun el lector puede comprobar ficilmente.

Para calcular los coeficientes de los numeradores de las fracciones par-
ciales en que se descompone una fraccién racional segin los teoremas ante-
riores, no es indispensable seguir los pasos de las demostraciones de los lemas,
sino que se pueden obtener resolviendo un sistema de ecuaciones lineales,
segin veremos en un ejemplo.

Consideremos la fraccién

26T+ 5x8 + x5 —xt—Tad+ a2+ x+7

R - —4
(%) x8—2x3+1
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En primer lugar expresaremos R(x) como la suma de un polinomio y
una fraccién racional cuyo numerador tiene grado menor que el del deno-
minador. Para ello basta dividir:

2" +5x°+ #°— xt— Tx*+ x*+ x+7 | x=2x+1
—2x7 +4x* —2x 2x+5
Sx°+ x3+3xt— Txt+ x*— x+7
—5x® +10x2 =5

254+3xt+ a3+ x2P— x+2

Tenemos pues,

x5+3xt+3x%+x2—x+2

R(x) =2x+ 5+
x—2x34+1

Denotamos con R;(x) la fraccién que aparece en la suma anterior. La
descompondremos en fracciones parciales segin el teorema 2. En primer lu-
gar debemos descomponer el denominador. Para ello necesitariamos obtener
todas las raices (reales o no) del polinomio, para lo cual no hemos dado
ninglin procedimiento, si bien tales procedimientos, aunque complicados,
existen. Sin embargo supondremos conocida la descomposicién

x—=2x%+ 1= (x—1)2(x*+x+1)2

De hecho, esta descomposicién podriamos obtenerla poniendo x* = X
y resolviendo la ecuacién X?—2X + 1 = 0, con lo que obtendriamos

=20+ 1 = X2—2X+1 = (X—1)2 = (5*—1)% = [(xa—1) (2 +x+1) 2.

Debemos, pues, descomponer R;(x) en la forma

a a, ax + a asx + a
Rl(x) — 1 + 3 4 (] .
x—=1 (x—1) x+x+1 (x*+x+1)°
Nuestras incégnitas son ay, .- -, @¢. Expresemos las fracciones con deno-

minador comin:

a;(x—1) (x2+x+1)2 + ax(x*+x+1)2

Bln) = emaar)? | e aat])?

(asx+a,) (x—1)2(x2+x+1) - (asx+ag) (x—1)2
(x—1)2(x2+x+1)2 (x=1)2(x2+x+1)%
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Haciendo operaciones y agrupando términos semejantes,

A1x5 + 142x4 +A3x8 +A4x2 + Asx + A3

R,(x) =
(%) x8—2x3+1
donde
Ay = a,+ag, A2 = ay+a.—ag+a,, A; = a1 +2a,—a,+as,
A4 = —'a1+3a2_a3—2a5+ag, AS = —a-1+202+a3—'a4+a5""2as,
Ay = —a,+a,+a,+a,

Comparando con la expresién

5+t +3x3+x2—x+2

Ri(x) = x8—2x3+1

vemos que debe cumplirse
A+ At + Axd+ A2+ Agx+ Ag = x5+ 3%+ 383+ 22 —x+ 2.

Esto es, deben cumplirse las condiciones:

a, + as = 1
a,+ a— a+ a4 = 3
a, + 2a, — a,+ as = 3
—a; + 3a, — a; —2a;+ ag= 1
—a, +2a,+ a;— a,+ a5 — 2a;= —1
—a, + a, + a, + a= 2.

Si nos tomamos la molestia de resolver este sistema encontramos que

@ =a=a =a5=a,=1, a3 =0,
de donde
1 1 1 x—1

+ + +
x—1 (x—=1)2 x24+x+1 (x2+x+1)2

1 1 1 —1
R(x) =2+ 5+ — + + + .
x—1 (x=1) x*+x+1 (x®+x+1)2

EJERCICIO

Descompénganse algunas fracciones racionales en fracciones parciales,
usando los teoremas 1 y 2.
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16. ECUACIONES DE TERCERO Y CUARTO GRADOS
CON COEFICIENTES REALES

No nos es posible exponer aqui con detalle un método para obtener todas
las rajces complejas de un polinomio. Nos limitaremos a dar métodos para
resolver ecuaciones de tercero y cuarto grados con coeficientes reales.

Ecuaciones de tercer grado con coeficientes reales. Sea

f(x) = x3+bx2+cx+d; b,c,dER.
Es claro que

|x| > méx (1, 5] + |¢] + |d]) = M =) |+®| > |bx*+cx+d|.

Por lo tanto
x> M=)x3+bx*+cx+d>0
< =M=)x3+ bx*+ cx+ d<0.

En consecuencia todas las raices reales de f(x) estin en [—M,M].
Podemos calcularlas usando el teorema de Sturm y el método de Horner.

El ntmero de raices reales es 1 o 3. Si hay tres rajces reales (si la suma
de las multiplicidades de las raices reales es 3) tendremos ya todas las rai-
ces de f(x). Si hay una sola raiz real « dividiremos f(x) entre x—a obte-
niendo un cociente de grado 2 cuyas raices, facilmente obtenibles, son las
otras dos raices de f(x).

Ecuaciones de cuarto grado con coeficientes reales (método de Fe-
rrari). Sea

f(x) =x*+ ba®+ cx?* +dx +¢; b,c,d,e€R.

Sea 7 una raiz real de y*—cy*+ (bd—4e)y—b’e+4ce—d?, es decir, sea
7 €R tal que
n*—cn?+ (bd—4e)yp—b?e+4ce—d? = 0,

Podemos encontrar » con tanta aproximacién como queramos con los
métodos ya descritos.
Tenemos entonces

xt + bx® = —cx*—dx—e
x2 4 bx® + }b%x? = —cx?—dx—e + 1b%x*
(x2 + 3bx)2 = (3b2~c)a*—dx—e
(%2 + $bx)2 + (2% + 3bx)g + In* =
= (3b*—c)x*—dx—e + (x* + 3bx)n+1n?
(x*+3bx+3n)2 = (32 —c+q)x®+ (—d+3by)x+(—e+in?). (1)
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Existe la siguiente relacién entre los coeficientes del segundo miembro

de esta ecuacién (1):

(—d+3by)?—4(3b*—c+n) (—e+iy®) =

= d?—dbq+&b2q2+b2e—&b"’ 2—4ce+cn*+4ne—93

= —IyS—cp?+ (bd—4e) n— b +4ce— d?]
=0.

Asi que
(—d+3by)® = 4(1b°—c+9) (—e+iy?)

Escojamos dos complejos, 4, B, tales que

A2 = b2 —c+q
B2 = —e+‘];172
24B = ~d+1by

Para ello escojamos primero 4, y B, tales que

A12 = ébz_b""'!]
B2 = —et+iy.

Por la igualdad (2) se cumple
4(4.B1)* = (—d+4by),
de donde
4(A4:B,)2 = (—d+3by)?,

Si 24,B, = —d+4by tomamos 4 = 4,, B = B,.

Si 24,B;, = —(—d+3by) tomamos 4 = —4,, B= B,.
Es claro que en los dos casos, 4 y B satisfacen (3), (4) y (5).

(2)

(3)
(4)
(5)

El segundo miembro de (1) es entonces igual a (Ax+B)?, y la ecuacién

(1) se puede escribir

(x*+3bx+3n)? = (Ax+B)2

Esta ecuacién, equivalente a la ecuacién original, se satisface si y solo

si se satisface una de las ecuaciones

x*+3bx+4y = Ax+B,
x2+4bx+39 = —Ax—B.
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Por lo tanto las raices de x*+ bx®+ cx?+dx+e son las soluciones de las
ecuaciones
2+ (3b—A)x+(39—B) =0
x4+ (3b+A)x+ (§3+B) = 0.

[Cualquier solucién de cualquiera de las ecuaciones es raiz de f(x).]
Ejemplo.
Sea f(x) = x*+4x*+x+1. Nuestra ecuacién auxiliar es
n*—17 = 0.

Tomamos = ¥ 17. Deben cumplirse 4% = 4+ ¥17, B? = —1+}¥17%,
24B = —1+217, que se satisfacen si

A= V4+¥Y17
B =\/—1+3}¥172,
Obtenemos entonces las ecuaciones

24+ (2—V4+ V1) x+ (3V17T—V — 1 +3V17?)
X+ (2+ V4+ V1T x+ (3W1T+V —1+3¥172)

I

cuyas soluciones son las raices de f(x).

EJERCICIOS

Resuélvanse las siguientes ecuaciones:

a) x3+3x2—2x—5=0

b) x*—T7x~7=0

¢) x*+2x3—12x2—10x+3 =0
d) x*—8x*+9x2—8x—10=0
e) x*—3x2+6x—2 =0,
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conjuntos y funciones, operaciones y
propiedades basicas, con el fin de que el
alumno que llega a la facultad, repase
estos temas con los que sin duda debe
estar familiarizado.

Posteriormente se estudia la combina-
toria, espacios vectoriales, matrices y
determinantes, sistemas de ecuaciones
lineales, el anillo de los nimeros ente-
ros, polinomios, el campo de los nimeros
reales, etc.
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Elementos de analisis numérico
Peter Henrici

El autor de esta vbra intenta destacar principios
unificadores y establecer conexiones entre las
ramas varias de anilisis matematico. Logra un
equilibrio entre el contenido teérico y el practico
marcando, por primera vez en un texto de esta
naturaleza, la distincién entre teoremas y algo-
ritmos, presentando ademas, un considerable
nimero de algoritmos modernos y sus respecti-
vos teoremas.

Se presenta también, como innovacién en los
textos de analisis numérico, un intento de tratar
la teoria de ecuaciones de diferencias con el mis-
mo rigor y generalidad que el que usualmente se
encuentra en la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales.

Se incluye un capitulo sobre polinomios y name-
ros complejos. La obra retine unos 300 problemas
de dificultad del calculo y analitica bastante
variados. Ademads, al final de algunos de los
capitulos se han enunciado varios problemas de
investigacién.

En el dltimo capitulo se hace un analisis de la
propagacién del error, que es suficientemente
general para cubrir muchos algoritmos de interés
practico.
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